Stehende elastische Wellen in
Fliissigkeiten und Gasen

Wir beginnen mit der Untersuchung der Ausbreitung einer fortschrei-
tenden eindimensionalen harmonischen Druckwelle in einem isotro-
pen elastischen Medium. Dazu betrachten wir eine Fliissigkeits- oder
Gassdule, die sich in einem Rohr vom Querschnitt A befindet:

v(x)i EV(X +dx)
V= Adx |

p(x)é Ep(X) +dp

X x+dx

Wir interessieren uns fiir die rdumliche- und zeitliche Anderung des
Druckes im Rohr, um daraus die Wellengleichung herzuleiten.

a) Riumliche Anderung des Druckes

Auf das Volumenelement V der Breite Ax im Rohr wirkt die resultie-
rende Kraft dF:

dF =p(x)A —p(x+dx)A

Fiir kleine Anderungen dx sind auch die Druckinderungen klein und
es folgt mit

p(x +dx) =p(x)+dp =p(x)+ g—pdx =p(x)+p’dx
X

und damit auch

dF = —p’dxA =—p'V

Fiir die Beschleunigung der Gas- bzw. Fliissigkeitsmenge dm im Vo-
lumen V erhilt man mittels der Newton’schen Bewegungsgleichung



eine Beziehung zwischen raumlicher Druckénderung und Beschleuni-
gung zu:

o= dF =—pV=_p_

dm pV p

bzw.

Ein Druckgradient im Medium ist mit einer Beschleunigung
verbunden.

b) Zeitliche Anderung des Druckes

v(x)i EV(X +dx)
V= Adx |
p(x) p(x)+ dp
X x+dx

Das eingezeichnete Volumenelement V dndert sich mit der Zeit zu

d—VzAidX = Adv
dt dt

Mitdv = vdx fo]gt damit wegen dV = Advdt= Av'dxdt=v'Vdt:
dVv
—=v'dt
Vv

Unter Verwendung der Definition der Kompressibilitdit



erhilt man schlieBlich

p=——
K

Eine zeitliche Anderung des Druckes im Medium ist verbun-
den mit einem Geschwindigkeitsgradienten.

¢) Die Wellengleichung

Unter Verwendung von

P =—p\7 und p:_;

erhilt man durch Ableitung nach dem Ort bzw. der Zeit:

d°p d°v 9°p 1 d%v

x: Pox % xoxa

Eliminieren von 0°v/dxat fiihrt zur Wellengleichung



mit der Phasengeschwindigkeit der Welle c

1
c=_|—

Kp

Analog fiithrt das Eliminieren des Druckes aus beiden Glei-
chungen zu einer Beziehung fiir die Geschwindigkeit der im
Medium oszillierenden Teilchen (Die lokale Geschwindigkeit

v(x,t) darf nicht verwechselt werden mit der Phasengeschwin-
digkeit c der Welle ):

. 1 ”
V=——V

Kp

Spezielle harmonische Losungen der obigen Wellengleichun-
gen sind also:

Ap = Ap, sin(wt + kx + o)
und
V=YV, sin(ot + kx + o)

Die Auslenkung der oszillierenden Teilchen Ax mit der Amp-

litude Ax, erhilt man durch Integration der letzten Gleichung
zu

Ax = —-AX, cos(cot + kx + OL)

Dabei gelten folgende Beziehungen zwischen den GroéBen Apy
(Druckamplitude), vo (Schallschnelle) und Ax:

V, = WAX,



Ap, =pv,c = Vo\/%

Zwischen der Druckamplitude Apy und der longitudinalen
Schwingungsamplitude Ax, besteht eine Phasenverschiebung
von 90°, d.h. Schwingungsknoten entsprechen Druckbduchen
und den Schwingungsbéduchen entsprechen Druckknoten. Dies
bedeutet, dass an Stellen minimaler Auslenkung (relativer Ru-
he der Teilchen) maximaler Druck herrscht.

d) Eigenfrequenzen - Randwertprobleme

Fortschreitende Wellen konnen sich nur in sehr langen Stédben
oder Rohren ausbreiten. Wird eine Rohre, die ein elastisches
Medium enthilt, abgeschlossen, so treten bei der Wellenaus-
breitung Reflexionen auf. Reflexionen konnen nur vermieden
werden, wenn die Energie am Rohrende vollig ,,aufge-
braucht®, d.h. absorbiert wird. In diesem Fall kann man auch
in kurzen Wellenleitern fortschreitende Wellen beobachten
(d.h. es gibt nur einlaufende Wellen). Ist dies nicht der Fall, so
hat man auch riicklaufende Wellen, die mit den einlaufenden
Wellen interferieren, was zur Ausbildung von stehenden Wel-
len fiihrt:

Ax, =2Ax , cos| kx +% sin(mt)

Findet an beiden Rohrenden, die bei xy; = 0 und x(, = L liegen sollen,
eine Reflexion am harten Ende statt, so gelten folgende Randbedin-
gungen:



Ax (x=0)=0 und Ax (x=L)=0

Diese Bedingungen sind erfiillt, wenn der ortsabhingige Term

verschwindet.

der Gleichung AXs =24x,, cos[kx + g )Sin(wt)

¢
Aus COS(EJZO folgt

p=m

Q) @)\ (2m+1
und aus COS(kL"'Ej_O folgt mit (kL"'Ej_( > }'

die Bedingung

kL =mm
m=12,....n,n+1,....
bzw.
2L C

. f =m—

A N
m 2L
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Es konnen sich also nur bestimmte Wellen ausbreiten, die der

Bedingung kL = mn geniigen. Fiir m = 1 erhélt man die
sogenannte Grundwelle, deren halbe Wellenlidnge gleich der
Stab- bzw. Rohrlidnge ist. Die Frequenz, mit der man diese
Welle anregen kann, folgt mittels der Phasengeschwindigkeit.
Ganzzahlige Vielfache dieser Frequenz heillen Oberwellen.



Erfolgt eine Reflexion am offenen Ende, gilt folgende Rand-
bedingung:

AXS(XZO):O und AXS(X:L):AXmaX

Aus der Bedingung fiir die Reflexion am festen Ende folgt

wiederum

G=T
Wir haben am offenen Ende einen Schwingungsbauch, fiir den
gilt:

COS kL+g =41

Daraus folgt

Damit erhalten wir:

4L

A =
2m+1

m

bzw. fiir die Eigenfrequenzen

_2m+1£
" 4 L

f



Ein einseitig fest eingespannter Stab der Linge L entspricht
somit einem Viertel der Grundwellenldnge (L=A/4). Am losen
Ende befindet sich ein Schwingungsbauch. Bei einem beidsei-
tig eingespannten Stab befindet sich der Schwingungsbauch
dagegen in der Mitte (L=A/2).



