Losung der Bewegungsgleichung fiir
erzwungene, gedimpfte Schwingungen

Wir hatten die Gleichung

mX +1, X+ Dx =F, cosmt

Mit den Abkiirzungen
D E
% =25 , ol=— und -L=a,
m m m

erhalten wir
X +28X + 0, X =a,cosm,t

Hierin bedeuten o die Eigen(kreis)frequenz des Oszillators, O

die Erreger(kreis)frequenz, o das logarithmische Dekrement, welches
die Stiarke der Dampfung beschreibt) und a, die Beschleunigung des
Oszillators durch die angreifende periodische Kraft. Um die Glei-

chung 16sen zu konnen, ersetzen wir die Kraft Fo €0S®gt durch den

komplexen Ausdruck F, expiogt=F, (cos ot +1sin ooEt)) ;
. . 2. .
X+ 20X + ®,X = a, explm,t
Dies ermoglicht den ebenfalls komplexen Losungsansatz
X =X, expi(myt—a) =x, (cos(m.t —a)+isin(ogt —a))

Da die angreifende Kraft eine reelle GroB3e ist, interessiert als Losung

auch nur der Realteil des Ansatzes X = X4 COS((DEt — OC) . Der kom-
plexe Ansatz ermoglicht jedoch das Losen der Differentialgleichung.



Mit
X =X, expi(o;t—a)
erhalten wir

X =1X , 0 expi(mt —a)

und

X =—x, 0 expi(mt—o)

Einsetzen in die Ausgangsgleichung und Division durch expiwgt lie-
fert:

2 - 2 S
(—x ,0p +120X , 0 + X , ;) exp—1io =a,

bzw.
(—Xx @2 +128X , 0 + X, @;) = a,(cosa +isina)

Diese Beziehung wird aufgeteilt in eine Gleichung fiir den Realteil
und eine Gleichung fiir den Imaginarteil:

(—X @2 + X ,0p) = a,(cosa)
(28x .. ) =a,(sina)

Aus diesem Gleichungssystem konnen die Amplitude x, und der Pha-
senwinkel o in Abhingigkeit von der Erregerfrequenz bestimmt wer-
den. Unter Ausnutzung von sin“a = 1 - cos°a. folgt fiir die Amplitude:
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(003 — ooé)z +43° oy




Division beider Gleichungen ergibt den Phasenwinkel

20m,
oL = arctan 3 3
0, — g

Darstellung der Losung in der komplexen Ebene
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X, cos(ooEt — oc)

o XOszillator — XA {COS(O)Et o a’) + ISIH((DEt o (X,)}

®  Xppge = Xg {cos((oEt)+ isin(wEt)}

Die komplexe Exponentialfunktion X = X GXpi((DEt — Q) kann als
Zeiger in einem Polardiagramm (Zeigerdiagramm) dargestellt werden,
der den Betrag x, und den Phasenwinkel wgt - o hat.
e Die Elongation des Oszillators ergibt sich aus dem Realteil von
x (Re(x) ).
e Die Phase des Oszillators erhdlt man aus dem Verhéltnis von
Imaginir- zu Realteil.



	Wir hatten die Gleichung
	Mit den Abkürzungen
	Division beider Gleichungen ergibt den Phasenwinkel
	Darstellung der Lösung in der komplexen Ebene

