
Übungen zum Standardmodell der Teil
henphysik16. Der Noether Strom eines geladenen SkalarfeldesEine klassis
he Feldtheorie in einem Volumen V sei dur
h die Lagrange-Di
hte L(φ1, φ2, . . . , φN ) 
ha-rakterisiert. Das System sei symmetris
h unter einer globalen, kontinuierli
hen Transformation mitParameter α.Zeigen Sie, dass der Noether Strom
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(1)die Kontinuitätsglei
hung erfüllt.Betra
hten Sie nun freie, komplexe Skalarfelder φ(x), φ∗(x) mit
L(φ, ∂µφ, φ∗, ∂µφ∗) = ∂µφ∗(x)∂µφ(x) − m2φ∗(x)φ(x) .Wel
her Noether Strom und wel
he erhaltene Ladung resutiert aus der globalen U(1) Symmetrie

φ(x) → eiαφ(x) , φ∗(x) → e−iαφ∗(x) ?Woran s
heitert die Interpretation der 4er-Strom Komponente j0 als Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte? Wiekönnte man stattdessen zu einer Interpetation als Ladungsdi
hte gelangen?LösungDie Symmetrie des Systems unter einer globalen, kontinuierli
hen Transformation mit Parameter αbedeutet
L(φ1, φ2, . . . , φN ) = L(φ′

1, φ
′

2, . . . , φ
′

N )beziehungsweise
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(2)Die partiellen Ableitungen ∂ bzw δ und ∂µ im zweiten Summanden lassen si
h vertaus
hen. Mit denRegeln für partielle Ableitungen kann man diesen weiter umformen und wieder zusammenfassen:
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) (4)Der erste Summand entspri
ht den Euler-Lagrange-Glei
hungen und ist somit 0. Damit ist na
h Vor-aussetzung allerdings au
h der zweite Summand Null. Diesen s
hauen wir uns etwas näher an:
δL

δα
=

N
∑

i=1

∂µ

(

δL

δ(∂µφi)

∂φi

∂α

)

= ∂µ

N
∑

i=1

δL

δ(∂µφi)
ϕi

= ∂µjµ = 0 (5)Der Noether Strom erfüllt also o�ensi
htli
h die Kontinuitätsglei
hung.1



Betra
hten wir nun freie, komplexe Skalarfelder φ(x), φ∗(x) mit
L(φ, ∂µφ, φ∗, ∂µφ∗) = ∂µφ∗(x)∂µφ(x) − m2φ∗(x)φ(x) . (6)Das System ist o�ensi
htli
h invariant unter einer Phasentransformation (globale U(1) Symmetrie):

φ′ = eiαφ , φ∗′ = e−iαφ∗ (7)Damit ergibt si
h für die ϕi im Noether Strom:
ϕ1 =

∂φ

∂α
= iφ , ϕ2 =

∂φ∗

∂α
= −iφ∗Wir setzen dieses Ergebnis ein und erhalten den Noether Strom für komplexe, freie Skalarfelder:
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= (∂µφ∗)gµνiφ − (∂νφ)iφ∗

= i ((∂νφ∗)φ − (∂νφ)φ∗) (8)Hieraus resultiert die Ladung:
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∫

V
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) (9)Die Lösung der Klein-Gordon-Glei
hung sind ebene Wellen:
φ = Ne+ipx = Ne+ip0x0−i~p·~x

φ∗ = Ne−ipx = Ne−ip0x0+i~p·~xDamit läÿt si
h die j0 Komponente des 4er-Stromes wie folgt s
hreiben:
j0 = i[(∂0φ∗)φ − (∂0φ)φ∗]

= i[ip0φ∗φ − (−i)p0φφ∗]

= 2p0|φ|2 (10)Das Betragsquadrat |φ|2 ist gröÿer oder glei
h Null. p0 können wir die Energie E zuordnen. Diese istmit E = ±
√

~p2 + m2 gegeben. Damit ist j0 ni
ht positiv de�nit und ni
ht als Wahrs
heinli
hkeitsdi
hteau�assbar.Einen Ausweg s
ha�t die Umei
hung der Felder. Wir betra
hten die in (7) de�nierte Phasentransfor-mation und fügen ein e für die Ladung hinzu:
φ′ = eieαφ , φ∗′ = e−ieαφ∗ (11)Damit kann man nun j0 als Ladungsdi
hte interpretieren. Ein negativer Wert deutet damit nur aufeine negative Ladung (z.B. Elektron) hin.
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