Ubungen zum Standardmodell der Teilchenphysik

3. Baker-Campbell-Hausdorff Formel

Gegeben seien die beschriankten OAperatorenAA und 37 und ¢ sei ein infinitesimaler Parameter. Fiir das Produkt
der Exponentialfunktionen exp(eA) - exp(¢ B) machen wir den Ansatz

exp(eA) - exp(eB) = exp(e X 4+ 2V + 37 4+ O(eY)).

Bestimmen Sie X, Y und 7, und suchen Sie kompakte Ausdriicke dafiir.

Loésung
Die Exponentialfunktion exp(/l) ist auch fiir Operatoren in einer Reihe definiert:
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In Produkten von e-Funktionen lassen sich die Exponenten somit offensichtlich nicht trivial addieren. Daher
verkniipfen wir in unserem Ansatz die Operatoren mit einem infinitesimalen Parameter &:
exp(eA) - exp(eB) = exp(eX + 2V + 37 4+ O(e?)) (2)

Nun untersuchen wir unseren Ansatz mithilfe der Reihendefinition bis zur dritten Ordnung in €. Wir erhalten:
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Der rechte Teil unseres Ansatzes liefert:

exp(eX + %Y + 32+ 0(e?) = Z (EX + %Y + 37 4+ O(eh))k
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Ein Koeffizientenvergleich ergibt in der ersten Ordnung von ¢ fiir X:
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In der Ordnung e? erhalten wir fiir Y:
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Die dritte Ordnung &® liefert schlieRlich zu Z:
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Die beiden Terme 6XY und 6Y X lassen sich mit dem Antikommutator zu G[X, Y]+ zusammenfassen und weiter
umformen:

20X, V], = [A + B, [A,B]L — A[A,B]+[A,B)JA+ BIA, B + |A, BB = [A2, B] + [A, BY

Eingesetzt ergibt sich Z:
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2B+ 6AB* — 2B2A — 2[A, B|, (A + B) — 3|42, B] - 3[A, B?])
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2B+ 3BA%+3AB% 4+ B%A — 2|A, ]+(A+B))
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Zusammenfassend gilt:

exp(eA) exp(eB) = exp(eX + %Y + &2 + O(*))

mit
X = A+B
P o
7 = —([AAB)+[B.5.4])




