
Übungen zum Standardmodell der Teil
henphysik5. Freier PropagatorEin freies, ni
ht-relativistis
hes, quantenme
hanis
hes Teil
hen der Masse m bewege si
h im 3-dimensio-nalen Raum. Bere
hnen Sie die Übergangsamplitude vom Punkt ~x zur Zeit t = 0 zum Punkt ~x′ zurZeit t = T mit dem Pfadintegral-Formalismus.Verglei
hen Sie das Resultat mit dem Fall, bei wel
hem nur der klassis
he Pfad berü
ksi
htigt wird.LösungDie Übergangsamplitude na
h dem Pfadintegralformalismus ist (gemäÿ Vorlesung) wie folgt de�niert:
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]) (1)Für ein freies Teil
hen ist das Potential V (~xi) = 0. Das Funktionalintegral ∫ Dx ist de�niert als:
∫

Dx = lim
∆→0

(

m

2πih̄∆

)
d

2
N ∫

ddx1 ddx2 . . . ddxN−1 (2)In unserem Beispiel ist d = 3. Wir zerlegen den Pfad von ~x = ~x0 na
h ~x′ = ~xN in N Teilstü
ke. ImLimes betra
hten wir den Übergang ∆ → 0. Mit tN − t0 = T = N · ∆ ergibt si
h natürli
h au
h
N → ∞. Damit gilt es zu lösen:
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) (3)Das eine ∆ im Exponenten können wir vor die Summe ziehen. Die verbleibenden Faktoren vor derSumme fassen wir zusammen:
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2∆O�ensi
htli
h ist ℜe(C) = 0. Bei den N Integrationen sind jeweils nur einige Terme der Summationim Exponenten der Exponentialfunktion zu berü
ksi
htigen. Für die erste Integration ∫ d3x1 su
henwir daher die Lösung von
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2
)An dieser Stelle mö
hten wir als mathematis
hen Eins
hub die allgemeine Lösung einer Formel dieserStruktur einfügen. Sie gilt unter der Bedingung ℜe(α) ≤ 0 und ℜe(β) ≤ 0.
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] (4)Die Bedingung ist o�enbar erfüllt. Damit läÿt si
h die erste Integration ausführen:
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Au
h die nä
hste Integration mö
hten wir no
h explizit ausführen:
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] (6)Der Verglei
h von (6) mit (5) liefert den rekursiven Charakter aller N − 1 Integrationen. Das Gesamt-integral ergibt somit:
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] (7)Dieses Ergebnis können wir nun in (3) einsetzen:
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]Nun setzen wir wieder die De�nition von C = i

h̄

m

2∆ ein. Mit T = ∆N entfällt au
h die Limesbildung.Au
h ersetzen wir ~xN = ~x′ sowie ~x0 = ~x und erhalten als Endergebnis:
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he Betra
htung liefert die Wirkung:
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TDer Pfadintegralformalismus liefert also exakt das glei
he Ergebnis wie die klassis
he Betra
htung.2



Es gibt no
h einen alternativen Lösungsweg, der weitaus kürzer (und eleganter) ist:
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