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0 Der Weg zur Quantenmechanik

0.1 Grenzen der klassischen Physik; Quantenhypothese

Teilchen Elektromagnetische Strahlung

Teilchendynamik (Newton) Wellendynamik (Maxwell)
Ort, Impuls Feldgrofie

= deterministische Darstellung

Ab 1900: atomare und subatomare Teilchen und deren Wechselwirkungen kénnen nicht im Rahmen
der klassischen Physik beschrieben werden.

A) Teilchencharakter der elektromagnetischen Strahlung

Elektromagnetische Strahlung wird in Quanten (Photonen) absorbiert und emittiert.

a) Spektrale Energiedichte (Energie pro Volumen- und Frequenzeinheit) der Hohlraumstrahlung
(U - innere Energie)

a1 dU au
— = Ty=V"'1— T)dw = w, (T)dv = V!
= 5 D w(w,T)=V 0 w(w, T)dw = w,(T)dv =V~ dU
klassisch:
e Rayleigh-Jeans-Gesetz:
2
w(w, T) <,<2) kT (kp: Boltzmann-Konstante) (0.1)
m2c
/ u(w)dw = oo Ultraviolettkatastrophe

e Wien (empirisch): Wien’sches Strahlungsgesetz:

w(w, T) ~ Aw® exp (—%) (w — o) (0.2)

quantentheoretisch:

e Planck(1900): Interpolationsformel mit Planck’schem Wirkungsquantum A (universell)

2 hw h
ww,T) = — - = - =1.0546- 10 erg - s (0.3)
m2e3 exp(kB—""T) -1 2T




0 Der Weg zur Quantenmechanik

o,

Metall

Abbildung 0.1: Photoelektrischer Effekt

Ableitung durch Quantenhypothese, dass Energie von Wandatomen (— Oszillatoren) nur
in ganzzahligen Vielfachen von fuw an die Strahlung abgegeben (und absorbiert) wird.

9
w
u(w,T) = 3 Z_: nhwP(nhw)
n=0 mittlere Oszillatorenergie
nhw
exp(— &
P(nhw) = Oo(—kBT) Boltzmannverteilung (0.4)
mhw
mZ::O exp(— %)

b) Photoelektrischer Effekt

Licht kann Elektronen aus Metalloberfliche herauslosen (siche Abb. 0.1). Maximale Energie
der Elektronen:

1
FErax = §mv2 =hw-—-W mit W: Austrittsarbeit
Frax ~ Frequenz

= Widerspruch zu klassischer Wellentheorie (Energie ~ Intensitit). Zahl der freigesetzten
Elektronen: N, ~ intensitit des Lichts

= Lichtquantenhypothese (Einstein 1905, Nobelpreis fiir Physik fiir 1921)

F=hv| w=2mv

= i h=
or h=

6.62-107%4 Js
1.054-1027 erg-sec

universell
2T
w=kc k= ~ Wellenzahl
Andererseits:

E =pc  Energie (Relativititstheorie: E = ¢y/m?2c? + p? m=0 pe)

=

Vergleich: p=hk bzw | p'=hk

(7' || ) Impuls

Zuordnung von Teilchengréfien Energie, Impuls! Hohlraumstrahlung = Photonengas
¢) Compton-Effekt

Streuung von Elektron und Photon (siehe Abb. 0.2). Erhaltung des Gesamt-Viererimpulses

= (Ep_/,c) =h (lg) etc. (p% =0)



0.1 Grenzen der klassischen Physik; Quantenhypothese

Abbildung 0.2: Compton-Effekt

N — X =27Ac(1 — cosb)

h
Ac = Comptonwellenlénge
Mmec
Ac =3.86-10"m des Elektrons (me = 0.91-107%" g)

B) Wellencharakter der Ausbreitungseigenschaften atomarer Teilchen

de-Broglie-Hypothese 1924
Materiewellen:

Vermutung: Teilchenstrahlen zeigen Welleneigenschaften mit de-Broglie-Relationen:

— Wellenzahlvektor E, Frequenz w zugeordnet.

Experimentelle Bestétigung durch die Beugung und Interferenz von Elektronenstrahlen an Kristallen
(Davisson, Germer 1927); analog zu Rontgen-Interferenzen (von Laue 1912)

C) Quantisierung des Drehimpulses

Bohr’sches Atommodell 1913

Postulate:

1) Atomelektron bewegt sich auf Kreisbahn mit quantisiertem Drehimpuls L = merv = nh ([L] =

[h])
2) elektromagnetische Strahlung bei Ubergang in eine andere Bahn; w = E;EJ
Berechnung von Radius r, Geschwindigkeit v und Energie E:
7 2 2
Kriftegleichgewicht: —2 - (0.5)
NN
Coulombkraft Fliehkraft
L =mrv=nh (0.6)
nh
= v=—
mr



0 Der Weg zur Quantenmechanik

Quadriere (0.6) und dividiere durch (0.5):

1
= — \en?
T o cn
(Za)e- +
v=(La)c- —
n
Weiter:
Ze?
Epot - -
Ekin - 2
Ze?
EF=F Fyin=——7 =
pot"’ k 90

1 1
E, = —§(Za)2mcgﬁ

me? = 0.51 MeV

" he 137
n=17=1 FE1=-13.6eV

me? (03) 1 Z¢*
T2y
muv

2

2

Energie ist ,,quantisiert (0.7)

Feinstrukturkonstante

Grundzustand



| Wellenfunktion und Schrédingergleichung

1.1 Das Doppelspaltexperiment und die Wellenfunktion

Wir wollen nun drei Gedankenexperimente diskutieren (siehe Abb. 1.1):

a) Q sendet klassische Teilchen (Kugeln, Schrotkorner, ... ) aus.

1) S &S i ffen fiir At
D zeigt identisches Bild fiir ) S 2 sememsati oo .
2) Erst nur S, dann nur Sy offen fiir je At

= Gesamtintensitit: (fur beide Félle)
19 (a,y) = 117 (,9) + BV ()

Klassisch selbstverstéindliches Resultat! Einschlag einzelner Teilchen messbar.

b) Q sendet elektromagnetische Wellen (Licht, Rontgen, ... ) aus. D zeigt unterschiedliche Bilder

fir
1) S; & Sy gemeinsam offen fiir At
2) Erst nur Sy, dann nur Ss offen fiir je At
Resultat:
b b b
1) 1V(z,y) = I{” (2, y) + I (2, 9) + 113 (2,9) (L1)
b b
2) 1O(@,y) = 17 (@,y) + I (2,9) (L.2)

I{g) (z,y): Interferenzterm

Begriindung:
I~|E? mit E elektrischer Feldstirke (1.3)
und  |E) + Bof? = |E1|* + |Eo* + 2(Re E Eb) (L.4)
22 72 y
7é ‘E1| -+ |E2| Interferenzterm (15)
¢) Q sendet quantenmechanische Teilchen (Elektronen, ... ) aus.

Die Teilchen werden einzeln in D detektiert, genau wie klassische Teilchen. Der Ankunftsort
ist zufillig und nicht vorhersagbar! D zeigt unterschiedliche Bilder fiir

1) Sy & Sy gemeinsam offen fiir At
2) Erst nur S, dann nur Ss offen fiir je At



I Wellenfunktion und Schrédingergleichung

S D

Abbildung I.1: Schematischer Aufbau des Doppelspaltexperiments

Q: Quelle emittiert Materieteilchen, elektromagnetische Wellen, quantenmechanische Teilchen
S: Undurchléssiger Schirm

Sy, So:  Spalte, verschliebar

D: Detektorschirm. Nachweis der Teilchen bzw. Wellen auf Fotoplatte

Resultat: Analog zu elektromagnetischer Welle:

1) 19z, ) = I (x,9) + I (2, y) + 1[5 (. 9) (L.6)
2) 19, y) = 17 (2, y) + 17 (2,y) (L.7)

I 1(2) (z,y): Interferenzterm

Elektronen interferieren! Teilchen haben auch Wellencharakter! Wir erhalten ein identisches
Ergebnis fiir Photonen.

Welle-Teilchen-Dualitat

Man spricht aufgrund dieser Dualitéit auch von Materiewellen.

Die Wellenfunktion Das Doppelspaltexperiment legt nahe:

1) Zufilligkeit im Verhalten des Elementarteilchens: Lediglich die Wahrscheinlichkeit des Auf-
treffens eines Elektrons auf D kann angegeben werden. Diese ist proportional zu I(z,y).

2) Einfiihrung einer Grofe, die der Amplitude E im elektromagnetischen Fall b) entspricht:

,, Wellenfunktion® oder ,, Wahrscheinlichkeitsamplitude*
P(Z,t) € C

Zuordnung: Materiewellen <> Wahrscheinlichkeitswellen

Hypothese: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Quantenteilchens (Elektron, ... ) am Ort & zur
Zeit t im Volumenelement d®z lautet



1.2 Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen

[(Z, 1) Pd3a

Wahrscheinlichkeitsdichte oder -verteilung:

o [Erklirung des Interferenzphinomens von quantenmechanischen Teilchen im Fall c):
Von S; und Sy gehen Materiewellen der Wahrscheinlichkeitsamplitude 1 (Z,t) bzw. o (Z,t)
aus.

1) Bei einem geoffneten Spalt ergeben sich die Wahrscheinlichkeitsamplituden p;(Z,t) =
|11 (Z,1)]? bzw. pa(F,t) = |p2(&,t)|? auf D, die dort nachgewiesen werden.

2) Bei zwei gedfineten Spalten gilt das Superpositionsprinzip fir die Wellenfunktion:

(@) = (7, 1) + a(7,1) (1.8)

= Interferenz in der Wahrscheinlichkeitsamplitude

=[] + [¥2]? + 2Re(¢11h2) (I.10)

Fiihrt zu der gemessenen Intensitdtsverteilung!

Bemerkungen:

i) Elektronen sind Teilchen und Wellen zugleich. Lokalisierte Einschlige einzelner Elektro-
nen konnen gezéhlt werden.

ii) p(Z,t) entsteht nicht durch Interferenz vieler gleichzeitig einfallender Elektronen! Inter-
ferenzbild baut sich bei geringer Intensitédt der Quelle langsam auf.

= Wellenfunktion ¥(Z,t) ist Eigenschaft jedes einzelnen Quantenteilchens und beschreibt
den Zustand des Quantenteilchens.

e Messgrifle: p(Z,t) € R Wahrscheinlichkeitsdichte
e Wellenfunktion (%, t) € C ist nicht direkt messbar, legt jedoch p(Z,t) unmittelbar fest.

Aber: (Z,t) und e (Z,t) (a € R) besitzen identisches p(Z, ).
., Freie Phasenwahl*

1.2 Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen

Nun: Aufstellen einer Theorie, die die Wellenfunktion ¢ (&, t) festlegt.
—  Schriodingergleichung

Aber: Schrodingergleichung lédsst sich nicht aus ersten Prinzipien ableiten, sie hat einen axiomati-
schen Charakter.



I Wellenfunktion und Schrédingergleichung

rel. QM = 00 QM h—0 klassische
= QFT > > | Mechanik

g ~, relativist. > *
klassische
Mechanik

Abbildung I.2: Beziehungen zwischen fundamentalen physikalischen Theorien

— 1%

/
\._ \
NN

Abbildung 1.3: Teilchen in Kiste mit Volumen V

Denn: Die Quantenmechanik ist fundamentaler als die klassische Mechanik. Die klassische Me-
chanik muss sich als Grenzfall der Quantenmechanik fiir makroskopische Objekte ergeben:
(Abb. 1.2)

Gesucht: Bewegungsgleichung (Differentialgleichung) fiir Wellenfunktion (&, t)
Anforderungen aus experimentellen Befunden:
i) Superpositionsprinzip = Differentialgleichung fiir ¢)(Z,t) muss linear in ¢ sein.

i) ¥(Z,0) bekannt = (&, t) Vt.
= Differentialgleichung muss 1. Ordnung in t sein.

iii) Wahrscheinlichkeitserhaltung: Teilchen ist mit Sicherheit (Wahrscheinlichkeit 1) irgendwo in
V (Abb. 1.3).

/d% lW(E, )2 =1 | Wt (I.11)

v

Wobei V' das dem quantenmechanischen System zur Verfiigung stehende Volumen bezeichnet.
Dies schrinkt mogliche ¢(&,t) ein.

iv) Aus Elektronenbeugungsexperimenten: Freie ebene Wellen sollen Lésungen der Differential-
gleichung sein:

k= ?/n

Y@ 1) = c e FT =By (1.12)
_
2m



1.3 Das Zerfliefen von Wellenpaketen

Nun ist:
P’ F
Op(Z,t) = —iwy(,t) = — mﬂ)(fa t) = *Zh%wf, t)
_ih =y
h2
= | ihOp(E 1) = — o V(1) (1.13)

Schrodingergleichung des freien Teilchens

,Frei“ heiffit: Ohne Einfluss duflerer Kréifte.

1.3 Das ZerflieBen von Wellenpaketen

EBENE WELLEN ¢g(Z,t) = ¢ exp [%(;5’ z— ﬁ—m )] haben rdaumlich und zeitlich homogene Wahrschein-
lichkeitsdichte

p(Z,t) = |[Ye(Z,t)|* = ¢* = const. (1.14)
Sei z.B. ein Teilchen in einer makroskopischen Kiste vom Volumen V eingeschlossen, dann gilt
[y @zl =1 = ¢=1/vvV. Dh. ebene Welle yp beschreibt ein mazimal unlokalisiertes Teil-

chen! Lokalisierte Zustéinde, d.h. solche mit rdumlichem Profil, erhélt man durch Superposition ebe-
ner Wellen:

0@ = [ ol pes 17— L) (115)

2m

»3-D Wellenpaket“ mit Profilfunktion ¢(p).

o Ist ¢, (&,t) Losung der freien Schrédingergleichung (I1.13)?

) h2 . . d3p ﬁ2 1 (ﬁifﬁt)

GauB’sches Wellenpaket (1D)

Sei Ya(x,t) = /%(p(p) - exp {ﬁ (px - Qﬁ’itﬂ (1.17)
mit ¢(p) = A-exp { Zz (p —po) } (1.18)

Integration (Ubung):

(z,1) A/—e p{ (p—po)2+%(pm—%t)} (1.19)
=5 / dp exp p — 9) + % — c} (1.20)




I Wellenfunktion und Schrédingergleichung

P A
~ h/d
Po P
Abbildung I.4: (1.18) beschreibt Wellenpaket mit Impulsverteilung um po: p =~ [pg — %, po + %]
t=20 t=1 t =1t
/\ \ ;
’Utg \
V2d V2dV1+ A2
Abbildung 1.5: Zerflielen eines Gauf’schen Wellenpakets im Ortsraum
2,2
mit a—gz—i—zzmh , b:dp“—&—zzﬁ , c:dhgo
A {bz }
N v 1.21
Ve, ) == 5oy [ Tep | (121)
e Normierung: Teilchen ist mit Wahrscheinlichkeit 1 irgendwo in z € [—o0, o0
12 /d e (z, 82 = AP d {QR (b2 )} (1.22)
= X — - .
z |Ya(z, o | | x exp e c
b? (v — vt)?
2 (— —C)=————%—"~ 1.2
Re( —c) 2@(L+ A()?) (1:23)
mit v = L2, A(t) =t
Somit A= (8rd?)"* (1.24)
(a2 N (125)
€L, = Xp | — .
N N N R A EINGE)
p(x,t) = |g|? ist ebenfalls GauB-Verteilung im Ortsraum. Das Maximum bewegt sich wie klassi-

sches, freies Teilchen. A(t) wéchst linear in ¢ und fithrt zum Zerfliefen des Wellenpakets (Abbil-

dung 1.5). GroBlenordnung der Zeit, in der sich die Breite verdoppelt:

md?
T~ —

h

Seim=m,,d=10%cm = 71~10"105

10

(1.26)



1.4 Die Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum

o Ortsmittelwert des Gauj$’schen Wellenpakets

o0

() = / da [ (z, 1) -« (1.27)
= / dx [ (x, )| - (x — vt) + / dz g (z,t)|* - vt (1.28)
:;t i (1.29)

o Schwankungsquadrat des Ortes:

B = (@ @)P) = [ delilzf - (@ - (1.30)
=d*(1+ A(t)?) _ (1.31)
Da / dze " = —% dze " = —% g (1.32)

17 ( 71') 1
= - VT _ (/1) ~— I.
2 o’ a/ 2a (1:33)
= Ax =dy/1+ A(t)? Ortsunschérfe

(x) = vt Ortsmittelwert

(1.34)

1.4 Die Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum

o Ziel: Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Impulsmessungen

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ein Teilchen am Ort & im Volumenelement d®z zu finden ist
p(1) d*x = | (3, )2 dPa

e Analogie: | W(p,t)d®p | beschreibt die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen mit Impuls 7 in d®p zu

messen.

e Normierung: [d*p W (p,t) = 1.

Frage: WIE ERHALTEN WIR W (p,t)?

° Betrachten Fourier-Transformierte der Ortswellenfunktion mit Profilfunktion ¢(p,t):
d3p i
T,t) = | —==p[@,t)er?” 1.35
0@t = [ G el e (1)

11



I Wellenfunktion und Schrédingergleichung

Dann ist

1:/fﬂwﬁm2

3 / L
/d3 /27rh /gdm) e PP (5 )" (5, 1)
—/@i,f)g /dgp’5(3)(ﬁfﬁ')sa(ﬁ,t)w*(ﬁ’,t)
d3
:/(2 PE lo(p, 1)

In (I.37) nutzen wir /d?’x exp {%(ﬁ—ﬁ’) : x} (27h)%63) (5 — p”)

3
» | [@ew@or = [ G leEor | =1

Dies legt fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum die Definition nahe:
Definition I.4.1 (Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum).

W) = (o 1)

o(p,t) ist dann die Impulswellenfunktion = Wahrscheinlichkeitsamplitude im Impulsraum.

Beispiele:

i) EBENE WELLE:

ﬁ2

= po (B, 1) = (275)* C 6 (7 — py)e # o mit Fj, = 2m

(1.36)
(1.37)
(1.38)

(1.39)

(.40)

(L.41)

(1.42)

(L43)

(L.44)

(1.45)

(P, t) ist nur fiir 7 = Py von Null verschieden. < Ebene Welle definiert einen scharfen Impuls-

zustand. Der Impuls ist maximal lokalisiert, der Ort vollig delokalisiert!

ii) GAUSS’SCHES WELLENPAKET: (Aus 1.3, = 1-D)
p(p) = A exp(—(p — po)>%/n?)
d 2
= Wi(p,t) = %h f exp(—2(p — po)*4’/n?)
o Impulsmittelwert:

:/de(pJ)p: /de(p,t) - (p—po)+/de(p,t)po

=py vV

12
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L.5 Nichtvernachléssigbarkeit des Messprozesses

o

i
<

Abbildung I.6: Impulsiibertrag Photon — Mars ist vernachléssigbar.

e Impulsunschdrfe:

B2
(Ap)?* =((p—®)?*) = /dp W(p,t)- (p—po)* = (ﬁ> v (L50)
Somit zusammen mit Ortsunschérfe aus (I1.4):
_ 7} 2\1/2
Az - Ap = 5 (1+A(t)%) (L51)

Dies ist ein Spezialfall der Heisenberg’schen Unschérferelation

Az - Ap > (1.52)

N S

(I.51) ist kein fundamentales Ergebnis, sondern hier eine Eigenschaft der speziellen Gaufi’schen
Wellenfunktion. Die allgemeine Herleitung von (1.52) folgt spéter.

1.5 Nichtvernachldssigbarkeit des Messprozesses

Die Feststellung des Zustands eines physikalischen Systems erfordert eine Messung.

e Klassische Physik: (Makrokosmos) Der Einfluss der Messapparatur auf den Zustand des Systems
kann vernachléssigt werden.

Beispiel: Positionsbestimmung eines Planeten (Abb. 1.6)

e Quantenphysik: (Mikrokosmos) Eine Messung beeinflusst den Zustand des Systems mafigeblich,
es ist prinzipiell unmoglich vom Messprozess zu abstrahieren.

Konsequenz: Zwei verschiedene physikalische Grofien (, Observablen®) kénnen im Allgemeinen
nicht mit beliebiger Prézision simultan gemessen werden!

Beispiel: Optische Positionsbestimmung eines Elektrons: Der Impulsiibertrag vom Photon auf
das Elektron kann nicht vernachléssigt werden.

1.6 Der Impuls im Ortsraum

Den Mittelwert des Impulses erhalten wir aus der Impulswellenfunktion ¢(p, t):

3
0 = [ e ¢ B0 (153)

13



I Wellenfunktion und Schrédingergleichung

Frage: Lisst sich (p) auch im Ortsraum berechnen?

p(F.t) = / P (@ 1) e 7P

somit
d’p 3.0 Apd k=t N = | g3 —iFE
(@:/W/dxeﬁp Y (:mt)p/dxe rPTah(Z, 1)
:/ e HW‘W (T, 1)
:I/d‘3x 67%5;’?611/)(5, t)
53 (F—3")
D.h.

0 = [ 20 @090

| >

Somit D — v

~

,Impulsoperator im Ortsraum*

(L54)

(L55)

(1.56)

(L57)

(L58)

In der Quantenmechanik werden physikalische Grofien (,,Observablen®) durch Operatoren dargestellt.

Diese sollen nun eingehender studiert werden.

.7 Operatoren und Skalarprodukt

Operatoren wirken auf Wellenfunktionen. Diese sollen aus physikalischem Grund normierbar sein,

im Sinne von

/d3:13 Y(@)* () =1 — ,Quadratintegrable Funktionen“ oder L?-Funktionen

Definition 1.7.1 (Operator). Ein Operator A bildet o € L? auf (Ay) € L? ab.

Ap(Z) = o(T) € L?

Beispiele:
V) A=+ 2y () Av=Vy
(2) Ay=e'y? (4) Ayp= V3
Wir schreiben Operatoren mit ,, ~ ¢ (Dach), lassen dies spiiter jedoch hiufig auch weg.

14
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1.7 Operatoren und Skalarprodukt

Definition 1.7.2 (Linearer Operator). Ein linearer Operator erfiillt mit A -1 = 1, A - 1Py = @2

Alerty + catb2) = c11 + cappa (1.62)

wobei c¢1,co € C und 91,92, p1, 92 € L2,

(1) und (2) sind nicht linear, (3) und (4) sind linear (I.61).
Beispiele linearer Operatoren:

R
axl’ V7v’

) f(fv t)v X (163)
——
als Multiplikator

Sl

e lineare Operatoren erfiillen Relationen, die wieder auf lineare Operatoren fithren:

— Multiplikation mit Zahl ¢ € C: cA ist linearer Operator.

(cAyp = c(A)y (1.64)

— Summe zweier Operatoren A + B: (A + B)y := Ay + By

—

— Produkt zweier Operatoren A - B: (AB)i) := (/1(31/}))
e Einheitsoperator: 1 = 9
e Nulloperator: 0¥ =0

Es gilt 1A=Al=A 0-A=A4-0=0 (1.65)

e Im Allgemeinen ist das Produkt von Operatoren nicht kommutativ!
ABy + BAy (1.66)

Definition 1.7.3 (Kommutator zweier linearer Operatoren). Fiir A, B lineare Operatoren ist

[A,B]:= AB — BA (1.67)

definiert.
Hierbei ist [A, B] wiederum als Operator zu verstehen, d.h. es wirkt auf L2-Funktionen nach rechts.
Beispiele:
i)
{xi, ;;} Y= (%81 - ai%) Y= xiaijib — 039 — xiaijw (168)
= —0;;9

(1.68) gilt fiir beliebige L2-Funktionen v, deshalb gilt sogar auf Operatorebene

e 2] =5, o

15



I Wellenfunktion und Schrédingergleichung

ii)
: ﬂ} 2 <i ) 9
1@ g | v = 1= (5 f) v =
__(29 )
B <8£Cj ¢
= U@ = I
’ 8a:j
iii)
[zi,z;] =0 (Reelle Zahlen sind vertauschbar.)
iv)
o 0 . 2 . .
,=| =0 (Ableitungen von L“-Funktionen kommutieren.)
Ozx;’ 0z

Grundlegende Kommutatoren von Orts- und Impulsoperatoren:

[l’i7l'j] = O s E@l, ?84 = 0

2

Bzw. mit der Interpretation (I1.58)

(23, %;] = [Pi,Ps] =0

[{Ei,ﬁj] = ihéij

Kanonische Kommutatorrelationen

(L.70)

(L71)

(L72)

(L.73)

(1.74)

Definition 1.7.4 (Skalarprodukt). Das Skalarprodukt zweier Wellenfunktionen ¢ und ¢ in L? ist

durch

(. 9) == / Pz o* (@)P(F)

definiert.

Eigenschaften:

(0, 9)" = (4, )
Linearitét: (¢, c191 + cath2) = c1(p, 1) + ca(p, ¥2)
Antilinearitét: (c1¢1 + ca2, ¥) = ¢ (1, 9) + (w2, )
Es gilt (p, ) >0
und (p, ) =0 ¢ =0

Operatoren im Skalarprodukt:

(0. Av) = [ (@) du(@)

16
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1.7 Operatoren und Skalarprodukt

Definition 1.7.5 (Adjungierter Operator). A heiBt zu A adjungierter Operator. AT ist definiert
durch:

(AT, ) = (¢, Ay) (1.82)

/ Bx(Afp)y = / Pr ot A Y, € L? (1.83)

Beispiel: (V) (1.84)
da (6, 94) = / PapTo = [Tty (1.85)

_ / P (—V o)y (1.86)

Definition 1.7.6 (Hermitescher Operator). Erfiillt ein Operator At = A so heif3t er ,selbstadjun-
giert* oder hermitesch.

(A, ¥) = (¢, Ay) (1.87)

Bemerkung;::
Hermitesche Operatoren spielen in der Physik eine herausragende Rolle: Alle physikalischen
Groflen werden durch hermitesche Operatoren dargestellt.

2\ -
Beispiel: (EV> = EV =p (1.88)
i
FEigenschaften:
i) Aus (1.82) folgt
(AB)t = BT AT (1.89)
Beweis: (i, ABY) = (AT, By) = (B'ATp, v) = ((AB)', )

i)
[AB,C] = A[B,C] +[A,C]B (1.90)
Beweis: [AB,C] = ABC — CAB = ABC — ACB + ACB — CAB
= A(BC — CB) + (AC — CA)B = A[B,C] + [A,C]B
iii)

)

Beweis: ([4, B])' = (4B) — (BA)! = B1AT — Bt — —[4f, BT

(14, B)" = —[f, BY] (L.91)

Baker-Campbell-Hausdorff Identitit (wichtig!)

ABe~A = B+[A,B] + LA A A B+ (1.92)

1
[AAB]+ 5

2!
(— Ubung)

17



I Wellenfunktion und Schrédingergleichung

Insbesondere gilt fiir den Fall, dass [A4, B] mit A und B kommutiert:

eAeB = eBeAeld Bl 1.93

eATB = eAeBe P2 (1.94)

(— Ubung)

1.8 Schrodinger-Gleichung fiir Teilchen im Potential

e Wir hatten gesehen: () = (1, —ihV1))
Weiterhin gilt fiir ebene, freie Wellen:

Y(&,t) = C exp[i(p"-T—E1)/4] (1.95)
—ihVy =" -4 (1.96)
i) = E -1 (1.97)

e Dies legt das Korrespondenzprinzip nahe:

ImpULS: P — —ihV
(1.98)

ENERGIE: FE — z’hﬁ
ot

Den klassischen physikalischen Grofien sind Operatoren zugeordnet.

e Lassen sich klassische Beziehungen mittels dieses Korrespondenzprinzips quantenmechanischen
Relationen zuordnen? Sicherlich nicht ganz, da

=2 2
_r L0 _ (i) 52 9
B=2- = ihg=—(5- )V ¢ (1.99)

als Operatoridentitét im Allgemeinen nicht wahr ist. Diese Gleichung gilt aber in Anwendung
auf Wellenfunktionen eines freien Teilchens:

9 R,

— SCHRODINGERGLEICHUNG FUR FREIE TEILCHEN

Anwendung des Korrespondenzprinzips auf Teilchen im Potential V (Z):
=2

KLASSISCH: E= 57n + V(@) (I.101)

JVKorrespondenzprinzip: P——ihV , E—iho,

2
QUANTENMECHANISCH: ih%w(f, t) = (—271—62 + V(:E')) W(Z,1) (I.102)
m

Postulat: SCHRODINGERGLG. EINES TEILCHENS IM POTENTIAL

18



1.9 Das Ehrenfest’sche Theorem

Beschreibt die Dynamik der Zustandsfunktion ¢(Z,t). Kompakt geschrieben:

. h? -
eHAMILTONOPERATOR: H = —2—V2 +V(Z) (1.103)
m
¢SCHRODINGERGLG.: ihO(Z,t) = Hip(T,1) (1.104)

(Vorldufige) Postulate der Quantentheorie

1.) Der Zustand eines Systems wird durch die Wellenfunktion (%,t) beschrieben. |¢(%,t)|?> d3z
ist die Wahrscheinlichkeit das Teilchen zum Zeitpunkt ¢, am Ort Z im Volumenelement d>z
anzutreffen.

2.) Messgrofien (Obseryalqlel}) der klassischen Physik entsprechen in der Quantentheorie hermite-
schen Operatoren A, B,C, ...

3.) Mittelwerte der Operatoren sind im Zustand (%, t) des Systems durch

(A) = (v, Ay) = / APz ™ (2, 1) Ap(E, 1) (1.105)

gegeben.

4.) Die Zeitentwicklung der Zusténde wird durch die Schrédingerglg. beschrieben:

2
ihOup(Z,t) = Hy(Z,t)  mit H = _Q’me + V(&) (1.104, 1.103)

Bemerkungen::

i) Wir werden sehen, warum Observablen stets hermitesche Observablen sein miissen.

ii) Die Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum [#(#0)*/(2xr)* folgt aus (2) und (3) —
Spéter.

1.9 Das Ehrenfest’sche Theorem

Ziel: Klassischer Grenzfall der Quantenmechanik

e Schrodingerglg.: ih%?/} = Hy (I.104)
e Komplex konjugierte Glg.: fih%d}* = Hy* (1.106)

e Mittelwert eines beliebigen linearen Operators:

(A) = / APz ™ (Z,1) A(E, 1) (1.107)

19



I Wellenfunktion und Schrédingergleichung

Ein Operator A hingt im Allgemeinen von &, V und ¢ ab: A = A(Z, v, t). Zeitentwicklung von

(A4):
S0 = [ (dr a0+ 0 S0+ i)
_ 3 3 * )% ok 3 *%
= h/d o (H** A — " AHY) +/d Rt (1.108)
(1.102)

Intermezzo: Hermitizitat des Hamiltonoperators
H= 7%62 +V(@  HY=7 (1.109)
i) kinetischer Term:
¥, _%ﬁzw) - /dgm/’* <_%62> Y\ Wellenfunktion
2 \) verschwindet im
] A g e

Unendlichen
2 *
:/d% (—h—v‘w) ”
2m

B2 -
= (~u.0)
2m
B2 Zo\! -

—

Folgt auch aus bekannter Relation (V)T = —V:
() = (@) (@) = (=% O L111)

ii) Potentialterm: (V(a’c’))Jr = V(%)
Da V(&) nur vom Ort abhéngt und ()" = 7

(L.112)
=WVe,p) O
Somit: H =H (1.113)
Zuriick zur (A):
[ #atre av = (1v.40) = (0. 140) (L114)
Angewandt auf (I.108) ergibt sich:
d i 0A
d i 0A
%<A> = ﬁ<[H, Ay + <§> (I.115)

EHRENFEST-THEOREM
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1.9 Das Ehrenfest’sche Theorem

Vergleich mit der klassischen Mechanik
Die Bewegungsgleichungen der generalisierten Orts- ¢; und Impuls- p; Koordinaten im Hamiltonfor-
malismus lauten:

It = (H )+ (1116

Fiir beliebige Phasenraumfunktion f(p,q,t).

Poisson-Klammern: {9, f} = (g—g g—f - aa—g g—f) (1.117)
Di O%; L Opi

Die Analogie der klassischen Bewegungsgleichungen (1.116) zum Ehrenfest’schen Theorem (1.115) ist
offenkundig.

Berechnung der wichtigsten Kommutatoren

1
= Z — (pjlpj, x:] + [pj, zilp;)

=1 2m ?5,_/
h 1 i v]
- [.118
. (1.118)
3. p2
H,p;| = T z} Vv _,7 i
[H, pi] Lz::l oo bi| +[V (@), pi]
0
_in2 V(&) (1.119)
Anwendung von (1.104) auf z; und p;
L) =+ (H ) = () (1120)
dt K3 - h (2 - m pl .
d i < 0 _,>
—(p;)y = = {[H,pi]) = — [.121
G =5 (Hpd) == {5V @ (1.121)
Beziehungsweise mit Einfithrung der Kraft K = —ﬁV(:E)
d =
5P = (E(@) (1.122)
Somit quantenmechanisches Analogon der Newton’schen Bewegungsgleichungen:
d? ~
mﬁﬁt} = (K(Z)) (1.123)

DIE KLASSISCHEN GLEICHUNGEN GELTEN FUR DIE MITTELWERTE. , Fhrenfest’sches Theorem“

Nebenbemerkung:
Das bedeutet nicht, dass die M1tte1werte (Z) u

nd
gen geniigen, da im Allgemeinen (K K ) # [?( ) ist.

(p) selbst den klassischen Bewegungsgleichun-
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I Wellenfunktion und Schrédingergleichung

Bemerkung: <I?(f)> = _'( )) ist nur gult1g fiir lineare Funktionen K (%) < Das Potential darf
maximal quadratisch in & sein: V(&) = Vy + b7+ wz?. Ist dies als Néaherung giiltig? Wir entwickeln
dazu K (Z) um den Mittelwert (Z):

Ki(#) = K;((B)) + (x; — (2;)) Ki ; ((x))
+

(5 — () (xn — (o)) Ki j.x (D)) + - - (1.124)
Das heifit, die Niherung (K;(Z)) = K; ((Z)) ist giiltig, falls

(Az;)?K; ;5 ((7))
K ((7))

<1 (L.125)

wobei <(:1cj — (x;)) (x5 — <xk>)> = 0, (Axy,)? vorausgesetzt wurde.

Nebenbemerkungen:

i) Die Tatsache, dass (Z) fiir den harmonischen Oszillator der klassischen Bewegungsglei-
chung geniigt bedeutet nicht, dass quantenmechanische Effekte fiir den harmonischen
Ostzillator unwichtig sind.

ii) Physikalische Interpretation von (I.104): Quantenphénomene in Abweichung der klassi-
schen Dynamik werden sichtbar, wenn die charakteristische Lénge des Potentials kleiner
als die des Wellenpakets ist.

.10 Die Kontinuitatsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte

Die zeitliche Verdnderung der Wahrscheinlichkeitsdichte p(Z,t) = ¢*1 folgt aus (1.104) und (I1.106):

0 .
FEPE) =T+ YT = CHY )Y = 4" HY (1.126)
FHY" — £ Hy
Potentialterme fallen heraus.
8 = h 2 *vr2
5iP@ 1) = 5= (V) — ¢ V2] (1.127)

Definition 1.10.1 (Wahrscheinlichkeitsstromdichte).

7= o[V — (VY*)] (L128)
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I1.11 Mehrteilchensysteme

Es folgt die Kontinuitdtsgleichung

Oup(Z, 1) +Vj=0 (1.129)

Die Integralform folgt iiber den Gaufy’schen Integralsatz fiir ein Volumen V mit der Oberfliche O:
d 3 AT
& [ aap@n = [ af j@ (1130)
\4 ov

Fiir V = R? folgt so die zeitliche Konstanz der Norm:

2 / 0 (7, 1) = 0 (1.131)

R3

da fiir L2-Funktionen auch die Stromdichte ; im Unendlichen verschwindet.
Beweis:

i) Da ¢ € L? (quadratintegrabel) muss ¢ im Unendlichen stérker als va\%” abfallen.
ii) Es seien periodische Abhiingigkeiten von 1 (Z,t) fiir |z| — co von der Form e’ R
- 1
= lim |[V¢] < lim |[¢] < —= (1.132)
iii) Dann ist ‘ llim 7] < ﬁ und fiir eine Kugel mit Radius R gilt:
xT|—0o0
lim [ df -j< Jim /dQRZ——M) O (1.133)
V—>oc
.11 Mehrteilchensysteme
Der Zustand eines N-Teilchensystems wird durch die Mehrteilchenwellenfunktion ¢ (%1, Zs, . .., Zn,t)
beschrieben.
|w(f1;52a"'7vat)|2d3Nx (1134)
(I.134) entspricht der Wahrscheinlichkeit, das Teilchen Nummer 1 am Ort &1, das Teilchen Nummer
2 am Ort 2, ... jeweils im Volumenelement d®x anzutreffen. Die klassische Energie eines Mehrteil-
chensystems ist gegeben durch
-2
bi 3 Py -
E=— - t 1.135
le +2m2 + - 2m (.T1,$27 y TNy ) ( )
Die Schrodinger-Gleichung folgt aus dem Korrespondenzprinzip p; — —ihV;
h? - h? = -
RO (T, B, ..., TN, t) = |-—Vi— —V3—+- — — V7%
2m1 2m2 27nN
(1.136)
+V(flaj'2a"'7fN7t) 1/}(517527"'75N7t>

(I.136) zeigt insbesondere, dass ¢(Z,t) nicht als Massen dichte oder Ladungsdichte interpretiert
werden kann. Diese Groflen wiirden auch im Mehrteilchenfall Funktion einer Koordinate Z bleiben.
Hier sehen wir, dass jedes einzelne Teilchen Welleneigenschaft besitzt.
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I Wellenfunktion und Schrédingergleichung
.12 Stationadre Zustande

Falls H zeitunabhéngig ist, lédsst sich die Schrodinger-Gleichung mittels Produktansatz in zeitabhéngigen
und ortsabhéngigen Teil separieren:

Ansatz
Y(F,t) = f(t) - () (1.137)
1 . 1 .

Da 0;H = 0 ist, miissen sowohl die linke als auch die rechte Seite von (I.138) unabhéngig voneinander
konstant sein.

%ih O f(t) = E = counst. (1.139)
= ft)=C.e i (1.140)

Ortsabhingiger Teil
Hy(Z) = Eyp(T) (1.141)

ZEITUNABHANGIGE SCHRODINGER-GLEICHUNG

Bemerkungen:

i) Die Zustiinde (&, t) = e~ #Et4)(Z) heiBen stationiir, da zugehdrige Wahrscheinlichkeits-
dichten zeitunabhiingig sind: [1(Z,1)|? = |[¢(F)|? = p2 (T)

ii) Die konstante E ist als Energie zu interpretieren, da fiir stationiire Zustéinde gilt:
(H) = (¢, H) = E(),9)) = E (1.142)

iii) Die Normierungsbedingung (,1) = 1 wird die zuléssigen Energien E einschrinken.

.13 Eigenwertgleichungen

Die zeitunabhiingige Schrodinger-Gleichung (I1.141) ist eine Eigenwertgleichung. .
Definition I.13.1 (Eigenwertgleichung). ¥ heifit Eigenfunktion zum Operator A mit Figenwert a
falls

Ap = ar) (1.143)

,, FIGENWERTGLEICHUNG *

gilt.
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1.13 Eigenwertgleichungen

Dies ist vollig analog zum Eigenwertproblem in der linearen Algebra:
Theorem 1.13.1. FEigenwerte hermitescher Operatoren sind reell.

Beweis: (¥, 1/’% 143)(77/1 1))
= () = a (@ 0)
= 0=(a—a )w
>0
= a=a" t

Theorem 1.13.2. FEigenfunktionen hermitescher Operatoren zu verschiedenen Eigenwerten sind or-
thogonal.

Beweis: Sei A¢m = @mWPm, Al/’n = anPn
an(d}na ¢m) = (Awnawm) = (wnv A'l/)m) = am(wnvwm)
= 0= (an - am)(wny wm)
———
# 0 nach Voraussetzung
= (1/)n, wm) =0 O

Problem der Entartung: Es konnen aber mehrere Eigenfunktionen zu einem Eigenwert gehoren
(,Entartung®). R
A%w‘ = anmm- ’L = 1, ) (1144)

Man sagt: ,,a,, ist g-fach entartet.“ g nennt man den Entartungsgrad. Die entarteten Eigenfunktionen
sind im Allgemeinen nicht orthogonal zueinander:

(Ynisn,j) = cij #0 (1.145)

Hierbei ist ¢;; eine hermitesche g x g Matrix. Diese kann durch eine unitére Transformation U;; auf
Diagonalgestalt gebracht werden:

Z kcklUlj = (5”CJ (1.146)
Nun ist
ZUkz Ui ks Un 1)Ul (1.147)
Kl
= ( wn kUkz7Z¢nlUlj) (1148)
k
Das heifit die neuen Funktionen @, ; := >, ;U;; sind orthogonal zueinander! (— Basiswechsel)
J

Mit Normierung ¢, ; = &n,i(Pn.i gbn,i)fl/Q gilt:

(1.149)

‘ (@nisPn,j) = 0ij
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I Wellenfunktion und Schrédingergleichung

Orthogonalitdtsrelation: Eigenfunktionen v,, eines hermiteschen Operators kénnen stets so gewihlt
werden, dass die Orthogonalitétsrelation

gilt.

Vollsténdigkeitsrelation: Die 1, (Z) bilden eine Basis des Funktionenraums L?. Fiir die von uns
betrachteten Operatoren gilt die Vollstandigkeitsrelation

S0 (@ (@) = 6O (@ - &) (L151)

Nebenbemerkung:

Der mathematische Beweis fiir einen gegebenen Operator A = AT ist nicht trivial.

Das heift, die v, (Z) bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem des L2.

Entwickelbarkeit (Zerlegung) einer beliebigen Zustandsfunktion 1(z) nach den v,,(Z)
W(F) = / &P’ 63 (& — &) (T
=Y [ @ @)
=3 ([ e v @)

=Y Un(@) (s ) (L.152)
oder W(T) = chz/)n(f) (I.153)
mit Cn = (l/fn,w

(¢,¢) =1 und (L.150) implizieren 3" |¢,|? = 1.
n

Entwickeln nach stationdren Zustianden Orthogonalitdt und Vollsténdigkeit gelten insbesondere
fiir Eigenfunktionen des Hamiltonoperators:

Hy,, = By, (1.154)
Un (&, 1) = e~ 7 En 1y, (7) (I.155)

mit E,: Energieeigenwert, 1,,: Energieeigenfunktion

(1.156)
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1.13 Eigenwertgleichungen

Fiir gegebene Zustandsfunktionen zum Zeitpunkt ¢ = 0 folgt fiir alle spéteren Zeiten:
(T ) = cne” 7P, (1) (1.157)
mit ¢, = (¢n,¢(f,t = O))
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Il Eindimensionale Probleme

11.1 Der harmonische Oszillator

Die Quantentheorie des harmonischen Oszillators stellt das in der theoretischen Physik wichtigste

Modellsystem dar. Die Hamilton-Funktion des harmonischen Oszillators lautet

H—i—l-mWQ

= gcz
2m 2

Daraus folgt fiir die zeitunabhéngige Schrédinger-Gleichung:

2 d? mw?
-+
2m dx? 2

2| () = o)

Wir fithren nun die charakteristische Linge zog = \/% ein.

Algebraische Diagonalisierung von H

. wmx +1
Sei azip = af=

vV 2wmh vV 2wmh

h hwm
beziehungsweise x =1/ 5 w(a +a') D i1/ 5 (a—a")

a und a' werden als , Leiteroperatoren“ bezeichnet. Aus [z, p] folgt:

[a,a']=1 [a,a] =0=[al,al]

Mit zg geschrieben haben wir die Differentialoperatorschreibweise:

1(x+ d) t 1(:8 d)
a=—|—+z0— a'=—|——z9—
V2 \xg Odz V2 \xg Odx

H ausgedriickt durch Leiteroperatoren:

1
H= §M(aTa +aa’) = hw(ata + 1/2)

Definition I1.1.1 (Besetzungszahloperator).

f:=afa

(IL.1)

(I1.2)

(IL3)

(I1.4)

(IL5)

(I1.6)

(IL.7)
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II Eindimensionale Probleme

= H = hw(f + 1/2)

(IL8)

Somit wurde das Eigenwertproblem von H auf jenes von 7 iiberfiithrt. Dies wollen wir nun lésen.

Sei v, Eigenfunktion zu n mit Eigenwert v.

TA”JJV = V’L/}V

Die 1, seien normiert: (¢,,%,) = 1. Weiterhin gilt

v>0

da v = V(¢y7wv) = (wuvajrad}u) = (awmawv) = HMZJVHZ > 0.
Das heifit, niedrigster Eigenwert ist v = 0. Aus obigem Argument folgt

d
Aho=0 =  ahp=0 = (—+3)¢0:0
dr  xo

FEine auf 1 normierte Losung dieser Differentialgleichung lautet

vn(a) = () 26”3 (5)°

Dies ist die GRUNDZUSTANDSWELLENFUNKTION DES HARMONISCHEN OSZILLATORS:

Ho(z) = ho(0-+1/2)t(2) = "o iin(a)

mit der GRUNDZUSTANDSENERGIE Fy = %‘"

Weitere Kommutatoren

Ubrige Eigenfunktionen und Eigenwerte:
Behauptung: a1, ist Eingenfunktion zum Eigenwert v + 1.

Beweis: na'y, = gaTﬁ +a"p, = (v +1)aly,
(1114
Normierung;: (aTwy7 (ZT?//;/) = (zby,aawu) = (Yo, (aTa + D)th)

=@+ 1%, ) >0
Somit gilt fiir normierte v, und ), 41:
1

Ve GhE
beziehungsweise ausgehend von (I1.12):
1 1 n
wn \/ﬁa’ /(/)nfl \/m (a ) wo

Der harmonische Oszillator besitzt ein diskretes Spektrum

E, = hw(n+1/2) n=0,1,23,...

(Siehe auch Tabelle I1.1)
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(I1.10)

(I1.11)

(IL12)

(I1.13)

(IL.14)

(I1.15)
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(I1.17)

(I1.18)

(I1.19)



II.1 Der harmonische Oszillator

Zustand n  H-Eigenwert
wo 0 hw/ 2
v 1 hwd
Yy 2 hw
Y3 3 hwi

U Tw(n 1)

Tabelle I1.1: Eigenzustéinde des harmonischen Oszillators

Interpretation von af und a: af wird als Aufsteigeoperator interpretiert (II.15). a ist Absteigeope-
rator, da aip, Eigenvektor zu n mit Eigenwert v — 1 ist:

nay, = (ah — a)p, = (v — Da, (I1.20)
Normierung;: (athy, arh,) = (b, ata),) = v, ,) > 0 (I1.21)
Somit ist atp, = /vi),_1 fiir normierte v, und ¥, _1.
Behauptung: Mit ¢,,, n =0,1,2,... sind alle Eigenfunktionen zu H gefunden.

Beweis durch Widerspruch:

e Annahme: 3 Eigenwert ¥ =n+ a mit 0 < o < 1 und 7y, = (n + @),

e Dann:

n(a™,) = ala",) S a>0
ﬁ(an—k—lwy) = (o — 1)(an+1wy) © (a—1)<0 (11.22)

Somit hitten wir eine Eigenfunktion 11 = a™*14, mit negativem Eigenwert konstruiert.

Norm: (a" e, a1, = (@™, (aTa)a™p,) = a - (a™,,a™,) > 0 é (11.23)
Es gibt keine normierbare Eigenfunktion mit negativem Eigenwert (siehe auch I1I.2).

Das heifit, wir haben simtliche Eigenwerte und Eigenfunktionen gefunden. Die af (a) erhdhen (er-
niedrigen) den Energieeigenwert um /iw. Deshalb werden die Erzeugungs- (Vernichtungs-) Operatoren
auch Leiteroperatoren genannt.

Bemerkungen:

i) 7 besitzt durchaus Eigenfunktionen mit negativen Eigenwerten. Diese sind jedoch nicht
in L2

=z
x

Beispiel: ¢_; = e%( 0) ist nicht quadratintegrabel und erfiillt ny_; = —_1.

ii) Der Grundzustand ist nicht entartet, da aig = 0 nur eine Losung besitzt. Daraus folgt,
dass auch alle angeregten Zusténde nicht entartet sind.

Aus (I1.18) ergeben sich die Energieeigenzustinde des harmonischen Oszillators zu

x

b = (nlaze) ™7 (af)" e 3 (F) (I1.24)
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II Eindimensionale Probleme

beziehungsweise

mit H,(x): Hermite-Polynome
Definition II1.1.2 (Hermite-Polynome).

n dn
(=)'
2 d” 2
Hn — (T —x
= (2) = (-)e” e
Eigenschaften der Hermite-Polynome
e H,(z) ist Polynom vom Grad n:
Hy(x) =1 Hs(z) =82 — 12z
Hy(x) =2z Hy(z) = 162" — 4823 + 12
Hy(z) =42® —2  Hs(z) = 322° — 16023 + 120z

Hy (=) = (=)"H(x)

Orthogonalitétsrelation:

(oo}

/ dz e ™ Hy(2)Hp(z) = V72" 06
e Erzeugende Funktion:
Py N 1,
et 2t _ Z athn(x)
n=0

e Differentialgleichung:

d? d
e Vollstandigkeit:

Z Yo (2)Pn(2") = 6(z — 2')

n=0
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(11.28)

(11.29)

(I1.30)

(1L.31)



I1.2 Kohérente Zustiande

11.2 Koharente Zustande

Fiir stationdre Zustéinde des harmonischen Oszillators gilt (x) = 0.

x T
<l‘> = *0(7%, (Cl + aT)wn) = = [\/ﬁ(wnv '(/)n—l) +vn+ 1('¢na ¢n+1)] =0 (1132)
V2 V2 V
Ebenso gilt (p) = 0 fiir stationédre Zustdnde. Demnach haben die stationéren Zusténde nichts mit
klassischen Oszillatorbewegungen gemein! Wir wollen nun Zusténde ¢,, konstruieren, fiir die (x) # 0
ist.

Ansatz: APa = WPq a € C (11.33)
,Kohérente Zustdnde*
Dann ist (z) = %( +a*) = V2120 Re(a) (IL.34)

Entwicklung nach Eigenfunktionen von H

1

(neipa) = (0"t 0) = =i "p0)
)
= pala) = gwnwn,m - i (o)
1= (o) = e 3 L
= c=eF
= Pa(z) =€~ = 2 %%(m) (11.35)

Zeitentwicklung Die Zeitentwicklung der kohérenten Zustédnde folgt aus der bekannten Zeitent-
wicklung der ,:

U (2, 1) = e WOT2ty (1) (11.36)
e )
bzw. a(z,t) = Vo) (T) et mit a(t) = ae ! (11.38)
Ortsmittelwert .
(@)(t) = (a(t), TPa()) = 7%(01(15) +a(t)) (I1.39)
oder mit o = |a e?
= (x)(t) V2200 cos(wt — &) (I1.40)
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II Eindimensionale Probleme

V(z)a

Vo

I o« I 2
Abbildung II.1: Potential mit Unstetigkeit

Der Ortsmittelwert eines kohdrenten Zustands besitzt identische Zeitabhéangigkeit wie die klassische
Trajektorie.

11.3 Potentialspriinge und Anschlussbedingungen

Es ist haufig sinnvoll, reale Potentiale durch Stufen anzunéhern. Deshalb wollen wir zunéchst kléren,
wie sich die Wellenfunktion an einer Unstetigkeit des Potentials verhélt.

a) Wie verhilt sich ¢(x) und ¢'(z) an einer Unstetigkeit? Wir betrachten nun einen Potential-
sprung wie in Abb. II.1:

V(z = a) = Vl(z — a) + Vietig () (11.41)

Einschub: Theta-Funktion:

- / dy f'(y) = f(z) — Floo)  fiir f € L?
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1.3 Potentialspriinge und Anschlussbedingungen

1 1 3
>

I 1 a« 2 II =

Abbildung II1.2: Potential mit d-Funktionssingularitit

2
Schrédinger-Gleichung: d dz/;(f) = —QH—ZL (E—=V(x))(x) (I1.42)

Da V(z) ~ 0(x — a) muss auch ¢ (z) ~ 0(z — a) gelten. ¢(z) und ¢’ (z) miissen jedoch stetig bei
x = a sein, da ansonsten

(@) ~b(x—a) = "~ (z-a) 4

11.43
P () ~0(x—a) = ' ~d6x—a) 4 ( )
Daraus folgen die Anschlussbedingungen:
= 1.
) =vn(@) | =00
, , mit . (11.44)
vi(a) = vr(a) Yu(a) = i{r}l ¥(z)
Yi(a) _ vpla)
bzw. = 11.45
Yi(a)  Yu(a) (IL.45)
Stetigkeit der logarithmischen Ableitung;:
L ini(@) = L g (a) (1L46)
dan1a—danna .
b) Dirac ¢-Funktionssingularitat
V(x) = Vb 5($ - a) + ‘[stetig(x) (1147)

Siehe auch Abb. I1.2. Das Verhalten der Wellenfunktion erhalten wir durch Integration der stati-
onéren Schrodinger-Gleichung von 1 nach 2:

2

2
/ W (z) = —QFT’;‘ (B~ V(2))i(a) do (I1.48)

Nimmt man an, dass ¥ (x) stetig ist, dann verbleiben im Grenzfall 1 — a, a < 2 lediglich die linke
Seite und der §-Funktionsterm iibrig.

Uin(a) - ¥i(a) = 23 Vo (a) (11.49)

Das heif3t, es ergeben sich die Anschlussbedingungen

Yi(a) = Yu(a) Yir(a) — Yi(a) = 2}7?‘/01/)1/11(!1) (I1.50)
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II Eindimensionale Probleme

V(z)a
------------------------------- E>V
—

----------------------- T-------E <W
Vo
I z=0 Il g

Abbildung II.3: Potentialstufe in einer Dimension

11.4 Potentialstufe

Wir betrachten nun das Potential

1 >0 (II)

0 220 (1 (IL51)

V(z) = Vol(z) om-{

(Siehe auch Abb. I1.3) Wir betrachten dazu die Schrodinger-Gleichung im Gebiet (I) und (II) ge-
trennt:

d?e 2mFE

I: — = — I1.52
T2 o (I1.52)
d?vy 2m(E —Vp)

11 : — = I
T2 ORI (IL.53)

Das Vorzeichen von (F — Vp) wird die Form der Losung in Gebiet IT diktieren.

11.4.1 Teilchenenergie oberhalb der Potentialstufe (£ > 1)

Dann ist:
2mE
I: Y = —k* k=1/ 3 (11.54)
2m(E — V,
I P = —q*p q= 2m(E = Vo) = 0) (IL.55)
Dies sind die Schwingungsgleichungen mit den Fundamentallosungen
, , k 0
et et k= { wenn ¥ < (I1.56)
q wennx >0

Wir wollen den Einfall des Teilchens von links (x < 0) betrachten: Im Gebiet I findet eine Uberlagerung
von einfallender und reflektierter Welle statt. Im Gebiet II ist nur die durchgehende (transmittierte)
Welle vorhanden:

¢I($) _ eikw +R€—ikw
Yr(z) =T e (11.57)
¥(x) = 0(=z)yr(x) + 0(z)u(z)
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I1.4 Potentialstufe

Wir bestimmen nun R und 7" aus den Anschlussbedingungen (IL.50)

1+R=T
ik(1—R) =iqT

k—gq

= k;f (IL58)
T=_2"

k+q

Wir wollen nun eine physikalische Interpretation dieser Koeffizienten ableiten, indem wir die Wahr-
scheinlichkeitsstromdichten j = %(w*Vﬂ; — c.c.) bestimmen:

h , , , o
Jilz) = .y (e ™ + R* e ik (e — Re™™) — c.c.]
1
=5 [zk (1— |R\2 — Re2hz | g eQikm) _ c.c]
hk 2 ) )
= 7(1 - ‘R| ) = ]einﬂ(x) _jreﬂ(x) (1159)
m —_—— ==
0 Be|RJ?
. hq 2 .
.]II(J)) = E|T‘ = ]trans($> (1160)

Definition II.4.1 (Reflektions- und Transmissionskoeffizienten r und t).

roi= ?Lﬂ = |R‘2

Jeinfl (I1.61)
t = J.trans _ g‘T|2

Jeinfl k

Bemerkungen:

a) Ein einfallendes Teilchen wird mit Wahrscheinlichkeit r reflektiert. Klassisch gébe es
keine Reflexion, das Teilchen wiirde sich lediglich mit kleinerer Geschwindigkeit jenseits
der Stufe weiterbewegen.

b) Grenzfall E — oo beziehungsweise £ > Vp: g k= R—0und T — 1
c¢) Es gilt Teilchenzahlerhaltung: jein = jrefi + Jtrans

is: oy (Bt —(k—q)? _ 4dkg
Beweis: (1-R*) = e BRCETIE (11.62)
hk

hq
(1 —|R|?) = 2T 1.
= TJ |RI%) mll (11.63)

d) Darstellung: Abb. 11.4
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II Eindimensionale Probleme
V(xz) sRe
Vo
VAV

Abbildung IT.4: Wellenfunktion an Potentialstufe V = Vj - 6(z) mit Vo < E

V(x) sRetp

N
%

>
>
X

Abbildung I1.5: Wellenfunktion an Potentialstufe V' = V, 0(x) mit Vo > FE

11.4.2 Teilchenenergie unterhalb der Potentialstufe (£ < V)

Die Losung fiir Gebiet I bleibt unveréndert.

&y,

2m
. 1 2 _

Fundamentallosung: e="? fiir > 0, da €"* nicht normierbar ist. (— Wellenpakete?)

= 1/)11(13) =Te ™ (11.65)
Samtliche Losungen aus Fall i) sind mit Ersetzung ¢ = ki auf Fall ii) iibertragbar:

e Reflexions- und Transmissionsamplituden:

k— ik 2k

R= T = 11.66
k+ir k+ ik ( )
|R|?> =1 = es tritt vollstiindige Reflexion auf.
e Teilchenfluss nach rechts:
. h * —2kx
Jin = Tmz(T (=k)Te —cc)=0 (I1.67)
Teilchen dringen bis zu einer Tiefe ™! in den klassisch verbotenen Bereich > 0 ein.
e Darstellung: Abb. I1.5
11.4.3 Grenzfall unendlich hoher Stufe (Vj, — o0)
Wenn Vy — oo dann ist £ — oo, T'— 0 und R — —1.
= i(z) = e* — e = 2j . sinkz und Yy(z) =0 (I1.68)
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I1.5 Potentialschwelle und Tunneleffekt

V(z)aRep

Ny .
\/ —a a

Abbildung I1.6: Eindimensionale Potentialschwelle

8 ¥

Vix)a
A
> F
— >
‘—
B
—a a T

Abbildung I1.7: Einlaufende, reflektierte und transmittierte Welle an der Potentialschwelle

Allgemeine Randbedingung eines unendlich hohen Potentialsprungs:

w|Sprung =0 (1169)

11.5 Potentialschwelle und Tunneleffekt

Wir betrachten nun eine Potentialschwelle (sieche Abb. I1.6)
V(z) =Vyb(a—|z|) (I1.70)

mit Hoéhe Vy > 0 und Breite 2a. Wir wollen wieder von links (z < —a) einfallende Teilchen betrachten.

1L6.1 £ <V}

Ein klassisches Teilchen wiirde von der Schwelle vollkommen reflektiert werden. Quantenmechanisch
ist jedoch ein ,,Durchtunneln“ moglich: Das exponentielle Abfallen der Wellenfunktion ¢ im Bereich
|z| < a fiihrt zu nichtverschwindender Amplitude fiir > a! Dieser ,, TUNNELEFFEKT ist ein rein
quantenmechanisches Phdnomen.

Ansatz: _ .
Aeth® 4 Be~thr < g
Y(x)=<Ce ™™ + Def* —a<z<a (I1.71)
Fehe 4 Ge ™ g < g

mit k = 2;”E und Kk = 7V2m(hw Die Losung folgt aus den Anschlussbedingung (Abb. I1.7)

a) Anschlussbedingung bei x = —a
Aefika + Beik:a =(Ce" 4 De "0

i i I1.72
Zk(A e~ iha _ Be’k“) = —K)(C efa _ Defma) ( )
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II Eindimensionale Probleme

beziehungsweise in Matrixnotation:
<e—ik’a eika ) - <A) B (nena -efma ) . (C)
e—ika _eika B) %e,‘m _%e—/w D
A C)
= <B) = M(a) - (D (I1.73)
eika eika ) ' (4ena efna )
e—ika _e—ika 7,]/: era _%e—na

((1 4 %)emH»ika ( _ %)efmﬂrika)
(1 _ %)emafika (1 + %)67111171']@(1

=
(I1.75)

(IL74)

Wobei folgende Identitdt fiir die Inverse einer nichtsinguldren 2 x 2-Matrix benutzt wurde:
a b\ 1 (d —b
(c d> " ad—be (—c a ) (IL.75)

) Anschlussbedingung bei z = a In Analogie ergibt sich

(g) — M(—a) (g) (IL.76)

und somit der Zusammenhang zwischen (g) und (F)

G
(8) =i (3

_ ((cosh 2ka + % sinh 2ka) e?*® % sinh 2xa F
- )e—Qika ’

— U ginh 2ka (cosh 2Kka — % sinh 2ka G

(I1.77)
2

x|

mite=7—fundn=7+ % Fiir ein von links einfallendes Teilchen gilt A =1 und G = 0.

= 1 = F(cosh2ka + % sinh 2ka) e2ika
iny .
B=F -5 sinh 2ka (11.78)

Definition II.5.1 (Transmissionsamplitude).

—2ika
S(E) = F = S (I1.79)
cosh 2ka + % sinh 2ka

Zusatzlich definieren wir den DURCHLASSIGKEITSKOEFFIZIENTEN als die Wahrscheinlichkeit fiir das
Durchdringen der Potentialschwelle:

1
S(E)? = (11.80)
ISEY 1+<1+§)sinh22ﬂa
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11.6 Kontinuierliche Potentialberge

a \i bz

Abbildung I1.8: Approximation eines kontinuierlichen Potentialbergs durch Potentialstufen

Wir betrachten nun den Grenzfall einer hohen breiten Schwelle; ka > 1 beziehungsweise sinh 2ka ~
1 _2ka
§€ .

4
1+

= 16%‘22_1;) - exp [—4\/2m(VO - E)%}
= exp {—%a«/Qm(VO —E)+In (mE(“;ZQ_E)ﬂ (I1.81)

ef4ma

|S(B)*

11.5.2 £ >V}

Dieser Fall wird in den Ubungen diskutiert.

11.6 Kontinuierliche Potentialberge

Realistische Potentialberge besitzen kein Rechteckprofil (Abb. I1.8). Wir wollen nun die Tunnel-
wahrscheinlichkeit ndherungsweise aus der Approximation des kontinuierlichen Potentialbergs durch
Potentialschwellen berechnen (2a — dx).

Annahmen:
a) Wir kénnen in (I1.81) den In-Term gegeniiber dem / -Term vernachlissigen.

b) Die Transmissionswahrscheinlichkeiten der einzelnen Segmente sind so klein, dass wir sie als
unabhéngig ansehen kénnen.

Dann gilt fiir den Strom, der alle N Winde durchtunnelt

(N (AN-1 (N-2
Girons = [Sn 125t = [Sn[?|Sn—1]%i 0

N
(0
- (H w) @,
i=1
und somit fiir die Gesamtwahrscheinlichkeit:

N
IS(E) =] 18:F (I1.82)
=1
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II Eindimensionale Probleme

]V

(V)

Abbildung I1.9: Eindimensionaler endlicher Potentialtopf der Breite 2a und Tiefe Vj
Damit folgt fiir ein konkretes Potential V' (x):
N [2m(V (z;) — E)
2 i) —
|S(E)| A:H_HI exp l— e 2dx
a) =

N

i=1

b
2m(V(z;) — E)
m exp [—2/d$ \/ — (11.83)
TUNNELWAHRSCHEINLICHKEIT FUR KONTINUIERLICHE POTENTIALBERGE
11.7 Endlicher Potentialtopf
Wir wollen nun die gebundenen Zustédnde des Potentials
V(z) = -Vo0(a— |z|) (11.84)

bestimmen (Abb. I1.9). Dies ist ein einfaches Modell fiir kurzreichweitige Kernpotentiale oder Storstellen
in der Festkorperphysik. Der dimensionslose Parameter

€:=/2mVj - (11.85)

St

bestimmt das Problem. Wir betrachten wiederum die Losung der Schridinger-Gleichung in Gebieten
verschiedener Potentialstiarke getrennt. Die Bindungszustinde liegen im Energieintervall —V) < E <
0.

lz| > a V" = K2 K=Yt——2 (I1.86)

2m(E + Vo)

|z <a V"= —q* q= ; (11.87)
Fiir z < —a ist e und fiir © > a ist e ** als Losung zu wéhlen. Im Bereich |z| < a liegen

oszillierende Losungen vor.

Ansatz: Gerade und ungerade Losungen.

o Gerade:
A cosqr fir |z] <a

Y(z) =(-2) = {ejF’“ (11.88)

fiir |z| 2 a
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11.7 Endlicher Potentialtopf

823
il
INEE S
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} Y
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A\ 4

Abbildung I1.10: Rechte und linke Seite von (I1.92) fiir verschiedene Werte von £. Schnittpunkte sind

erlaubte Werte von qa.

e Ungerade:
() W(—z) Asingr fir |z] <a (IL.89)
x) = —¢Y(—x .
teFr®  fir |z| 2 a
Wir wollen diese beiden Fille nun getrennt betrachten.
i) Gerade Symmetrie
Anschlussbedingungen = A cosqa = e "¢
—Agsinga = —Ke™ "¢
K
= tan(qa) = —
q
2mE
(qa)? = == + € = —(xa)’ + €
2 _ 2
= tan(qa) = Ve = (ga)? (I1.90)
qa
(I1.90) ist eine transzendente Gleichung zur Bestimmung von (ga) und somit fiir £ = =V, (1— (qu)2 ).
Wegen E € [V}, 0] liegen die Wellenzahlen ga im Intervall
0<ga<¢ (I1.91)
Graphische Diskussion
2 2
tan z = = f(z) (1I1.92)
Siehe Abb. 11.10.
«a) Da f(z) =~ g?z_z2 bei z = £ verschwindet gilt fiir die Zahl der Schnittpunkte ng:
ng = {gw Zahl der ,geraden“ Energieeigenwerte (1I1.93)
T

wobei [«] die niichstgrofiere natiirliche Zahl zu « € R ist.
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Abbildung II.11: Rechte und linke Seite von (11.96) fiir verschiedene Werte von &. Schnittpunkte sind
erlaubte Werte von qga.

Zustand qa Symmetrie Knotenzahl Plot

Grundzustand [0, /2] gerade 0

1. angeregter [7/2, 7 ungerade 1

2. angeregter [, 37/2] gerade 2 VAR
3. angeregter  [37/2, 27] ungerade 3 Y

Tabelle I1.2: gebundene Energieeigenzustédnde eines Potentialtopfes mit %71' <E< 27

B)
neg > 1 (11.94)
ii) Ungerade Symmetrie
Anschlussbedingungen = A singa = e "¢
Agcosqa = —re ¢

K 2 _ 2
N _ cot(qa) = K = Y&~ (@0)f (IL95)

q qa

Graphische Diskussion

—cotz = ve-= =:g(2) (I1.96)

z

Siche Abb. IL11. Fiir £ € [5(2ny — 1), 5(2ny + 1)] hat (I1.96) genau ny Losungen. Insbesondere

. . . 2 2 . . . . .
existieren Losungen nur, wenn § > 5 = 2”%9“ > 7 ist. Das Potential muss also eine minimale

Stérke iiberschreiten um ungerade Eigenzustidnde zu erlauben.

Beispiel: ¢ =5 = ng + ny = 4 Zustéinde (Tabelle I1.2) Energieniveauschema: Abb. 11.12
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I1.8 Paritat

—a a
Ugl---=-==-=-mmmmmmmo- 3
g 2
Ugl-----==-=mmmmmm oo - 1
g 0

Abbildung 11.12: Energieniveauschema eines Potentialtopfes mit %w < € < 2m; Energien gerade

Zustande sind blau, Energien ungerader Zustidnde rot dargestellt

¥

Abbildung 11.13: Eigenzustidnde des unendlich hohen Potentialtopfes

Grenzfall: Unendlich hoher Potentialtopf Betrachten wir nun den Grenzfall Vj — oo, dann geht
auch £ — oo und die Zahl der gebundenen Zustéinde geht ebenfalls gegen co. Die Schnittpunkte
(Losungen von (I1.90) und (I1.95)) verschieben sich auf die Asymptoten von tan z und — cot z.

i) Gerade:

py(x) = 0(a — |z[) cos(q)
ga = (s +1/2)7 $s=0,1,2,... (I1.97)

ii) Ungerade:

pq(r) = 0(a — |x|) sin(qz)
ga = sm s=1,2,... (I1.98)

h2

Energien: E,=—
2m

(%)2 (n+1)? (11.99)

Insbesondere sehen wir aus diesem Grenzfall, dass ¢’(z) unstetig an der unendlich hohen Stufe ist.

11.8 Paritat

Wir haben gesehen, dass fiir ein symmetrisches Potential V(z) = V(—x) die Basis der Eigenfunktio-
nen in symmetrische und antisymmetrische Funktionen zerféllt. Dies ist stets so!

Definition I1.8.1 (Paritéitsinderung P). Der Paritéitsoperator wird durch seine Wirkung auf be-
liebige Testzusténde (Funktionen) definiert:

Pf(z):= f(-z) (11.100)

45



II Eindimensionale Probleme

@ E
@ E < Viyin
Abbildung I1.14: Potential V(x) mit Mulde; Energien in den drei Bereichen @  Vipin <E < Vipax
® Viax <F
Sei PV (z) = V(z) (symmetrisches Potential), dann gilt
P(Hf(z)) = Hf(~z) = HPf(x) (I1.101)
da Py"(z) = ¢"(—x) ist.
= [H,P]=0 (I1.102)
Behauptung: Sei ¢ (z) Eigenfunktion von H mit Eigenwert E.
Hip(z) = Ey(x) (I1.103)
Dann ist ]51/1(96) Eigenfunktion zum gleichen Eigenwert.
Beweis:
Hy(—x) = PHyY(z) = PEY(z) = EY(—x) (I1.104)

Dann ist vy, (7) = 9 (x) £ 1(—2) ebenfalls Eigenfunktion zu H mit Energie E und es gilt

Prpyy, () = £ty (x) (I1.105)

= H und P sind diagonal beziiglich der gleichen Basis. Ist E nicht entartet und [H, P] = 0, so ist
die zugehorige Eigenfunktion entweder gerade oder ungerade.

11.9 Das allgemeine Verhalten eindimensionaler stationdrer
Lésungen

h2
V(@) = V(@) — EJys() (11.106)

Zeitunabhdngige Schridinger-Gleichung

Bereits fiir einfache Potentiale V() fithrt diese Differentialgleichung auf Wellenfunktionen, die nicht
durch elementare Funktionen auszudriicken sind. Das qualitative Verhalten von ¢ g(x) fiir gegebene
Energie und V() ldsst sich jedoch angeben.

a) Potentialmulde Siehe Abb. I1.14. Wir wollen nun das Verhalten der Wellenfunktion in den
Bereichen @, @ und @ gesondert diskutieren.
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I1.9 Das allgemeine Verhalten eindimensionaler stationédrer Losungen

P(x)

|y

— ‘
Abbildung II.15: iiberall konvexe Funktion = nicht normierbar
¥(x)

a /\T/\?\ ,
Y Vevoms

Abbildung I1.16: Gebundener stationdrer quantenmechanischer Zustand einer Potentialmulde

Bereich @ Der Bereich @ ist klassisch und quantenmechanisch verboten.
klassisch: Die kinetische Energie ist negativ (T'= E — V) = Der Impuls ist imaginiir.

quantenmechanisch: g und ¢/, haben das gleiche Vorzeichen. = g (x) ist konvex V (Abb. IL.15).
= ¢p(x) ist eine nicht normierbare Funktion.

Bereich ®

klassisch: Teilchenbewegung ist im Intervall z € [a, b] mdglich. Umkehrpunkte der Bewegung sind
bei £ = a und x = b.

quantenmechanisch: Fiir z € [a,b] haben g und ¥}, entgegengesetztes Vorzeichen, das heifit
hier ist ¥ g konkav. Fir z < a und & > b besitzen ¢ und ¢, das gleiche Vorzeichen, das
heifit hier ist g konver. An den klassischen Umkehrpunkten gilt ¢},(a) = ¢%(b) = 0. Hier
wechselt das Verhalten der Wellenfunktion also zwischen konkavem und konvexem Verhalten
(Abb. I1.16). = Im klassisch verbotenen Bereich fillt die Wellenfunktion exponentiell ab. Im
klassisch erlaubten Bereich oszilliert die Wellenfunktion. Die Normierungsbedingung erlaubt
nur bestimmte Funktionen g und liefert eine Einschréinkung auf mogliche Energieeigenwerte
E. Beispiel: Abb. 11.17.

= Liefert Einschrankungen auf mogliche Energieeigenwerte E.

Bereich ® Der Bereich @ ist klassisch und quantenmechanisch erlaubt.

Y(z) T verboten

VaNWa
TV

8

o: " (x) =0
Abbildung I1.17: Auch wenn eine Energie E Eigenwert zum Hamiltonoperator ist kann sie zum

Divergieren der Wellenfunktion im klassisch verbotenen Bereich fithren und dadurch
die Normierbarkeitsbedingung verletzen.
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) FE
@ E < Vi
Abbildung II.18: Potential V (z) mit Berg; Energien in den drei Bereichen @ Vi <E < Vipax
@ ‘/;IIaX <E

klassisch: Die Bewegung des Teilchens ist fiir alle  erlaubt. Das Teilchen ist nicht gebunden.

quantenmechanisch: g (x) ist konkav Vz. Demnach zeigt die Wellenfunktion iiberall das oszilla-
torische Verhalten nichtgebundener Zusténde. Zudem ist E kontinuierlich verdnderlich, nicht
eingeschrénkt. Man spricht in diesem Fall auch von ,,Streuzustinden“ des Potentials.

b) Potentialberg Sieche Abb. I1.18. Wir wollen wieder das Verhalten der Wellenfunktion in den
Bereichen @, @ und @ gesondert diskutieren.

Bereich @ Dieser Bereich ist klassisch und quantenmechanisch verboten aus denselben Griinden
wie bei der Potentialmulde.

Bereich @

klassisch: Eine Teilchenbewegung ist erlaubt fiir 2 < a oder x > b. Das Uberwinden des Potential-
bergs ist ausgeschlossen.

quantenmechanisch: Fiir £ < a und = > b ist ¥ g(x) konkav, was auf eine oszillierende Losung
fithrt. Fiir « € [a, b] ist ¥ g(z) konvex, was auf eine exponentiell abklingende Losung fithrt. Es
handelt sich also um einen Tunneleffekt bei einlaufender Welle von links oder rechts.

Bereich ®

klassisch: Eine Teilchenbeweung ist fiir alle x moglich. Ein einlaufendes Teilchen iiberwindet den
Potentialberg immer.

quantenmechanisch: g oszilliert fiir alle . Wir definieren eine ,lokale“ Wellenldnge A(z) :=

#}iv())’ die uns eine Abschétzung fir den Abstand der Nullstellen von ¥ g(z) liefert.
m - x

11.L10 Streuzustande des Potentialtopfes, Resonanzen

Gegeben sei das Potential
Viz)=—-Vo0(a— |x|) (I1.107)

(Abb. II1.19) und ein von links einlaufende Teilchen mit der Energie £ > 0. Diese Streuzustinde
lassen sich aus stationédren Losungen der Potentialschwelle I1.5 durch Vy — —V, gewinnen.
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I1.10 Streuzustdnde des Potentialtopfes, Resonanzen

2 T’ E
(i —Q a
............... 0
(=Vo)

Abbildung 11.19: Endlicher Potentialtopf mit von links einlaufendem Teilchen mit Energie E > 0

|z| > a Die Wellenzahl bleibt

(11.108)

|z| < @ Im Inneren ist die Losung nun ebenfalls oszillierend und wir erhalten die Wellenzahl aus

der Ersetzung k = iq:

2m(E + V)
N
Dann gilt:
lz| <a: Y(z) = Ce ™% 4 Delt®
Wir betrachten eine von links einfallen Welle:
r<—a: Y(T) = Yeinft + Pren

weinﬂ(z) =A eiik‘x

then(z) = AS(E)L (ﬁ 4 ) sin(2ga)e- it

2\q k
T>a: Virans = AS(E)e“”'
Die Transmissionsamplitude folgt aus (I1.79) durch die Ersetzung k = —ig:
—2ika
S(E) = -

cos(2qa) — % (g - %) sin(2qa)

Fiir die TRANSMISSIONSWAHRSCHEINLICHKEIT folgt

1
ISE) = 1(k 2 .9
cos?(2qa) + (E + %) sin“(2qa)
-1
1(k 2
= {1 + 1 (5 - %) sin2(2qa)}
-1
2
B sin®(2qa)
1E (1+ £)
k 2 B4V, E E+V, B _ v
Da (& -#) = ( £~ E+vo) =5t v 2T e

(11.109)

(11.110)

(11.115)

(I.116)
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1 W
=05 | . S
=2 =23
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0 2 4 0 0.5 1
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Abbildung I11.20: Transmissionswahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit der Energie der einlaufenden Wel-
le fiir & = 6,24,96,384. Die Halbwertsbreite der Maxima der Transmissionswahr-
scheinlichkeit (Resonanzen) wird mit wachsendem & kleiner, das heifit die Resonan-
zen werden schérfer.

Insbesondere wird |S(E)|? = 1 fiir 2ga = n - 7. Bei diesen Energiewerten der einfallenden Welle wird
das Potential vollstandig , transparent”, es gibt keine Reflexion! Diese ,, Resonanzen® erscheinen bei

52 2
ERes - q - VO
2m

5 h2m?

(I1.117)

mit n geeignet grof, so dass Fres > 0 ist. Diese Resonanzen treten also gerade bei den Energie-
eigenwerten der gebundenen Zusténde des unendlich tiefen Potentialtopfes auf. Die Schérfe der Re-
sonanzen nimmt mit wachsendem £ zu (vergleiche Abb. I1.20).

11.11 Das Kronig-Penney Modell

In einem Festkorper liegen die erlaubten Elektronenenergien in Energiebéindern (sieche Abb. 11.21).
Man unterscheidet drei Typen von Festkérpern (Abb. 11.22): Ursache fiir die Bandstruktur ist die
Periodizitéat des Gitters sowie der Tunneleffekt.
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I1.11 Das Kronig-Penney Modell

verbotene Bereiche

(L7

q-a

Abbildung I1.21: Schematische Darstellung der Bandstruktur eines Festkorpers

Ey Ey E,

v ..

L > L > L >
q-a q-a q-a
(a) Leiter (b) Halbleiter (c) Isolator

Abbildung I1.22: Bandliicke und Fermienergie bei den drei Typen von Festkorpern. Ep ist die jewei-
lige Fermi-Energie

Eindimensionales Modell eines Kristalls (Kronig-Penney, 1931)

V(z)=Vp i §(x—n-a) | (siehe Abb. I1.23) (11.118)

n=—oo

Sei nun F > 0. Klassisch erlaubte Gebiete sind die
B,={zx,na<z<(n+1)-a}, neZ (I1.119)

mit Losungen
’L/)(J)) _ aneik’(z—na) + bne—ik(.r—na) (11120)

mit k = /32 E, x € B,.

Die Phasenterme e*%"¢ sind rein zweckmiBig gewiihlt.

Vg

B,Q B,1 B() Bl B2 N
a

Abbildung II.23: Potential eines eindimensionalen Festkorpers nach Kronig-Penney als periodische
Uberlagerung von §-Funktionen
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a

Abbildung I1.24: Eindimensionaler Festkorper mit N Elementarzellen der Linge a, zum Ring ge-
schlossen.

Anschlussbedingungen:

P(na —€) = P(na + €) = P(na) (I1.121)

' (na +¢€) — ' (na — ) %Vow(na) (I1.122)

mit € — 0.

Bloch-Theorem Bevor wir uns den Anschlussbedingungen widmen, noch eine wichtige Beobach-
2 2
tung: Das Potential besitzt die Periodizitit V(x) = V(x +a). Da auch — 2 -4, bei der Verschiebung

2m dz?
x — x + a unverédndert ist, ist H sowie alle messbaren physikalischen Gréflen invariant unter Git-
tertranslationen x — x + a. Dies gilt auch fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte:

[ (x +a)? = y(x)? (I1.123)

Die Wellenfunktion kann sich jedoch um eine Phase dndern!
(x4 a) = K%Y (2) mit — 7 < Ka <7 (I1.124)
Demnach ist die Losungsfunktion durch eine zusdtzliche Wellenzahl K (Quantenzahl) gekennzeichnet:
Y (x +na) = eE" % () (I1.125)

Also lisst sich die Wellenfunktion in folgende Form bringen:

Vi () = ug (2)e™®®  mit ug (z + a) = ug(x) (I1.126)

, BLOCH-THEOREM“

Das Bloch-Theorem ist eine allgemeine Aussage fiir gitterperiodische Potentiale.

Endlichkeit des Festkdrpers Wir betrachten einen eindimensionalen Festkérper mit der Lange N -a
und periodischen Randbedingungen (Abb. 11.24)

Yr(z+ N -a) = g (x) (IL.127)

Dies fithrt zur Diskretisierung der erlaubten Werte fiir K:

m m=0,1,2,3,...,N —1 (11.128)
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I1.11 Das Kronig-Penney Modell

Damit hat das Bloch-Theorem folgende Konsequenz fiir unsere Losung (im Intervall € By):

wK(-T + na) — eiKnaw(agIT2g)iKna(aoeikz + boefikr)

= anezka: + bne ikx
(I1.120)

= a, = eK"q, b, = Koy, (11.129)
Lediglich ag und by sind aus den Anschlussbedingungen zu bestimmen!
wK (SC) — eiKna (aoeik(mfna) + boefik(xfna) r € B,

le(x) — iKeiKna(aOeik(x—na) _ boe—ik(x—na)

Anschlussbedingung bei z = a

2m
D wK(aNBO = ¢K(a)‘31 @: w}((a”Bl - 1/)/1((a)|30 = ﬁVMﬁK(a)
@ : ape™™® + pye ke L eiK“(ao + bp) (11.130)
-1, 1Ka . ika —ika 2m iKa
@: ike'®(ag — by) — ik(age™® — bye~ ) = FVge Ka(ag + by) (I1.131)
In Matrixform:
eika _ e—iKa e—ika _ eiKa ) (a0>
<ik(eiKa _ efika) _ %%eilfa ik(_eiKa + efika) _ %VbeiKu bO =0 (11132)
) 2
mit Determinante A = 2j¢ife (Qk: cos(K - a) — 2k cos(ka) — h—TgVO sin(ka))
Forderung: A <0 um Losung von © und @ zu erhalten.
mVy .
cos(Ka) = cos(ka) + 2k sin(ka) (I1.133)
Dies ist eine Bedingung fiir mégliche Elektronenenergien:
mVpa
k= k(Ka, = n) (I1.134)
Diskussion
i) Nur Energien E = % erlaubt fiir die die rechte Seite von (I1.133) vom Betrag kleiner eins
ist (Abb. 11.25).
i) Beginn einer verbotenen Zone: ka = nm, n =1,2,3,...
Die oberen Bandkanten sind unabhéngig von V5 und a bei
h2m?
E’ﬂ|0bere Bandkante — 2mna2 n2 (11135)

iii) Fiir vorgegebene Wellenzahl K (-2 < K < T) gehorige Energiewerte erhélt man durch

a

explizites Losen von (I1.133) fiir entsprechendes Energieband (Abb. 11.26).

iv) Mit wachsendem V; - @ werden die Liicken breiter (Abb. I1.27). Fiir Vj - a — oo werden die
Bénder zu Niveaus.
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sin x
ACOST + ="

Y

2 47 61

Abbildung I1.25: cosx—&—aSi%; fiir |-| > 1 ist die zugehorige Energie verboten. Die erlaubten Bereiche
sind griin unterlegt.

I
o
213
=Y

Abbildung I1.26: Bandstruktur: Gesamtheit der E,, (K ) Kurven

K nimmt N verschiedene Werte an, jedes Energieband hat deshalb N diskrete,
dicht liegende Energieniveaus.

E/ K22

T 2maZ A

>
>

Vo - a
Abbildung 11.27: Erlaubte Energiebénder iiber Vj - a
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1l Grundlagen der Quantenmechanik (Dirac
Formalismus)

Orts- (¢p(x)) und Impulsdarstellung (p(p)) der Wellenfunktion bilden zwei dquivalente Beschreibun-
gen des quantenmechanischen Zustands. Dies legt eine {ibergeordnete, fundamentalere Beschreibung
nahe!

Dirac’sche Formulierung der Quantenmechanik:

e Der Zustand eines quantenmechanischen Systems wird durch einen abstrakten Zustands-
vektor in einem im Allgemeinen unendlich dimensionalen Vektorraum (Hilbert-Raum)
beschrieben.

e Observable Groflen sind lineare Operatoren, die in diesem Hilbert-Raum wirken.

e Die Formulierung der Dynamik und des Messprozesses erfolgt in diesen Objekten.

111.1 Zustandsbegriff

2y

Klassischer Zustand: Punkt im Phasenraum {q1,...,qn,p1,---Pn} o

Sy

V) < ™= (7, D) (IIL.1)

Dynamik (zeitliche Entwicklung) des klassischen Zustands folgt aus den Hamilton’schen Bewe-
gungsgleichungen.

0H . 0H

.o 91 R i=1.... I11.2
dj o, Dj 94, j=1...,n (IT1.2)

Ist w(q, p,t = to) gegeben und H({, p,t) bekannt, dann ist w(q, p, t) Vt vollstéindig bestimmt. Fiir ein
quantenmechanisches System ist dies nicht mdoglich, da g; und p; nicht gleichzeitig scharf messbar
sind.

Quantenmechanischer Zustand |¢)

|1) wird bestimmt (,,pripariert“) durch gleichzeitige Messung eines mazimalen Satzes von simultan
messbaren (,vertriglichen“) Observablen.

Eigenschaften:
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T(A) T(A)
Qj -~ (ZAN
o) aj-2s | 19) o) || Plag)le) ~ fas)
i— >
k=" .° |
a; -’ |
(a) Alle Blenden offen Nur Blende a; gedffnet:

o Messung von A
b
(b) o Messergebnis: a;

e Priparation des Zustands |a;)

Abbildung IIL.1: Trenner T(A) mit Blenden

1) |¢) heiit Zustandsvektor.
2) |¢) = a- |[¢), @ € C #ndert den Zustand des Systems nicht.

3) Stehen mehrere Systeme in Wechselwirkung, so beschreibt |¢)) das Gesamtsystem. Sind
die Teilsysteme entkoppelt, dann zerfillt [¢) in ein direktes Produkt von Unterzusténden
[) = |¥)1 ® |Ph)2 @ |[th)3 @ - -+ wobei |[¢); den Zustand des i-ten Systems beschreibt.

4) Im Allgemeinen ist |¢)) = |[¢)(t)) zeitabhéngig durch duBere Einfliisse oder auch durch eine
Messung am System.

5) Die Schrodinger-Gleichung fiir (%, t) ist eine spezielle Darstellung von |¢), die sogenannte
Ortsdarstellung. Es gibt andere Darstellungen (Impuls, Energie, Drehimpuls, Spin, ...)

111.2 Prdparation eines reinen Zustands

Wir wollen nun ein Gedankenezperiment anstellen. Wir betrachten eine Observable A mit gequan-
telten Messwerten {a;,i = 1,..., N}, zum Beispiel H des harmonischen Oszillators.

Messung von A: Die Messapparatur fiir A sei ein Trenner T(A) mit Blenden wie in Abb. IIL1.
Der Trenner T'(A) wird dargestellt durch den Projektionsoperator P(a;).

Wiederholte Messung von A:  Siehe hierzu Abb. II1.2. Wie man erkennt, gilt

P(a;)P(a;) = 6i;P(a;) (I11.3)

Erst Messung von A, dann Messung von B: A und B seien vertriiglich (simultan messbar). Siehe
hierzu Abb. II1.3.

Wir schreiben:
P(bj)P(as)le) = lai, b;) (I11.4)

Da A und B simultan messbar sind, fiihrt die Vertauschung der Messoperatoren zum selben Zustand:
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T(A) T(A)
) | Pladle) | Plan Panle) ~ Jar)
I ~ las) I P(a)|ai) ~ |az)
| |
(a)
T(A) T(A)
Q- |
o [Pl % P(aj)P(as) o) = |0) (Nullvektor)
| ~ |a;) | (i#5)
| |
(b)

Abbildung I11.2: Wiederholte Messung der Observablen A mittels Trenner T'(A) fiir (a): gleiche Blen-
de offen; (b): andere Blende offen

|
%) | | laa) I |ai, b;)
Ly
|

Abbildung III.3: Messung zweier Vertraglicher Observablen nacheinander.
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T(A)
) 19 = (Plas) + Play)) o)
_)_ | ".—)—

T(A)
Qg
o) aj--~| e
>
ag-"".""
a; .

Abbildung II1.5: Trenner, bei dem alle Blenden gedffnet sind.

vertrigliche Observablen < kommutierende Operatoren

Schaltet man einen maximalen Satz vertriglicher Trenner hintereinander, ldsst sich ein reiner Zu-
stand erzeugen:

) = las, by, o, 2m) = Ple) -~ P(b;) Plas)]p) (I1L5)

Bemerkungen:

e Hintereinanderschalten von Trennern = Produkt von Projektoren

e Trenner mit zwei Offnungen = P(a;) + P(a;) (siche Abb. TIL.4).

|¢') = (P(a;) + P(ay)) ) (IL.6)

e Offnet man alle Blenden, fithrt man keine Messung durch und verindert den Zustand
nicht (siehe Abb. IIL5):

N
> Plalle) =le vie) (I1L7)

Somit gilt:
N A
i) Z P(a;) = (IL.8)

ii) Da P(a;)|@) ~ |a;) mit Proportionalititskonstante ¢; folgt:

N

o) = cilai) cieC (I11.9)

i=1
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II1.3 Observable

111.3 Observable

Klassische Observablen < Funktionen im Phasenraum:

F =F(q,p) (I11.10)
- - . . . 72
Beispiele:  Kinetische Energie: T(p)= &
Hamilton-Funktion: H=H(qgp)=T{) +V(Q
Drehimpulskomponente: L.=x-py—y Dz

Ubergang zur Quantenmechanik mittels Korrespondenzregeln:

T — T pi — ﬁi (IIIll)
e Ubersetzung von Funktionen im Phasenraum:
F(gi,pi) = F(Gi, P:) (I11.12)

e Es gibt jedoch auch quantenmechanische Observablen, die kein klassisches Analogon besitzen,
zum Beispiel Spin oder Paritit.

e Das Korrespondenzprinzip ist nicht eindeutig: Ambiguitéiten in der Quantisierung. Zum Bei-

spiel
70 — G4ipi
” * (I11.13)
77 = Pidi= dipi —ih S0 64 '

= ¢ip; — 3ih
Das ist nicht verwunderlich, da die Quantenmechanik eine fundamentalere Theorie als die

klassische Mechanik ist. Im Limes i — 0 verschwinden diese sogenannten , Ordnungsambi-
guitdaten”.

Haufige Vorschrift: Weyl-Symmetrisierung von nichtvertauschenden Operatoren:

piq; — Did; + q;Ds

i . (I11.14)
reelle Grofle — hermitescher Operator

Observable: quantenmechanischer Operator mit reellen Messwerten = hermitescher Operator

111.4 Hilbert-Raum

Ein reiner Zustand eines Quantensystems wird als Vektor in einem abstrakten Hilbert-Raum be-
schrieben.

Quantensystem <  Hilbert-Raum H
Reiner Zustand < Vektor |¢) € H

Definition: Hilbert-Raum #: Abzihlbar unendlich (oder endlich) dimensionaler unitérer Vektor-
raum.
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Eigenschaften

60

1)

H ist komplezer, linearer Vektorraum.
Seien im folgenden |a), |5), ), [¥) € H, ¢ € C. Dann miissen folgende Beziehungen gelten:

o Addition: ) +8)=18)+|a)=|a+8) e H (II1.15)
e Multiplikation: cla) =laye = |ca) € H (I11.16)
o Assoziativitiit: lay + (18) + 7)) = (Jo) +18)) + |7)
c1(e2|a)) = ea(er]a)) = crea]a) (I11.17)
e Nullvektor: 3|0) € H mit |«) + |0) = |a)
|0y = |0) (IIL.18)
e Inverses bzgl. Addition: V]a)3| — )
mit |a) + | —a) =|a) — |a) =0 (I11.19)
e Distributivitit: c(|a) +18)) = cla) + ¢|p)
(c1 + e2)|a) = c1]a) + co|a) (I11.20)
Begriffe:

i) Die Vektoren {|o;),i € I} heiBen linear unabhingig falls >°1"; ¢;|a;) = |0) nur durch
c¢; = 0Vi € [ erfiillt ist.

ii) Die Dimension von H ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren in H.

H ist ein unitdrer Vektorraum.
Jedem Paar |a),|8) € H ist ein Skalarprodukt

(al) e C (I1L.21)

zugeordnet.

alB) = (Bla)* (,()*“ bedeutet komplex konjugiert)

(

o (ale1 By + cafa) = cr{a|f1) + ca{a|f2)
(
(

calf) = c*{(alp)
e (ala) > 0V|a) € H und (a|a) =0 < |a) = |0)

Begriffe:
i) Orthogonalitit: |a) und |B) heiflen orthogonal zueinander wenn («|3) = 0

ii) Norm: Die Norm von |a) wird durch das Skalarprodukt induziert:

lall = y/{ala) > 0 (111.22)
Eigenschaften der Norm:
e Schwarz’sche Ungleichung: [l B)| < el - 18]l (I11.23)
e Dreiecksungleichung: lall =181 < lla+ Bl < llefl + 18] (I11.24)



I11.5 Dualer Raum H*
Fiir endlich dimensionale H der Dimension n lidsst sich eine vollstindige Orthogonalbasis
la1), |aa), ..., |a) angeben mit (a;|a;) = 6;;. Fur beliebige |3) € H gilt

18) =Y ejlay) mit ¢; = (08)

J=1

= la) oy 14)

= zn: o) (| = 1 (I11.25)

3) H ist vollstindig.
Jede Cauchy-Folge |a,) konvergiert in . Eine Folge |a,,) nennt man Cauchy-Folge, wenn gilt:

o, — am|l < €Vm,n > N(e) (111.26)
Vollstindigkeit: li_>m lag) = |a) € H (I11.27)
n o0

4) H ist separabel.
Fiir jedes Element |p) € H existiert eine Cauchy-Folge mit |¢) als Grenzvektor.

Folgerungen
o 7 ist abzidhlbar unendlich dimensional.
e Entwicklungssatz: V|p) € H gilt

oo

o) = cilay) (ailoy) = 0y
j=1
¢j = {ajle) o) =D lay)ale)
j=1
lel? =" lejI* < oo L=) laj)ayl (II1.28)
Jj=1 j=1
111.5 Dualer Raum H*
(ol )
N /! (I11.29)
bra—c—ket

(| (,bra-Vektoren®) sind Vektoren des zu H dualen Vektorraums H*.
Definition II1.5.1 (Dualer Raum). Lineares Funktional F,(|¢)); [¢) € H, dann sei

H* = {F,; F, : 1 — C, F, linear} (II1.30)

wDualer Raum zu H“
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©j ©(5)

j diskret j kontinuierlich

<Y
<Y

Abbildung I11.6: Komponenten eines Vektors ¢ in einer diskreten bzw. einer kontinuierlichen Basis

¥(x)

>
>

——
Az T

Abbildung IT1.7: Diskretisierung der kontinuierlichen Koordinate x in Schritten Az

Hierbei bedeutet Linearitét:

Fu(ciln) + cal2)) = crFu([91)) + caFlp([2))
Forvpy(|) = Fou (1)) + Fiou (1))
Feo([9) = " Fu([¥)) (IIL.31)

Wir schreiben:

F, = (¢ (bra-Vektor)
Fo(l4)) = (elv) (I11.32)

I11.6 Uneigentliche (Dirac-) Vektoren

Die Komponenten eines Vektors |¢) beziiglich eines Systems von Basisvektoren {a;} lauten ¢; =
(aj|p). Wir wollen nun von diskreten j zu kontinuierlichen j {ibergehen (siehe Abb. III.6). Ein
Beispiel fiir den kontinuierlichen Fall ist die Ortswellenfunktion:

¥(@) = (ogly), z € R (IIL.33)

Obwohl physikalisch geboten, fiihrt uns das jedoch jenseits der Axiome eines Hilbert-Raums, da die
Basis nun dberabzihlbar unendlich ist. Demnach ist |a,) kein Vektor im Hilbertraum.

Ausweg: Wir fithren uneigentliche (Dirac-) Vektoren als Grenzwertbildung ein. Eine Diskretisie-

rung der Koordinate x in Schritten Az fithrt auf eine assoziierte orthonormale Basis (siehe auch
Abb. II1.7):

log Az) € H (I11.34)
Der Ubergang zu kontinuierlichen = € R erfolgt mittels
b(z) = lim (Cwadl?) (I11.35)

T Az=0 \/Z
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II1.6 Uneigentliche (Dirac-) Vektoren

Definition III1.6.1 (Formaler Dirac—Vektor).

|y := Jim m\/%” (I11.36)
& V(@) = (a7 |¥)
Entwicklungssatz:
) = Alggog |, a0) (A0 1)
= Jim_[oP){a2]¢)As
— [ dajaR)a2ie) (1m1.37)
Multiplikation mit (D] liefert Normierung:
(aplv) = [ dz{apleg) ey V)
= (D aPy =62 — x) (I11.38)
Uneigentliche (Dirac-) Vektoren sind auf Deltafunktionen normiert!
Umkehrung von (I11.36):
e+Aw
orar) == [ dela) (I1L.39)

x
Im folgenden werden wir im so definierten ,erweiterten® Hilbert-Raum arbeiten, also in der Menge
der eigentlichen und uneigentlichen Dirac-Vektoren.

Einheitliche Notation: Der Entwicklungssatz im erweiterten Hilbert-Raum lésst sich kompakt
schreiben als:

0 =Y laate) (ITL40)

J

> : eigentliche Zusténde
mit Zf: [ dji : uneigentliche (Dirac-) Zusténde
fi Sj---+[dj... :eigentliche und uneigentliche Zusténde

Weiterhin definieren wir (und lassen kiinftig das ,P¢ weg):

0ij fiir eigentliche Zustande

(ailoy) = 6(i,j) = { (II1.41)

0(i — j) fiir uneigentliche Zustidnde

und finden

1= Z|aj><aj| (I11.42)
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1.7 Lineare Operatoren in H

Definition II1.7.1 (Linearer Operator A). A ist eine lineare Abbildung, die o) € Dy C H einen
Vektor |3) € W4 C H zuordnet. D4 heifit Definitionsbereich, W, heifit Wertebereich von A.

Ala) = |8) (I11.43)

Eigenschaften (Vergleiche Definition 1.7.2 in Abschnitt 1.7)

(A1 + Ag)|a) = Aq|a) + Agla) (I11.44)
(/111212)|Oé> = Al(A2|O‘>) (IIL.45)
Nulloperator 0: 0lc) = |0) Vja) € H (I11.46)
Einheitsoperator 1: 1) = |a) Via)y € H (I11.47)
Definition IT1.7.2 (Adjungierter Operator Af).
Aly) = 3) mit (v]AJa) = (7]a) ¥la) € D (I1L.48)
Folgerungen
e Sei|a) € Dy und |y) € D4y, dann gilt:
(v]4]a) = (alAT|y)* (IT1.49)
Beweis: (v]4]a) = (At]a) = (7la) = (al3)*
= (a|AT|)* (I11.50)
o AT wirkt in H* wie A in H:
@) = Ala) = |Aa) & (a] = (a] = (a|AT = (Aq (IT1.51)
In diesem Sinne gilt: R .
(cAla))t = ¢*(a] AT (IT1.52)
e Bei passenden Definitionsbereichen gilt (Af)T = A.
. (AB)" = Bt At (I11.53)

Definition II1.7.3 (Hermitescher Operator). Ein linearer Operator heifit hermitesch wenn gilt:

i) Da=Dy CH (I11.54)
ii) Ala) = Afla) V]a) € Da (I11.55)
kurz: At = A

Definition IIL.7.4 (Beschriinkter Operator). Ein linearer Operator A heiBt beschrinkt, falls ein
¢ > 0 existiert so dass .
[Aledl < el V]e)y € Da (ITL.56)

gilt.
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I11.8 Das Eigenwertproblem fiir hermitesche Operatoren

111.8 Das Eigenwertproblem fiir hermitesche Operatoren

Das Eigenwertproblem wird formuliert als EIGENWERTGLEICHUNG:

Ala) = ala)

Hiufige Notation: Eigenvektor = |Eigenwert)

Eigenschaften: Sei A = AT (hermitesch) (vergleiche Abschnitt 1.13), dann gilt:

e Die Erwartungswerte des Operators A beziiglich beliebiger Zustidnde sind reell.

Beweis: (<a|/1\oz))* = (a|Af|a) = (a|A]a)
e Die Eigenwerte a sind reell.

Beweis: a=

e Die Eigenzustédnde sind zueinander orthogonal:

Ala;) = aila;) = (aila;) = 6y

Verallgemeinerung zu eigentlichen und uneigentlichen Eigenzustanden

(ailaj) = 0(i,7)

(I11.57)

(IIL.58)

(IT1.59)

(I11.60)

(ITL.61)

Die Eigenzustéinde eines hermiteschen Operators bilden eine Basis von H: Sei 1)) € H beliebig, dann

gilt:
) =Y las)alo)

Weiterhin ist
A = Salaals) ey en

J

deshalb = A= zaj|aj)<aj\
J

,opektraldarstellung von A«
Der Spezialfall A = 1 liefert die Vollstindigkeitsrelation

1 =§£aj><aj|

(I11.62)

(111.63)

(I11.64)

(I11.65)

Diese liefert einen hiufigen Trick zur Umformung von Ausdriicken (,,Einschieben einer Eins®).
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Beispiel:
(W|Ajy) = (p|1AL]y)

jz (0la) {ay| Al ()

ajé(j k)

- jaﬂww (11.66)
J
Satz: Die hermiteschen Operatoren A und B sind genau dann vertauschbar, [A, B] = 0, wenn sie
dieselben Eigenvektoren besitzen.
Beweis:

<*) Sei {p;} ein gemeinsamer Satz von Eigenvektoren von A und B.

Alpi) = asl i) Blp:) = bilw:)

2

Spektraldarstellungen:

A= jaiwm B= XMWW
N - <zal|s@z <pz zb o) %
jjalb loi foiles) o]

5(%]

- zaibi|@i><¢i|

i

B A= zbiai|@i><¢i| = jaibi|¢i><<ﬁi|

= [A,B] = (I11.67)
=) Es gelte [4, B] = 0 und A|p;) = a;|p;), dann folgt
AB\%> = BA|%‘> = Bai“ﬁi>
= a;(Ble:)) (I11.68)

Das heift B|g;) ist Eigenvektor zu A mit Eigenwert a;. Lassen wir eine magliche Entartung
aufler acht, dann folgt:

Blgi) ~|pi) = Blei) = biles) O (IIL69)

111.9 Spezielle Operatoren

Definition II1.9.1 (Dyadisches Produkt). Das dyadische Produkt zweier Vektoren ist definiert als

Dias = |} (8] (ITL70)

66



II1.9 Spezielle Operatoren

Fiir das dyadische Produkt gilt
Dogld)llla) — VIv) e H (I11.71)
(l)(8)" = 18)(e (111.72)

Definition IT1.9.2 (Projektionsoperator). Ist |a) ein normierter Vektor ((«|a) = 1), dann ist der
zugehorige Projektionsoperator definiert als

P(la)) = la)al (111.73)
Fiir Projektionsoperatoren gilt
Idempotenz P2(ja)) = |a)(ala)(a] = |a){a] = P(ja)) (IT1.74)
Hermitizitiit Pf(la)) = P(ja)) (I11.75)
Definitionsbereich Dpgay =H (I11.76)
Wertebereich W (jay) = {Span(|e))} (I11.77)

P(|a)) ist Operatordarstellung des Trenners aus Abschnitt IT1.2. Sei {|o)} eine Orthonormalbasis
(ONB) von H. Dann gilt

P(lai)) P(lay)) = 6(i, ) P(le)) (ITL.78)
Héufig schreibt man auch
Py = P(la)) (I11.79)
und
1= zﬁqam (I11.80)

VERALLGEMEINERUNG: Projektionsoperator auf Unterraum U C H: {|u,)} sei Orthonormalbasis
von U, dann ist

Py 1= 3 i) | (I1L81)
Projektionsoperator auf U. Es gilt weiterhin
Dy, =H (111.82)
Wp, =U (I11.83)
Definition I11.9.3 (Inverser Operator). Der zu A inverse Operator A1 ist definiert durch
ATTA=AA"' =1 (I11.84)
Fiir den inversen Operator gilt
(A~Ht = (4hH)~! (I11.85)
da 1=1"=(A71A)F = AT(A~YH)t O (II1.86)
Definition II1.9.4. Als unitidre Operatoren bezeichnet man solche, fiir die gilt
Ut=ov-1 (I11.87)
beziehungsweise Ut =00t =1 (I11.88)
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Unitére Operatoren werden hiufig dargestellt als U = ¢V mit V hermitesch.
Definition III.9.5 (Unitére Transformationen). Mittels unitérer Operatoren definieren wir unitére
Transformationen fiir

i) Zusténde: [v) — [Py = Ul) (I11.89)
ii) Operatoren: A=— A=UAUt (I11.90)

Unitére Transformationen dndern Skalarprodukte, Erwartungswerte und Eigenwerte nicht:
a) Skalarprodukte: W|@) = (|UTU|p) (IT1.91)
b) Erwartungswerte: W|A|) = WUTUAUTU ) = (]| Aly) (I11.92)
c¢) Eigenwerte: Folgt aus a) und b):
o (ailAla;) _ <&i|j|di>
C ({aglas) (@ilaq)
Samtliche messbaren Resultate der Quantenmechanik kénnen iiber Skalarprodukte, Erwartungswerte

und Eigenwerte ausgedriickt werden, deshalb dndert sich die Physik durch unitdre Transformationen
in ‘H nicht!

— & (I11.93)

Wir wollen nun noch eine infinitesimale unitare Transformation betrachten:

U=eY =1+ieV + O(e) (IT1.94)

= U =1+ieV (I11.95)

Unter Vernachléssigung quadratischer Terme in e.

111.10 Funktionen und Ableitungen von Operatoren

i) Funktionen linearer Operatoren sind {iber Potenzreihen erklért:

FA) =D ca(A) (I11.96)

ii) Man definiert auch verschiedene Arten von Ableitung einer Operatorfunktion:

a) Ableitung nach einem Parameter: Gegeben sei eine Operatorfunktion, die zusiitzlich noch
von einem reellen oder komplexen Parameter abhénge: f(A,7n) Dann ist

A gy FAE O = (A ) (I11.97)
dn e—0 €
b) Nach einem Operator:
Af(A) .y LAED) = F(A) (IIL.98)
dA e—0 €

Es gelten die iiblichen Rechenregeln unter Beobachtung der Reihenfolge der Operatoren:

d oon o df(A)  dg(4)

73 ((Dg(A)) = =7=g(A) + F(A) == (111.99)
d o ; oy df(A) | dg(A)
dA(f(A)+g(A))— 7 1 (I11.100)
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111.11 Matrixelemente von Operatoren

Gegeben sei eine abzéhlbare Orthonormalbasis {|«;),7 = 1,2,...}, dann identifizieren wir

e cin Ket als Spaltenvektor in der Basis {«;}:

V1
) = ; o) <oz;|vw> “ ZZ Spaltenvektor (I11.101)

wobei sich die Komponenten des Vektors aus der Projektion auf die Basisvektoren ergeben.

Vi = (ou|) (I11.102)

Im iiberabzihlbaren Fall {|a,),z € R} werden diese Projektionen zu Funktionen von einer
Variablen:

U(x) = {ox i) (I11.103)

e cinen Operator als Matrix in der Basis {«;}:

A=1-4-1= |a) (ailAlog){(aj| =Y Aijleu) (o] (I11.104)

wobeil wir die Matrizelemente identifizieren als

Aij = (] Aloy) (I11.105)
A11 A12 Alj
Agp Az

A= : L (I11.106)

Ai Ay

Im tiberabzdhlbaren Fall {|a,),z € R} werden die Matrixelemente zu Funktionen von zwei
Variablen:

Az, 2") = (0| Al o) (I11.107)
e ein Bra als Zeilenvektor mit konjugiert komplexen Eintrédgen:

W) =D (Wloa)(oi| = (eul) (sl (@ 395 ...) (I11.108)

i i

Im Matrixelement des Produkts zweier Operatoren lisst sich die bekannte Matrixmultiplikation
wiederfinden:

(AB)ij = (il ABlay) = Y (cil Alew) (x| Blay)
k

= Z A1, Byj (I11.109)
k
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Weitere Eigenschaften
i) (AN = A3, (II1.110)
Da (04| AT|oy) = (Aai|ay) = (0| Alas)* = A7 (I11.111)
ii) Fiir unitire Operatoren UT = U~! gilt
Uiy =Uj; (I11.112)

Definition IT1.11.1 (Spur eines Operators).

Sp(A) = Tr(A) = Z(ai|fl|ai> (II1.113)

7

Die Spur eines Operators ist unabhéngig von der gewiihlten Darstellung, das heifit unabhéingig von
der verwendeten Orthonormalbasis.
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IV Die statistischen Aussagen der
Quantenmechanik

IV.1 Wahrscheinlichkeit, Erwartungswert, Streuung, Unscharfe

Wir wollen zunéchst einige statistische Begriffe definieren. Bei N-maliger Messung einer Grofie A
mit diskreten Messwerten ay unter gleichen Anfangsbedingungen trete der Messwert ajy Nji-mal auf.
Definition IV.1.1 (Wahrscheinlichkeit). Die Wahrscheinlichkeit des Messwertes ay, ist definiert als

W, = lim Ne (IvV.1)

Es gilt 3 wa, = 1. Ist we,, = 1 und w,, = 0Vk # ko, so tritt ax, mit Sicherheit ein. Offensichtlich
ist 0 <w,g, <1.
Definition IV.1.2 (Erwartungs- oder Mittelwert).

(A) = lim %ZNkak = Zwakak (Iv.2)
k

Der Erwartungswert muss mit keinem Messwert iibereinstimmen.
Definition IV.1.3 (Streuung). Quadratische Abweichung vom Mittelwert.

(AA) = lim_ % 3" Nilar — (A)" = wa, (an — (A))* = (42) — (A)? (IV.3)
k k

Die Streuung ist als Summe positiver Groflen stets positiv. Deshalb gilt:

(AA)? =0 <<  Messwert ay, liegt mit Sicherheit vor; Way, = 1,wq, = 0Vk # ko (IV.4)

Definition IV.1.4 (Unschérfe).

Ad = \/Z way (ax — (A))” = /(42) = (4)? (IV.5)
k

Sind die moglichen Messwerte kontinuierlich verteilt, a € R, so tritt an Stelle der Wahrscheinlichkeit
W, die Wahrscheinlichkeitsdichte w(a).
Definition IV.1.5 (Wahrscheinlichkeit fiir Messwert im Intervall [a1, az]).

w(ay,az) = /daw(a) (IV.6)

ay
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1V Die statistischen Aussagen der Quantenmechanik

Umfasst das Intervall alle moglichen Werte, so gilt:
- / daw(a) (IV.7)
—00
Definition IV.1.6 (Erwartungswert).

(A) = / daw(a)-a (IV.8)

Fiir diskrete und/oder kontinuierliche Messwerte gilt in zusammenfassender Schreibweise nach der
Notation in Abschnitt II1.6:

w(ay,az) = Zw(a) (Iv.9)

1= zw(a) (IV.10)

(A) = iw(a) “a (IV.11)

IV.2 Postulate der Quantenmechanik

1) Messapparatur einer physikalischen Grole < linearer hermitescher
(Observable) Operator A
2) Reiner Zustand des Quantensystems & Hilbert-Vektor [))
3) Messung bzw. Wechselwirkung zwischen & Spektralzerlegung
System und Apparatur mit Messergebnis ay, ) = ) (ax] )
k
ALDACELY
A
= P|ak> |¢>
Reduktion des
Zustandsvektors
4) Mogliche Messergebnisse von A < Eigenwerte aj des Operators
A
5)  Wahrscheinlichkeit fiir die Messung von 4 & w(ag|y) = [{ag)|?

Die Quantentheorie liefert lediglich statistische Aussagen die wesentlich schwiicher sind als der De-
terminismus der klassischen Physik. Die Quantentheorie ist dennoch in der Lage die zwei Fragen

72



1V.3 Der Messprozess

Messapparatur
—
System l
—

\ Beobachter

Abbildung IV.1: Die drei Akteure des Quantenmechanischen Messprozesses

|lai) ~

Py, |0y

l |
e @)

lai) ~
P?

>

¥)

mit wgy, =1
mit wa, = |(a,]0)?

Abbildung IV.2: Wiederholte Messung der gleichen Observablen

i) Welche Messergebnisse sind iiberhaupt moglich?
ii) Mit welcher Wahrscheinlichkeit stellen sich diese Messergebnisse ein?

zu beantworten.

IV.3 Der Messprozess

Bei einer Messung an einem quantenmechanischen System spielen drei Akteure eine Rolle: Das Sys-
tem, die Messapparatur und der Beobachter (siehe auch Abb. IV.1). Wir wollen nun die zweimalige
Messung der gleichen Observablen wie in Abb. IV.2 betrachten. Eine wiederholte Messung der glei-
chen Observablen dndert das Messergebnis nicht!

Bemerkungen:
i) Wa, = (Y| Py, |9)
= (Ylai)(aily)
= [{ail)|? (IV.12)

i) Der Zustandsvektor ist normiert:

1= Zw(ai) = Z<¢|az‘><ai\7f’>
= (1) lai)(ail ) = (1) (IV.13)

| —
=1
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1V Die statistischen Aussagen der Quantenmechanik

iii) Der Erwartungswert von A im Systemzustand [¢) lautet:

) = S awn, = Yarlali)?
k k

- jwm\amauw - <w|212f|ak><ak|¢>
k

k

= (l4l¥) (1V.14)

Alternative Beziehung;:

(A) = (¥|Aly) = Sp(P ) A) (IV.15)

iv) Die Streuung von A im Zustand ist

= (4%) — (4)? (IV.16)

v) Im Falle der Entartung von a; mit
M(a;) = {Span|a;s),s =1,...,dim M(a;)} C H Unterraum zum Eigenwert a; gilt:

Wq; = <w‘PJW(ai) ¢> (IV17)

mit P]V[(ai) = Zﬁ|ai,s><ai,s

S

wobei Alais) = aila;s) mit s=1,...,dim M (a;)

(IV.18)

Nach Messung von a; wird der Zustandsvektor nur in den Unterraum M (a;) projiziert:

0} = Y las asoly) (1v.19)

S

[¥) —— Puay)
Messung

IV.4 Vertrdgliche und nicht-vertragliche Observablen

Wir wollen einen Aufbau geméafi Abb. IV.3 betrachten.
Was passiert bei zweiter Messung von A?

1) A und B vertraglich & [A, B] =0 Dann ist [¢5) Eigenzustand zu B und A: [1bs) = |a;, b;). Die
zweite Messung von A liefert mit Sicherheit a;. Die Reihenfolge der Messungen von A und B
ist irrelevant.

2) A und E nicht vertriglich < [A, B] #0 Der Messwert a; stellt sich bei der zweiten Messung
von A nur mit Wahrscheinlichkeit w,, = [(a;|b;)|? ein. Der Priparationseffekt durch die Mes-
sung von A wird durch die Messung von B aufgehoben.

74



IV.5 Verallgemeinerte Heisenberg’sche Unschérferelation

>| A >| B >| A
%) 1) = la:) l [92) = 1b5)
|
@) mit w, = |(b; )
mlt Wa, = |{a;|Y)|?

Abbildung IV.3: Nacheinander werden die Observablen A und B gemessen.

Um einen Zustand vollstindig festzulegen, bedarf es der Messung eines vollstindigen Satzes an

kommutierenden Operatoren. o R

Definition IV.4.1 (Vollsténdiger Satz von kommutierenden Observablen). Die Observablen {A, B,C, ..., O}
—_———

F Stiick
bilden einen vollstindigen Satz kommutierender Observablen, wenn es genau ein gemeinsames Sys-

tem von Eigenzustédnden gibt. F' ist die Zahl der Freiheitsgrade des Systems.
Definition IV.4.2 (Reiner Zustand). Ein reiner Zustand wird durch Messung eines vollsténdigen
Satzes von kommutierenden Observablen prdpariert:

|’(/J> = |a7 b’ c) MR 0> (IV.QO)

Vollstandigkeitsrelation Fiir einen vollstdndigen Satz vertraglicher Observablen gilt die Vollstdndigkeitsrelation

1= z lai, bj, iy ..y 0p) (@i  bj, Chy ..., 0p] (Iv.21)
i,5,k,l,....p

IV.5 Verallgemeinerte Heisenberg’'sche Unscharferelation

Wir hatten gesehen, dass die Unschiirfe AA2 = (1| A2|p) — (1| A|h)2? genau dann verschwindet, wenn
1) Eigenvektor zu A ist. Das heifit aber falls [A, B] # 0, wird im Allgemeinen AA? - AB; ungleich

Null sein, da [¢/) niemals simultan Eigenvektor zu A und B sein kann. Das heifit, dle glelchzeltlge
scharfe Messung von A und B ist unmdaglich. Wir wollen nun eine untere Schranke fiir AA7 - AB]
finden:

e Betrachte die hermiteschen Operatoren:

= (Y] Ajp) -1 f=B— (Bl -1 (IV.22)
e Streuungen von A und B:
AL = (I(A - @lAlp(1)” | v)
= (y]a°|y)
= laly)|? (IV.23)
AB; = [B1)]1? (Iv.24)

Dies sind Léingen? der Vektoren &|¢) und S[y).
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1V Die statistischen Aussagen der Quantenmechanik

e Die Schwarz’sche Ungleichung liefert:

AALABE = |[aly)|7)1819)

> (G |By)|* = (vlaBlw) (¢lpaly) (IV.25)

e Nun ist
68 = (&P} + 5[0 (1v.26)
Bac= (@}~ 5[ad (1v27)
mit {A,BY = AB+ BA ,Anti-Kommutator* (IV.28)
- (ladlo)wlpaly) = 3 wlia, BH1)? + L {lila, Bll)? (V.20)

Da der Anti-Kommutator ein hermitescher Operator ist, gilt (¢)|{a, 5}|¢) € R und liefert die
Abschétzung

1 ~ oA
Ady - ABy 2 S|{YI[4, Bl[Y)] (IV.30)

wobei [4, Bl = [A) B] benutzt wurde. (IV.30) ist die verallgemeinerte Heisenberg’sche Unschirferelation.
Fiir A = ¢ und B = p folgt aus [¢,p] = ih

Ap-Aq > (Iv.31)

| S

IV.6 Orts- und Impulsdarstellung

Wir wollen nun den abstrakten Dirac-Formalismus in Verbindung mit der Schrodinger’schen Wel-
lenmechanik aus den Kapiteln I und II bringen.

Ortsdarstellung eindimensionaler Probleme Jede Observable ist darstellbar als F(z,p) = F1(Z,p).
Wegen

. hoF

F, i) = —=—— 1V.32

P =55 (IV.32)

sind alle mit & vertauschenden Operatoren auf diesem Hilbert-Raum allgemeine Funktionen von Z:

F (). Das heifit, der vollstéindige Satz von Observablen ist durch {} alleine gegeben. Die zugehorige
Eigenwertgleichung lautet

Z|z) = z|x) (Iv.33)

Bemerkung:
Zuvor hatten wir |a?) = |z) geschrieben, |x) ist uneigentlicher Dirac-Vektor.
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IV.6 Orts- und Impulsdarstellung

Wie lautet das Spektrum von & ? Dazu betrachten wir den Operator

T(E):=e 7P | ¢eR

Aus (IV.32) folgt:

Nun wenden wir [T, #] auf |z) an:

T(¢) ila) —2T(¢)|x) = —€T(€)|z)

=z|z)

N (1)) = (x + &) (T()[x))

Das heiBt, T'(€)|z) ist ebenfalls Eigenvektor zu & mit Eigenwert (z 4 £)!
T(€)z) = Jo+8) ceC

T(€) ist fiir & € R unitér:

Deswegen ist |¢| = 1.

Beweis:
§(z,a') = (x|2’) = (@|TT(E)T(&)|2")
= (T%\Tx) =c'c(z+ &z + &)
= |c[*6(z,z")
= c = '®:8)

Wir setzen a = 0. Das heif3t:

1)) = |z +¢€)

Da £ € R beliebig, sind somit die Eigenwerte a kontinuierlich verteilt: z € R

(x|2) = 6(x — 2')
[[2)] = (Linge) "

Wegen (IV.41) wird T'(€) , Translationsoperator* genannt.

Zustandsvektor des quantentheoretischen Systems in der Ortsbasis

oo

) = [ dela)iely)

— 00

Fiir die Wellenfunktion schreiben wir ¢ (x) = (x[¢).

(IV.34)

(IV.35)

(IV.36)

(IV.37)

(IV.38)

(IV.39)

(IV.40)

(IV.41)

(IV.42)
(IV.43)

(IV.44)
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1V Die statistischen Aussagen der Quantenmechanik

Normierung

1= () = (0] / de ) (e ) = / da () zlop)

oo

~ [ v @i

— 00

Quadratintegrabilitit!

Wabhrscheinlichkeit einer Ortsmessung im Intervall [z, z + dz]

w(z,x + dx) = |<as|1/)> |2dx = ¢*(x)Y(x)dx

Wirkung des Impulsoperators auf |z) Wir gehen aus von der infinitesimalen Translation

~ 7 .
T(6¢) = 1 - 156
(IV.41) ergibt dann:

[7) — +opla) = | + 6¢)

L Bt 6g) — )
= Bla) =~ o€
Fiir 6¢ — 0 folgt:
o hd
ple) = T dr )
Wirkung des Impulsoperators auf ¢(z) = (x|y):
hd
(alpl) = (pel) = +5 -+ (elv)
h d
= pow(x):—i-;%w( )

Wirkung des Hamiltonoperators in der Ortsdarstellung
1

fr_ L s
H= 577D +V(x)
- n? d? >
Ay = (~ L v )
Wegen H=Ht gilt dann
R R h2 d2
Hiw) = H S
(al A1) = o) = (— o L v()) pia)
1 . ho .
Schrodinger-Gleichung;: o (x,t) = H otp(x)
i
Basisunabhéingige Formulierung;: —E%W) = H[Y)
i
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(IV.48)

(IV.49)

(IV.50)

(IV.51)
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(IV.53)

(IV.54)



1V.7 Eigenwertprobleme in der Ortsdarstellung

IV.7 Eigenwertprobleme in der Ortsdarstellung

IV.7.1 Impuls

plp) = plp)
= (z|plp) = p(z|p)
mit ¢, (z) = (z|p) ist
2 (@) = pUy()
= Upla) = (lp) = c- eFP

Aus der Normierungsbedingung erhalten wir c:

W) = [ ey @)

oo

=|c? / di ek -9

— 00

= |c|*(2mh) - 6(p — p')
1

vV2rh

Wir setzen wieder a = 0 und erhalten die normierten Impulseigenfunktionen

. ez’a

= c=

1 3
(olp) = p(a) = 5 et

1
(pla) = 5 (@) = e HP

IV.7.2 Energie

H|E) = E|E)
Mit Y g(x) := (z|E) folgt

W d
<_%W

PV (@) ) () = Bin()

Zeitunabhdngige Schridinger-Gleichung

(IV.55)
(IV.56)

(IV.57)

(IV.58)

(IV.59)

(IV.60)

(IV.61)
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V Der Drehimpuls

V.1 Vertauschungsrelationen

Der Operator des Bahndrehimpulses lautet (in der Ortsdarstellung):

N ~ h -
L=Zxp=-ZxV
)
. . - A h
beziehungsweise L; = €12 Dr = —€;j52;0k (V.1)
i

wobei €5, der vollstdndig antisymmetrische Tensor dritter Stufe mit €193 = 1 ist.

Vertauschungsrelationen

[Li,Lj] =iheijrLy
[ ) fj] = iheijkfk
[Li,pj] = iheijupr (V.2)

Diese Vertauschungsrelationen folgen sofort aus [&;, p;] = ik d;;.

V.2 Drehungen

Der unitire Operator Uz = e%ﬁ'i,aﬁ € R3 ist der Drehoperator. Man sagt, L ist der Erzeugungs-
operator der Drehung.

Beweis:

a) Aus LT = L folgt die Unitaritéit von Ugz:

UL = e #%E = e i# L = ()
N U;U¢ = U¢U; = (V.3)
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V' Der Drehimpuls

8]

Abbildung V.1: ¥ — ¥ = & + 6@ X ¥ ist infinitesimale Drehung.

b) Mit infinitesimalem Drehwinkel gilt in der Ortsdarstellung (siche auch Abb. V.1):

= (1+ (83 x @) - V)Y (&) + O(6¢°)
= (T + 6@ x T) + 0(65°)
= Usg(Z) = (F) ; & =F+6Fx T (V.4)

Drehung des Vektors Z um infinitesimalen Winkel |d¢|.

Frage: Wie schen die Operatoren im gedrehten System aus? Sei A ein Operator im System Y.
Wie lautet dann A’ im gedrehten System X'?

Ap(E) = o(7) Multiplikation mit Usz
= UsgAp(Z) = o(7) Einschieben von 1 = U} Usg
= (UsgAU] ) Us gt (2) = 0(3)

(UL AUso)(#) = (&)
N—_——
= A
A'Y(@) = o(@) (V.5)

Das heifit, die Operatoren in X’ lauten:

A— A/ = Ug@AU(;r@. (VG)

Dies entspricht genau dem Transformationsverhalten, das wir in Kapitel III Definition I11.9.5
eingefiihrt hatten.

Aus der Entwicklung von (V.6) bis linearer Ordnung in §¢ folgt

A= (1+ %&z- £)A(1- %&z- r)

= — A+ Lz L, Al

St

Beziehungsweise A=A+ %5501 [Ly, A (V.7)
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V.3 Eigenwerte von Drehimpulsoperatoren

Bemerkungen:

i) Ein skalarer Operator sollte drehinvariant sein, also in allen Systemen identisch. Dann ist
A" = A und [L;, A] = 0, zum Beispiel

A=p? (V.8)
[leﬁz] = [lepmpm] = Pm [lepm] + [Llapm]pm
Nun ist [Ly, pm] = themnpn-

= [LlaﬁQ] = pm(ihelmnpn) + Z.h‘flmnpnpm

= Z.hehnn (pmpn + pnpm)
= 2ihemnPmpn = 0 O (V.9)
0

[pi.pj]=
Beispiel 2:
A=1I?
[Ly, L] = ih€tmn(Lin Ly + LyL) =0 (V.10)
—_~ ———

antisymmetrisch symmetrisch
in (n,m) in (n,m)

ii) A sei vektorwertiger Operator 1:1', dann transformiert sich ¥ bei infinitesimalen Rotationen

gemésf S A
T 0 =04+08 x v (V.11)
Komponentenweiser Vergleich mit (V.7) liefert:
. o N
5 + €Rbpi0y = 05 + ﬁ&pl [Ll,vj]
. oo
= (L1, 05] = €tk (V.12)

Dies ist das Transformationsverhalten der Vektoren L, # und p, das wir in (V.2) beob-
achtet haben.

V.3 Eigenwerte von Drehimpulsoperatoren

Die Eigenwerte des Drehimpulses lassen sich aus den algebraischen Relationen

[Li, L;] = iheijuly | 0,7,k = 2,9, 2 (V.13)

ableiten. Das Ergebnis ist deshalb fiir jeden Drehimpuls (Bahndrehimpuls, Spin, Gesamtdrehimpuls)
giiltig.

Da die Komponenten L, L, und L, nicht miteinander kommutieren existiert kein gemeinsames
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V' Der Drehimpuls

Basissystem. Es gilt jedoch

L%, L] =0 i=z,y.2 =L+ +12 (V.14)

Demnach kénnen wir L? und eine Komponente von L gemeinsam diagonalisieren. Wir wihlen L?
und L, mit z als ,,Quantisierungsachse®.
Definition V.3.1.

Ly =1L, +iL, (V.15)
Eigenschaften
. (Li)t =L+ (V.16)
. [L.,Ly] =ihL, +hL, = +hL. (V.17)
. Ly, L ]= —QZ[Lw,L ] =2hL, (V.18)
. (L%, Ly = (V.19)
. [’=L_L,+hL,+L? (V.20)
Da L Ly = (L,—iL,)(L,+iL,)
=L+ L, —hL, (V.21)
LiL_=L2+L}+hL. (V.22)

Eigenwertproblem )y, (Z) bezeichne eine gemeinsame Eigenfunktion zu L% und L. Der zugehorige
Ket-Zustand sei mit [¢,,) bezeichnet. Dann lautet das Eigenwertproblem:

L2 i) = B2+ 1) | i (v-23)
Im) = Yim) mit 1 >0

wobei m,l € R zunéchst beliebig sind. Wir werden spéter sehen warum diese Parametrisierung des
Eigenwertproblems sinnvoll ist. Fiir den Moment wurden keine Annahmen beziiglich der Eigenwerte

von L, und L? gemacht. Ly sind Leiteroperatoren:

LzL:i:|wlm> = (L:I:Lz + hL:I:)|wlm>
= h(m + 1)L+ [thim) (V.24)

Wir sehen: Ly erhoht beziehungsweise erniedrigt den ﬁZ—Eigenwert eines Zustands um 1:

Li|wl'm> ~ ‘wl,7rL+1> (V25)

Wegen [L4, I_:Q] = 0 bleibt der L2-Eigenwert [ jedoch unveréindert:

L2E i) = Ea L2 tbum) = B+ 1) E [thim) (V.26)
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V.3 Eigenwerte von Drehimpulsoperatoren

Wir wollen nun die Norm von Ei‘¢lm> bestimmen:

I L [him )12 = (Wt | L L |01
= <wlm| fjiii W}lm>
——

>

L?> - L?2FhL,
=R (I(L+ 1) — m* F m) (Vi |im)
9 9 N——
=h (l(l +1)—m*F m) =1 (V.27)
= L [tm) = BaJU( + 1) — m(m = 1)ty mar) (V.28)
Da || L |tim)[* > 0, gilt:
I(l+1)—m(m=+1)>0 (V.29)
Es folgen die Bedingungen an m und I:
m > 0: (l+1)>mm+1) = I>m (V.30)
m < 0: {l+1) > —|m|(=|m| £1) (V.31)
hieraus folgt als schérfere Bedingung:
I(1+1) > |m|(jm|+ 1) (V.32)
Damit: |m| <1 (V.33)

Welche Werte nehmen [ und m an? Sei M maximales m fiir gegebenes [. Dann muss Ly |[1;p7) =0
sein, denn ansonsten wire M nicht maximal. Aus der Normierungsbedingung || L4 [13,,)]|? = 0 folgt
dann

I(l4+1)=M(M+1) oder | M =1 (V.34)

Analoges Argument gilt auch fiir minimales Element p der m-Eigenwerte.

= L—|7/)lu> =0
= W(I+1) = pl(Jul + 1)
N Il =1 (V.35)

Somit kann man durch den Absteigeoperator L_ ausgehend von |¢;;) sdmtliche Werte von m ge-
winnen:

Lyla) =0
L_|ia) ~ [thri-1)
(L)) ~ L_|tpra—1) ~ [tbra—2)
(L)1) ~ |1-3) (V.36)
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V' Der Drehimpuls

Diese Reihe muss bei m = —[ abbrechen:

(L)) ~ [—) = k=2 (V.37)

Das heifit [ = % mit k € IN. [ nimmt halbzahlige Werte an.

Drehimpulsspektrum:

L |im) = B2U(L+ 1) ) (V.38)
L.t} = hm|tm) (V.39)

— 1357
mit [ =0,1,2,3,4,... oderlf2,2,2,2,.. V.40)
und m=—1,—l+1,—1+2,...,0—2,1—1,1 (V.41)

Die Quantenzahlen [ und m sind diskret und halbzahlig.

Bemerkungen:

i) Der L2-Eigenraum ist (2! + 1)-fach entartet.

ii) Die Drehimpulsvertauschungsrelationen [L;,L;] = he;jxLr werden mathematisch als
SO(3)-Algebra bezeichnet. Die Drehgruppe, die SO(3)-Gruppe, folgt aus der Algebra
durch Exponentiation: D(p) = er L,

iii) Wir werden sehen, dass der Bahndrehimpuls stets ganzzahlige Werte | einnimmt. Eine
berithmte Situation mit [ = 1/2 ist der Spin 1/2 des Elektrons, der ,,Eigendrehimpuls® des
Elektrons.

iv) Quantenteilchen klassifiziert man unter anderem nach ihrem Spin. Ein Teilchen mit ganz-
zahligem Spin nennt man , Boson“. Ein Teilchen mit halbzahligem Spin nennt man , Fer-
mion“.

V.4 Bahndrehimpuls in Polarkoordinaten, Kugelflachenfunktionen

Wir wollen nun im Ortsraum die expliziten Eigenfunktionen

wlm(f) = <f|la m> (V42)

des Bahndrehimpulses L = by x V bestimmen. (Von nun an schreiben wir |1, m) := |¢;,,,).) Dazu
verwenden wir Polarkoordinaten wie in Abb. V.2.

1

10 L 1 9
+€97

V= r@+ewrsin9%

Q)

0
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Abbildung V.2: Vektor in Kugelkoordinaten; ¥ = ré,; d>z = 72 sin fdr dy d

V.4 Bahndrehimpuls in Polarkoordinaten, Kugelflichenfunktionen

Daraus ergibt sich durch direkte Rechnung:

L,=
A h
p.=n2

z

=

L2

T 0

= —p?

|

E(fsin 2fcos cotd
; Y90 v

(cos ap% — sinp cot 6

90 9o

dp

2

. , 0
L, = het® <i— + i cot 0 —

! g(s Qg)Jr
sinf 00 \""7 99

)
7

1o
sin? 6 Op?

|

Die Bahndrehimpuls Eigenwertgleichungen lauten dann:

(sin 9%)} Vim(p,0)

0 .
%wl,m (907 9) =1m wl,m(@a 0)

Yrm(p,0) = A(e) - B(0)

A(p) = e

= —l(l + 1)wl,m(507 9)

1 o2 1 9
sin?6 0p?  sinf Oy
Separationsansatz:
Lésung von (V.46):
Dann verbleibt:
[L 9
sin f 00

2
9 (Smgi) _om

08

sin® 60

+I0+1)| BB) =0

(V.44)

(V.45)

(V.46)

(V.49)

Die Losung dieser Differentialgleichung ist bekannt. Es handelt sich um die assoziierten Legendre-
Funktionen Py, (cos ) !. Als Resultat fiir die Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators erhalten wir

IVorsicht: Einige Authoren (z.B. Nolting) verwenden bei der Definition der assoziierten Legendre-Funktionen eine
andere Vorzeichenkonvention. Bei Verwendeung dieser anderen Konvention werden die Funktionen dann aber meist

» P (x)¢ geschrieben.
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V' Der Drehimpuls

die ,, Kugelflichenfunktionen® ¥, (¢, 6)

Vim (0, 0) = Yim (e, 0)
- ; 204+ 1 (I = |m)|)! (V.50)
— (_\(mt] \)/2P g) . fme .
( ) ”m|(COS ) € \/ A (l + |m|)'
Wichtige Beobachtung::
Die Stetigkeit der Kugelflichenfunktionen
|
UVim (p + 2m,0) = Y (@, 0) (V.51)
verlangt die Ganzzahligkeit von m und [
1=0,1,2,3,...
m=—l,—l+1,-1+2,...,0—2,1-1,1
Assoziierte Legendre-Polynome
o\ m dTTL
Po(z) = (1 —2%)2 e (), m>0 (V.52)
Legendre-Polynome

1 d o, .

& 0
(1—332)% dtm 2 l

Pim(®) = 7 — gamm @ = 1)

Bi(z) =

Polynom I-ten Grades (V.53)

Polynom [-ten Grades (V.54)
Offensichtlich gilt:

Pl,g_;,_l(.r) =0 (V.55)
P(z) = (2l — ) (1 — 2?)2 mit (n)!! = n(n —2)(n —4)---1 (V.56)
Pio(x) = Fi(z) (V.57)
Relevantes Argument: x = cos ¢
Py (cosf) = - sin™ 6 aer sin? @ (V.58)
tm Ll d(cos )i+m '
Rekursionsrelation:
(+1)Pra(x) = 2I+1)- P(z) =1 Pa(z)
(1— 2?)P{(z) = [(Pi1(z) — 2P (2)) (V.59)
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V.4 Bahndrehimpuls in Polarkoordinaten, Kugelflichenfunktionen

Explizit:
Lo
Py=1 P2:§(3x -1)
1
P =z P3 = 5(5gc3 — 32) (V.60)
Differentialgleichung:
d? d m
2 _
Paritat:
Pin (=) = (_)Hmplm(x) (V.62)
Norm:
1
2 I+ m)! .
/dﬂf le(x)Ppm(x) = 21_’_121_/”3!5”/ fir m Z 0 (V63)

-1

Hieraus resultieren folgende Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen Y}, (z):

Orthogonalitat

™ 27
/d@ sin@/dgp Ylm(ﬁ, @)*}ﬁ/m/(a, QD) = 6ll’5mm’ (V64)
0 0
Volistandigkeit
0o l
1
DY Yinl0.9)Yim (O, ¢) == 66 = 8)5(¢ — &) (V.65)
=0 m=—1 +
MafBfaktor
Additionstheorem (Summe iiber m)
! 20+ 1
> Yin0.9)Yin(0/ )" = = —Pi(cosp) (V.66)
m=—I1
mit cos p = cosf cos ' + sin 6 sin &’ cos(p — ¢')
)/l,—m(ey ‘P) = (_)m}/lm(ov 4,0)* (V67)

Explizite Kugelflachenfunktionen
1
Yoo =1/ —
00 i
/3 /3 .
Yio = \/ — cosé Y11 = —{\/ — sinfe*?¥
4 8
[5 15 , [15 )
Yoo = 16—7r(3 cos?0 —1) Yo = — o sinfcosfe'? Yoy = o sin? 0e??  (V.68)
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V' Der Drehimpuls

Abbildung V.3: Punktspiegelung am Ursprung in Kugelkoordinaten

Paritit Eine Punktspiegelung im Raum P# = — entspricht in Kugelkoordinaten P (0, ) = (7 —
0, + m). Siehe hierzu auch Abbildung V.3

PYi(0,0) = Yim(m = 0,0 + 1) = (=)' Yim(0, ¢) (V.69)
Demnach sind Y}, Eigenfunktionen des Paritéitsoperators.
Drehimpulsoperatoren
L?Yim (0, 0) = P11 + 1)Yim (0, ) (V.70)
L2Yim (0, ) = hmYim (0, ¢) (V.71)
Aber L, und L, werden nicht durch die Y;,,(6, ) diagonalisiert.

Nomenklatur

=0 ,s-Orbitale“
=1 ,p-Orbitale“
=2 d-Orbitale®
=3 ,f-Orbitale“

Plots Die Y}, sind komplexwertige Funktionen. Hiufig plottet man |Y;,, (0, )| als Funktion des
Winkels 6 als Polardiagramm wie in Abbildung V 4.
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V.4 Bahndrehimpuls in Polarkoordinaten, Kugelflichenfunktionen

ZA ZA
‘%0(97@”2 ..
Erklarung: o=
o Y= 0
0
|/ g g
=Yl Yim >0
r = ‘Ylm‘Qﬂ 5/1,,” < O
Z A Z A
Y10(0, ¢)|? Y11(0, ¢)|?
T g
ZA A ZA
Ya0 (6, )| [Ya1(6, )| [Ya2 (6, ) [?

Abbildung V.4: Polardiagramme der des Betragsquadrats der ersten Kugelflichenfunktionen als
Funktionen von 6.
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VI Zentralpotential und Wasserstoffatom

In diesem Kapitel behandeln wir Zentralpotentiale V (r),r = |&], fiir die [L., H] = [L2, H] = 0 gilt.
Das heiflt, ein vollsténdiger Satz von kommutierenden Observablen ist H, L., L?. Die Eigenfunktionen
dieser drei Operatoren miissen dann die Form

1/1(73 0, 90) = R(T) : Ylm(ea ‘P) (VI'l)

annehmen, wobei die Funktion R(r) aus dem Eigenwertproblem von H folgen wird.

VI.1 Kugelkoordinaten fiir Zentralpotentiale

Wir betrachten Hamiltonoperatoren der Form

N 1 -
H= %p*? +V(r) | mitr=|7 (V1.2)
Wir wollen p2 = —h2V? nun in Kugelkoordinaten, das heifft mittels L2 und % ausdriicken:

>,

L? = (€iju2Dr) (€itmE1Pm)
mit €55 €im = 0ji10km — Ojmdu folgt:

= XjPrTjPr — TjPrTEPj

= P25 —ihE - —&Enprp; +ED; - 3ik
N———
(B2 —ihf

= L* =2 — (7 p)* +ihd - p (VL3)

Nun ist geméf (V.43) und & = reé,.:

N
TEETEV =
vy Lz B2 0N 0
. . . . =2 2
Einsetzen in (VI.3) liefert: pr=Sli - {(T(?r) + rar} (VL.4)
. . %92 ~2 1 :'2
beziehungsweise p-=p;+ 5L
r

wobei p, := ? (% + %) die Radialkomponente des Impulsoperators ist.
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VI Zentralpotential und Wasserstoffatom

Nebenbemerkung:
Dy ist ein hermitescher Operator beziiglich des Skalarprodukts

o0

(.0 = [ drr2u (r)etr) (VL5)
0
wobei 72 hier der MaBfaktor aus dem Volumenelement d®z = 72 sin dpdfdr ist.
Bewets:
r h(o 1
o= Joset (1)
(idee) = [ drr2er )% (41 ) o)
0
r ho Wl
_ Y 2,k e *
—— [t eye + 5 [arrete
0 0
= —/dr ;[27‘1#*@ +r2p* o] + 7 /drrw*go
0 0
o Lh ( o 1 )} -
f— 2 f— —_— — = D I.
/drr L Gl T V)| =0 0) (VL6)
0
Die fundamentale Kommutatorrelation ist erfiillt:
- h ( 0 1)} .
r] = y -\ . - =ih L
ol = | (o )] = (VL7)
Einsetzen von (VI.4) in H = A-p2 + V(r) liefert die Eigenwertgleichung:
& (82 2 a) L
e (S ) =E- I.
[ o \ar2 T 7 97) T 52 +V(r)| ¥(r,0,0) Y(r,0, ) (VL8)
Da {f/z, H, E} ein vollstéandiger Satz von Observablen ist, gilt mit dem Separationsansatz
»(r,0,¢) = R(r)Yim (0, ) (VL9)
die Radialgleichung
h? 22 RA(1+1
{—% ( o 3) D |yl re) = B+ RO (VL10)

or2 ' ror 2mr?

Diese Differentialgleichung ldsst sich in eine effektiv eindimensionale Schrodingergleichung mit effek-

tivem, [-abhéngigem Potential umformen:
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VI.1 Kugelkoordinaten fiir Zentralpotentiale

~ J5, Zentrifugalterm

<V

~ f%, anziehendes Zentralpotential

Abbildung VI.1: Anziehendes Coulomb-Potential:

Moglichkeit von Bindungszustdnden, also
Zustdnden mit £ < 0!
R(r) = )
9% 2 a> 1 2 2 1 9
v 2%\ R I LY
(8r2+rﬁr () r TR +r2u rorz”
h? d* R+ 1)
= D v |ue) = B u)

(VL11)
Ver(r) = V(r)+ SH0E0

2mr?

Zentrifugalterm

Beispiel: Anziehendes Coulomb-Potential, Abbildung VI.1.

Normierungs- und Randbedingungen fiir u(r)

i)

50 > /d3a:|w(f)|2 _ /drﬁrizm(r)\? (VL12)
0

Das heif3t fiir die Bindungszustéinde:

a

lim |u(r)] < — (VI.13)
rate

r—00

mit € > 0. Demnach muss u(r) im Unendlichen stérker als \% abfallen.

i) Verhalten fiir 7 — 0: u(0) = 0 fiir V(r) # 6®3)(&). Da V2“Q ~ 6(3)(#)u(0) fithrt u(0) # 0 stets
zu 6-Funktion in der zeitunabhéingigen Schriodinger-Gleichung.
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VI Zentralpotential und Wasserstoffatom

Abbildung VI.2: Effektives eindimensionales Potential zum Zentralpotential

V1.2 Aligemeine Aussagen zu Bindungszustanden in drei
Dimensionen

In Kapitel III hatten wir gesehen, dass 1D-symmetrische Potentialprobleme stets einen symmetri-
schen Bindungszustand besitzen Ein ungerader Zustand existiert nur, falls das Potential eine Min-
destgrofie besitzt (Vergleiche Potentialtopf und Parameter ¢). (VI.11) fiir [ = 0 entspricht einem
eindimensionalen Problem mit

V(z) >0

(VL.14)
00 <0

VlD (x) = {

wie in Abbildung VI.2. Das fortgesetzte Referenzpotential Vip(x) := V/(|#|) besitzt gerade und
ungerade Bindungszustinde. Wegen «(0) = 0 sind fiir das 3D Problem nur die ungeraden Bindungs-
zustédnde erlaubt! Das heiflt, der erste angeregte Zustand des effektiven Potentials ‘71]3(30) entspricht
dem Grundzustand des 3D Problems V(|Z]). Insbesondere existiert dieser Grundzustand nur bei
hinreichender Potentialstéirke!

Fiir [ > 0 wird das Potential zunehmend abstoflend. Das heifit, sollte Veg(|Z|) fir I = 0 keinen
Bindungszustand besitzen, so erst recht nicht fiir [ > 0.

Diskussion der Grenzfalle

i)y r—0
Fiir V(r) ~ % oder 7 = const. ist der Zentrifugalterm gegeniiber V (r)—E in (VI.11) dominant:

R d? RA(+1) )
_%W—FW u(r) =0 fiir r — 0 (VL15)

Lésung: u(r) = Attt 4 Br=t (VL16)

Der B-Term ist wegen der Randbedingung u(r = 0) = 0 verboten, somit folgt:

lim u(r) =" (ag + arr 4+ agr? +--) (VI17)

700

i) r— 00
Nun ist fiir den Coulombfall V(1) ~ L das gesamte Vg vernachlissigbar und (VI.11) geht iiber
in die freie Schrodingergleichung

hod?
Nun definieren wir x := §/2m(—E)
= u(r) =ce™ ™ firr — oo (VL.19)
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V1.3 Das Coulomb-Potenzial: Spektrum
V1.3 Das Coulomb-Potenzial: Spektrum

Wir spezialisieren die Diskussion nun zum Wasserstoffatom und betrachten ein Elektron im Coulomb-
Potenzial

2z : El tarlad
V(r) = € €o ementarladung (V1.20)
r Z . Anzahl der Protonen

vV __»
|E| p
1
p=Kr= ﬁ\/2m|E\r
2 2
ejlk 2m Zej
po = == (VI1.21)
|E| |E| R
wird die radiale Eigenwertgleichung (VI.11) zur kompakten Gleichung
— — — -1 =0 1.22
a7 T, u(p) (VL.22)

Wir machen nun einen Ansatz, der dem asymptotischen Verhalten von u(r) aus (VI.17) und (VI.19)
gerecht wird:

u(p) = p'tte P w(p) (V1.23)
mit der Potenzreihe
w(p) = Z arp” (VI1.24)
k=0

dp p

d2 l+1 (z+1 )2 (z+1 ) .

—u(p) = — up) —{———=1) u(p)+|{———1 HemPy
e (p) e (p) 5 (p) ; P ()

H(+1)ple P w! (p) = p e w! (p) + p e P (p)
d  d?
=p e |—(1+1 1—p)2+2 1—p)— —}
p e { I+ +(I+1—-p)+2p(+ p)dp-I-dp2 w(p)

d d?
=pl7ter {(l + 124+ = (p+ DI+ 1) +20(0+1— p)ch + din} w(p)

+—=—1|u(p) =0

|: d2 l(l + ].) Lo
dp? p? p

&2 d
= 0=p"le” LW +2p(l+1 —p>d7) —(+ 1)+ (1 +1=p)* =1+ 1)+ ppo —pQ}w(p)

—(141)*+(4+1-p)*+p(po—p)
==2p(l+1)+ppo=p(po—2(1+1))

(VI.25)
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VI Zentralpotential und Wasserstoffatom

Und somit folgt

{pddp? +2(l+1 - P)d% + (o — 201+ 1))} w(p) =0 (V1.26)

Einsetzen des Potenzreihenansatzes (VI.24) liefert folgende Rekursionsrelation fiir die unbekannten
Koeffizienten ay:

iak [k(k —1)p" " +2k(1+1— p)p" " + (po — 2(1+ 1)) p"] =0 (VL.27)
k=0

Vergleich der Terme in O(p*):

apy1[k(k+1) +2(k+ 1)1+ 1)] + [-2k+ po — 2(1 + 1)]ar, =0 (VI.28)

k+1)(k+20+2)

= g1 = ( ag (VIZQ)

Konvergiert diese Reihe? Mafigeblich ist das Verhéltnis aufeinanderfolgender Glieder:

2
lim 24, 2 (VL30)
k—oo ag k

Dieses asymptotische Verhalten ist das einer Exponentialfunktion:

— 1
e = Z H(ap)k (VL31)
k=0
kL (k+1)! a a
fim S SEED gy, ¢ 2 1.32
ke kK] Foek 1k (V1.32)

Das heifit, asymptotisch verhilt sich w(p) wie /!

= lim u(r) = lim p'Tle™" - e ~ ¢f 4 (V1.33)
p—r00 p—r00

Das Ergebnis ist jedoch problematisch, da eine solche Funktion nicht normierbar ist, es sei denn die

Reihe 3, axp” bricht nach dem N-ten Glied ab. Die Forderung der Normierbarkeit liefert uns somit

die Abbruchbedingung any1 = ayso =...=0.

ans1=0 = | po=2(N+1+1) (VL34)

mit N =0,1,2,3,...
Wir haben eine neue ,Quantenzahl® entdeckt! Diese liefert die diskreten Energieeigenwerte des
Coulomb-Potentials:

E =

o (nr) i)

h2p? 2h? N+1+1)2
mit N: ,Radiale Quantenzahl“. Mit Einfiihrung der ,Hauptquantenzahl“ n := N 41+ 1, n =
1,2,3,... folgt

mZ2%ed\ 1
B - ( Z 0) = (V1.36)

Wir haben das Spektrum des H-Atoms gefunden.
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V1.4 Das Coulomb-Potential: Eigenfunktionen

n=1 1=0 (s-Orbital) m=0 E; (1-fach)
=2 [=0 =0
! (@ " } E5 (4-fach)
l=1 (p) m=-1,0,1
n=3 [=0 (s m =0
=1 (p) m=-1,0,1 Es3 (9-fach)
=2 (d) m=—2-1,0,1,2
n=4 1=0 (s) m=0
l =-1,0,1
(p) " Y E, (16-fach)
! () m=—-2-1,0,1,2
1=3 (f) m=—3-2-1,01,23

Tabelle VI.1: Mogliche Werte von | und m in fiir die ersten Werte von n

Entartung von F, Fiir festes n sind | = 0,1,2,...,n — 1 moglich. Fiir festes [ existieren 2] + 1
verschiedene Werte von m. Somit folgt fiir die Entartung von E,,:

n—1

;(21 +1) = 2@ +n=n? (V1.37)

E,, ist n2-fach entartet.

In Tabelle VI.1 sind fiir die ersten Hauptquantenzahlen die mdoglichen Drehimpulsquantenzahlen
explizit aufgefithrt. Durch die Bestimmung von py = 2n haben wir mit der Rekursionsrelation (VI.34)
und der Normierung vollsténdige Information iiber w(p) erlangt.

V1.4 Das Coulomb-Potential: Eigenfunktionen

Die Polynome w,, ;(p) lassen sich tiber Laguerre-Polynome L,(x) ausdriicken.

Eigenschaften der Laguerre-Polynome

e Erzeugende Funktion:

1 > s"
e T = ;Lr(x)ﬁ (VL.38)
e Differentialgleichung;:
L+ (1 —2)L. +rL.=0 (VI.39)
e Assoziierte Laguerre-Polynome L2 (z):
d° d° ( - _ )
L) = L r ()= @ ayr VL40
T(x) d:CS (x) d(L‘S € dxre € ( )

L:(x) ist ein Polynom vom Grad (r — s) mit (r — s) verschiedenen, positiven Nullstellen.
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VI Zentralpotential und Wasserstoffatom

e Explizite Form:

iy S (2
Lrta) = kzzo(*w Kk + s)l(r — k— s)!zk

e Differentialgleichung fiir assoziierte Laguerre-Polynome:
Differenziert man (VI.39) s-mal nach x dann ergibt sich

oL+ (s+1—2)L% + (r—s)LE =0

Ein Vergleich mit der Radialgleichung (VI.26) fiir py = 2n

2
{(2,)) d(gp)Q + (241 +1- (2p))i F(n+1)—(20+1)| w(2p) =0

d(2p)
ergibt:
s=20+1, r=n-+I
= w(p) =A- Lilj_'ll (2p) p = KT

A ist zu bestimmen aus der Normierung.

o Normierung:
(2r —s+1)(r!)?

dx x* e [Li(x)]? =
0/ (r—s)!

Zusammenhang zu w(p):
wp) = A- L2 (2p)  p=rr

A ist zu bestimmen aus der Normierung.

(VL.41)

(VL.42)

(V1.43)

(V1.44)

(VL.45)

(VIL.46)

Zusammenfassung Die gebundenen stationdren Zustéinde des COULOMB-POTENIALS werden durch
die Quantenzahlen n =1,2,3,4,...;1=0,1,...,n—1; m = —I,...,l parametrisiert. Sie lauten

'(/)n,l,m(ra 97 ©, t) = 6_%tEn Rnl(T)}/lm (97 90)
(n—1—1)1(2x)3]"

Ry =-— (26r)le™ " L2 (2kr)

2n[(n + D3 n+l
mZed
K= = bzw. k = -

mit a = mh—; =0.5-10"8 cm, dem ,,Bohr’schen Radius“
0

B _ (Zeo)* — me® ,Z?
" 2an? 2 ¢ 2

mc?= 0.511 MeV Ruheenergie des Elektrons

2

_ €0 ~ 1 I ha ~ @
a= 72 & {3oes ,Sommerfeld’sche Feinstrukturkonstante
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V1.4 Das Coulomb-Potential: Eigenfunktionen

AN
n=1 1=0 (s R10(7“)=2(E> e "

I=1 (p) Ru(r)= \}3(

Tabelle VI.2: Die niedrigsten radialen Wellenfunktionen

A )*‘/2 Zr 2z
—_— (&
2a

Die Bindungsenergie des Grundzustands entspricht der Ionisierungsenergie des H-Atoms (mit Z = 1)
Ei(Z =1) =—-13.6eV = —1Rydberg (VI1.49)

Normierung:

/de w:lm (f)wn’l'm’(f) = 5n71/5ll/5mm’ (VI50)

Bemerkungen:

i) Rp;(r) hingt nicht von der Quantenzahl m ab.

i) [tpim(r,0,0,t)?r?dr dQ gibt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens im Volu-
menelement r2drdQ) an. Die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist gegeben durch
| Ryt () |2r2dr.

Die niedrigsten radialen Wellenfunktionen sind in Tabelle VI.2 angegeben.

Energieniveaus Atomspektren ergeben sich aus Differenzen von Energieeigenwerten.

11
hwmn = Em — En = 1Ry (7 - 7> (VIL.51)

n?2  m?

Beweis des ,,Ritz’schen Kombinationsprinzips® (1905).

Grund der Entartung von E, Die Eigenwerte F,, sind in [ und m hochgradig entartet!

i) Fiir Zentralpotentiale sind die Energieeigenwerte stets unabhéingig von m. Grund: m wihlt die
,Quantisierungsachse® in €,-Richtung, was zum Bruch der Rotationssymmetrie fiihrt.

Beweis:
Fir V =V (r) ist [H,L;] =0 = [H, Ly] = 0. Sei

Hd}Ehn = E'(Z)Elm
= H(Lypim) = Ly Hppim = E(Ly¥gim) (VL.52)
= Y, und YgEi,,1 sind entartet.

ii) Die zusiitzliche Entartung beziiglich [ ist jedoch eine spezifische Eigenschaft des 1/r-Potentials.
Der Grund liegt in der hoheren Symmetrie!
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VI Zentralpotential und Wasserstoffatom
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Definition VI.4.1 (Runge-Lenz-Vektor).

5 1
A= —
2m

(;xi—ixﬁ')—

oN

(&

|

z

Der Runge-Lenz-Vektor ist eine weitere

Zudemgiltj-fzf-jzo.

Klassisch: A = const. gleichbedeutend mit geschlossenen Bahnen

Erhaltungsgrofie:

[H,A] =0

(VL53)

(VL.54)

Quantenmechanisch: O(4)-Symmetrie des 1/r-Potentials. Daher lésst sich das Spektrum auch

rein algebraisch finden!



VIl Quantenmechanische Dynamik

VIl.1 Axiome der Quantenmechanik

i) Der Zustand des Systems wird durch den Zustandsvektor |¢) beschrieben.

ii) Observablen werden durch hermitesche Operatoren A dargestellt. Funktionen von Observablen
sind durch Funktionen der Operatoren darzustellen.

Nebenbemerkung;:
Diese Vorschrift ist nicht eindeutig wegen des Ordnungsproblems bei nicht kommutieren-
den Operatoren:

klassisch: f=x-p, =p, -z
quantenmechanisch: f: TPy F Dul

,Quantisierungsambiguitat

iii) Mittelwerte der Observablen im Systemzustand |¢) sind durch (1)|A]ip) = (A) gegeben.

iv) Die Zeitentwicklung des Zustandsvektors folgt aus der Schrédinger-Gleichung:

0 -
il () = Hl(®) (VIL1)

v) Bei einer Messung von A mit Messwert a, geht das System in den Zustand |n) iiber, wobei
Aln) = ap|n) ist.

W) = Al = In

Messung: a,,

Aus (ii) und (iii) folgt

W) = cnln) mit ¢, = (nft) (VIL2)

dann ist die Wahrscheinlichkeit a,, zu messen durch w,, = |(n|¢)|? gegeben.

Fiir Losungen der zeitunabhdingigen Schrodinger-Gleichung

H|¢pn) = En|toy) (VIL3)

ergeben sich die stationdren Zustdinde

[P (t)) = e~ F 5t |y, (VIL4)
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VII Quantenmechanische Dynamik

die die zeitabhdingige Schridinger-Gleichung (VIL.1) losen.

ihdelin () = H|n (1)) (VIL5)

Sind die |#),,) und E,, bekannt, so lisst sich die zeitliche Entwicklung des Systems vollsténdig angeben:
Sei |¢) fiir t = 0 Zustand des Systems. Dann ist

() =D (Wnlip)e™ F B 4py,) (VIL6)

n

fiir alle Zeiten.

Dynamik (Hier: ,,Schrédinger-Bild“):

e Der Zustandsvektor ist zeitabhdngig:

¥ (t))

e Die Observablen (Ort, Impuls, Energie, Drehimpuls, ...) und ihre Eigenvektoren
sind zeitunabhéngig. Ausnahme: Explizite (von aussen dem System aufgepriigte)
Zeitabhingigkeit. Zum Beispiel ein dufleres zeitabhingiges Feld macht den Hamilton-
operator explizit zeitabhéingig.

d d
—A=—A II.
dt ot (VILT)
Beispiel:
A 1 2 € o, 2
= %(p - EA(x,t)) (VIL.8)

A(z,t): AuBeres Vektorpotential mit expliziter Zeitabhingigkeit.

Die zeitabhdngige Schrodinger-Gleichung in verschiedenen Darstellungen Basisunabhéngige Form:

ihdip(t) = Hlv(1)) (VIL9)

i) Ortsdarstellung (eindimensional)
Ortswellenfunktion:

(@lip(t) = (1) (VIL10)
(x| - (VIL.3) und 9|x) = 0 (Ortseigenvektor zeitunabhiingig) liefert:

ihdy (x| (1)) = (x| H (1))
:/dx'<x\ﬁf|x’><x’\w(t)>

2 52
= /dx’ {f;—m%é(x —2')+V(z)d(x — x’)} (', t) (VIL11)

Dies ist unsere wohlbekannte Schrodinger-Gleichung fiir die Wellenfunktion:

n? 9

—5-53t V(x)} W(a,t) (VIL12)

thoy(x,t) = {
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VII.1 Axiome der Quantenmechanik

ii) Impulsdarstellung
Nun ist

(pl(t)) = cp(t) = (VIL13)

mit ¢(p,t) : Fouriertransformierte von ¢ (z, t)

Aus (p| - (VIL.3) und 8;(p| = 0 ergibt sich
ihOycp(t) = /dp’ (p|H|p ey (1) (VIL.14)

Nun ist (da H = £+ V(#))

2m

OIAIY) = 3000 =0 + [ dd ) V@)

2m
P s+ [dr Ty VIL15
~Lsp-p)+ [0 V) (VIL13)

Definition VII.1.1 (Fouriertransformierte des Potentials).

V(g) == /d:p e FITY (1) (VIL.16)

Dann folgt die Schrédinger-Gleichung in der Impulsdarstellung:

) 2 1% o
ihdyp(p,t) = ;JTncp(p, t) + / dp/%cp(p/,t) (VIL17)

Dies ist eine Integro-Differentialgleichung fiir ¢(p,t). Diese lisst sich aber auch in eine reine
Differentialgleichung héherer Ordnung umwandeln:

~ h O )
_ Y .9
Vo) = v (55, ) s 2
= 7y t)—ﬁ ( t)+V<—§2> (p, 1) (VIL1S)
thop(p, - 2m80 b, Z@p 'AVY) .
iii) Darstellung beziiglich eines diskreten Basissystems
Sei ein diskretes System gegeben durch {|n) }ner.
(nly(t)) = cn(t)
= ih(nli () =Y (n|H|m')(m'[¢(¢))
= ihdsen(t) =Y Hypm o (1) (VIL.19)

m’

Die Schrodinger-Gleichung hat nun die Form eines linearen Differentialgleichungssystems!
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VII Quantenmechanische Dynamik

VIIL.2 Schrodinger-, Heisenberg- und Wechselwirkungsbild

Wir wollen im Folgenden die quantenmechanische Dynamik eines Systems in drei verschiedenen
Formalismen—, Bildern“—beschreiben. Die physikalischen Aussagen sind dabei unabhéngig von der
Wahl des Bildes. Je nach Fragestellung mag das eine iiber das andere Bild vorteilhafter sein. Im

Folgenden setzen wir voraus, dass H nicht explizit von der Zeit abhéngt.

i) Schrodingerbild
Wir hatten bisher verwendet:

ihdy | (t)) = Hyp(t))

Die Formale Losung fiir zeitunabhédmgige Hamiltonoperatoren lautet:

[(t)) = e~ Ty (t = 0))

Der Zustandsvektor ist zeitabhdngig. Physikalische Observablen sind allenfalls explizit zeitabhéngig:

d., d~ d2>»
— = —p = —L = 0
at” ~ at? T dt
d - 0 -
—H(z,p,t) = —H(z,p,t
7 (@,0,1) = 5 H(%,p,1)
Insbesondere sind dann auch die assoziierten Eigenvektoren zeitunabhéngig:
O|Z) = Olp) = O|l,m) =0
ii) Heisenbergbild
Hier folgen die Operatoren Bewegungsgleichungen und |4) ist konstant.
Definition VII.2.1 (Operator im Heisenbergbild).
Ag = et At fo—7Ht
Dies ist eine unitédre Transformation.
Es folgt:
d . i i OA g i -
— Ay =—-HA Rt Z_e=wHt _ — ApH
a T AT R
Qo i, OAg
— ‘g A Z4H
Rl Aul+ =5
Betrachten wir nun den letzten Term:
e%mgA(fﬁ t)e— it :e%mﬁ@:f (Z,5,...) t" )e—%f“
at ) PR at — n ) ) A N T ;
explizite Zeitabhéngigkeit
— erHt Z (@, py..0) - ntn—le~ % Ht
= an(i‘H,pH, ...)-nt" 1 (einschieben von 1 = e~ A
0 -
=—A
ot
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(VII.20)

(VIL.21)

(VIL.22)

(VIL23)

(VIL.24)

(VIL.25)

(VIL.26)

-

R

-eh

H’t)

(VIL27)
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Der Zustandsvektor im Heisenbergbild ist definiert durch:

) = eR (1)) (VIL28)
Es folgt:
8 i f ~ Z iF
P eHIH S [(1) + eF 1 aifu (1) =0
N——
= —5H[p(t))
Zusammenfassung
Dynamik im Heisenbergbild
0
&W’)H =0
d . VRPN a - 11.2
aAH(t) = ﬁ[HHaAH(t)] + aAH(t) (VIL.29)
=
Dynamik im Schridingerbild
0 i
= hwle)) = — 5 ()
(VIIL.30)
di_9;
dt™ ot

Zuweilen schreibt man auch Ag und [1(t))s um den Gegensatz zum Heisenbergbild hervorzu-
heben.

Wichtig:
Physikalische Resultate sind unabhingig von der Wahl des Bildes:

¢ Mittelwert eines Operators

W) A1) = u (W] An(t)[¥)n (VIL31)

Beweis:

) = e Ttap(t)) Ay = e Ht A= 71

s ARl = (WO F7) (AT A1) (e 71 (1)))
= (¥(®)]Aly(1)) 0 (VIL32)
Schrodingerbild und Heisenberghbild héngen iiber eine unitire Transformation zusammen.

Beispiel: Bewegungsgleichungen des harmonischen Oszillators im Heisenbergbild:

N 1 mw? 0 -
H = —mp?® + ——3? —H=0
Mt ot

N 1 mw? 0 »
Hy = —p3 + ——i —Hy=0
H 2mpH"f' 9 TH 5 H
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) o 1.
Ty = ﬁ[HH,Z‘H} = b

da [ZA)H,.C%H] = —ih = [ﬁ, :i']

) 1o~ N
PH = %[HH,pH} = —mw’iyg (VIL.33)

iii) Wechselwirkungs- oder Diracbild
Als Ausgangspunkt fiir die zeitabhéingige Stérungstheorie ist eine dritte, im gewissen Sinne
hybride quantenmechanische Dynamik nach Dirac von Vorteil. Nun wollen wir im Gegensatz
zur vorherigen Diskussion eine explizite Zeitabhéngigkeit von H erlauben.

Sei H = Hy+ V() mit %ﬁo =0 (VIL34)

Definition VII.2.2 (Zusténde und Operatoren im Wechselwirkungsbild).

[(t))r = e ot (1)) VL)
Ai(t) = et ot f()e~#Hot '
Dann folgen die Bewegungsgleichungen:
L0 -
ih [ ()1 = Vi)l (t)n
d - VPSR 9 .
%Al(t) = %[HO,L Ar(t)] + aAI(t) (VIL.36)
wobei Vl(t) = e%ﬁotf/(t)e_%ﬁot

]:1071 = HO

Es sind also sowohl der Zustandsvektor als auch die Operatoren zeitabhéngig.

VIL.3 Erhaltungssatze der Quantenmechanik

Aus der klassischen Physik wissen wir, dass Symmetrien Erhaltungsséitze implizieren (Noether-
Theorem). Die gilt auch in der Quantentheorie: Eine Symmetrie bedeutet die Vertauschung der
Erhaltungsgrofie mit dem Hamiltonoperator. Dies ist v6llig transparent im Heisenbergbild:

Sei /Al]j nicht explizit zeitabhéngig und eine Symmetrie des durch H definierten Systems im Sinne
von [H, Ag] = 0. Dann ist Ay erhalten:

d
—Ag =0 VIIL.37
g Au ( )

Beispiele:
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a) Energieerhaltung: Hy
Fiir zeitunabhéngigen Hamiltonoperator gilt:
d o i

Hy

5 h[HH’ Hy] =0 (VIL.38)

Erhaltungsgrofe: H _
Erzeugende der Symmetrie der Zeittranslation: e#

Ht

b) Drehimpulserhaltung;: [_:H Fiir ein rotationssymmetrisches System gilt:

[Hu, Lu] = 0
d > 7~ N
— Ly = —|Hy, Lyl = VII.39
= prat h[ H, Lu| =0 ( )

Erzeugende der Rotation: ek FL

¢) Impulserhaltung;: ﬁH
Fiir ein translationsinvariantes System gilt:

d > 7oA A
— Ly = =[Hyg,pu| =0 VII.40
= dt H h[ H7PH] ( )

Erzeugende der Translation: e# 7
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