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. Bewegung im elektromagnetischen Feld

I.1. Klassische Mechanik eines geladenen Teilchens im
elektromagnetischen Feld

Wiederholung: Hamiltonfunktion des Teilchens:

o=t (;6— C A, t))2 + e®(Z, 1) (L.1)

T 2m c

mit e: Ladung, m: Masse, c¢: Lichtgeschwindigkeit, ff(f, t): Vektorpotential, ®(Z, t): skalares Potential

. 10 - -
E=——A-V® elektrisches Feld
c ot
B=VxA magnetisches Feld
Bewegungsgleichung;:
H 1
;= 0 = — (pi — EAi (Z, t)) mit ma: ,kinetischer Impuls“
Op; m c
. 0H 1 e - e 0A; 0P
Pi=0n T Tm (pj a EAj(x’t)) <_E ij) ~ o,
e. 0A; 0P
_ % _ 1.2
P ox; ox; (I.2)
Newtonsche Bewegungsgleichung:
.. 1 ( e e 04A; . )
= i — —Ai — = g
e\ T c Oz; K
1 {e, <8Aj 8Ai) ( 104; 8@)}
= —|-ay — —= — 1.3
m cxj ox; Oz te c Ot o0x; (L.3)
€ijk Br E;
= mi = i x B+ cE (1.4)
c
———
Lorentzkraft
Eichtransformationen
A— A= A+ VAT, 1)
1
- P =d— ~9,A(T, 1) (I.5)
¢



I. Bewegung im elektromagnetischen Feld

Diese lassen E , B und die Newtonschen Bewegungsgleichungen unverdndert und erméglichen die
Wabhl einer Eichung. Populér ist die Coulombeichung;:

V-A=0 (1.6)

Nebenbemerkung:

Auch nach der Fixierung der Coulombeichgng sind weiterhin ,residuelle* Eichtransformationen
mit harmonischen Funkionen (A(Z,t) mit VA = 0) méglich, da diese die Coulombeichung nicht
verlassen.

A A =A+VA mit VZ\ = 0
@%é':qplm
C

I.2. Hamilton-Operator eines Teilchens im elektromagnetischen
Feld

Geméfl dem Korrespondenzprinzip definieren wir nun den Hamilton-Operator:

A= o (5= CA(#0)) +en (50) (L7)

Nebenbemerkung:

Quantisiert werden x; — &; und p; — p;

mit [i‘z,ﬁ]] = ihéij

Die elektromagnetischen Potentiale A und ® werden nicht quantisiert. Dies geschieht erst im
Rahmen der Quantenfeldtheorie (hier der Quantenelektrodynamik).

Die zeitabhangige Schrodingergleichung in der Ortsdarstellung lautet dann:

1 - e o 2
ihO, U (Z,1) = {% (—mv - 2A@, t)) +ed(7,1)

U(Z,1)

Hier wurde noch keine Eichung gew&hlt! Ausmultiplizieren des quadratischen Terms unter Einfiihrung
der Coulombeichung (V - A = 0) liefert dann:

- 2
he ¥ Gy

2
" G2y + AV + @V (1.8)

e
ho U = —— —
e 2m me 2mc?

Dies ist die Schrodingergleichung eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen Feld.



L1.3. Konstantes Magnetfeld

1.3. Konstantes Magnetfeld

Sei nun B = const., also z.B. A = —5(Z x B).
(V x A); = €4;10; Ay,
- —§6ijkaj(€klmxle)
1
= —iéijk(eklméﬂBm)
= —§6ijk€}€ijm
= %Ej]ﬂfjkmBm
- %(m&m — 8kmOik)Bm
= %(3Bi — B;) =B

Ist die Coulombeichung fiir A = —3(Z x B) erfiillt?
. 1
AV A= (92 (_geijkijk)

1
= —ieijkéijBk = O

Terme in der Schrodingergleichung (1.8) fiir konstantes Magnetfeld auswerten

AV = (i % B) - VU
1 -
= 5(@x V). B
1 O
= (¥ xV)-BY
2 ~
if
Bahndrehimpuls!
e . .
= XNy =--IB
me 2me
R
A \I/:Z( x B)(Z x B)¥
1 — .
= 1(:E'QBQ —(Z-B)*)v
e o e oo 5]
:stCQA\P:SmCQB (Z)¥ mit £, -B=0
Das heift, fiir konstantes Magnetfeld B = &, - B lautet GL. (1.8):
n? - B . 2
hOW = ——— N2 — [ W+ - B2 + ) U + DT
2m 2me 8mc?
@ @

@ paramagnetischer Term

® diamagnetischer Term

(L9)

(1.10)

(L11)



I. Bewegung im elektromagnetischen Feld

=1 / 0
N\ 1

Abbildung I.1.: Aufspaltung der Energieniveaus des H-Atoms in einem homegenen Magnetfeld. Er-
wartung: Aufspaltung in ungerade Zahl von dquidistanten Niveaus.

Fiir schwache Magnetfelder und (L.) # 0 ist @ gegeniiber @ dominant und @ kann damit ver-
nachléssigt werden.

1.4. Der normale Zeeman-Effekt

Wir betrachten ein H-Atom in einem konstanten Magnetfeld B =¢é,B:
Die Rotationssymmetrie (SO(3)-Symmetrie) des Systems ohne Feld wird nun aufgehoben. = Die
Entartung im Spektrum bzgl. m; wird aufgehoben.

N N B . N
H=H, - ;—LZ Hy: Hamilton-Operator des H-Atoms ohne Feld
me

o R ehB
H|nvl7ml> = (_?5 - 2me

my)|n, 1, my)

4

R
)
Enl7m = _ﬁ + h(*]Lml

. eB eoB
mit wp, = —— = —

2 =3 ,Larmorfrequenz*
me mc

= Aufspaltung von ganzzahligen s in (2] 4+ 1) Niveaus.

Erwartung: Aufspaltung in ungerade Zahl von #quidistanten Niveaus (siehe Abb. I.1). Tatséchlich
beobachtet man beim H-Atom jedoch die Aufspaltung in eine gerade Zahl von Niveaus! — Erzwingt
die Einfiihrung des Spins, dazu mehr in Kapitel II.

Definition I.4.1 (Magnetisches Moment).

__OH
i = OB,
Fiir paramagnetischen Anteil folgt:
. e = e
g=—1L ——: Bohrsches Magneton
2me 2me




L5. Anderung der Wellenfunktion bei Eichtransformationen des elektromagnetischen Feldes

Dieser wird um den Spin-Beitrag des Elektrons vervollstéindigt werden.

1.5. Anderung der Wellenfunktion bei Eichtransformationen des
elektromagnetischen Feldes

Vorbemerkung:
Aus der Diskussion des klassischen Problems ist der kinetische Impuls bekannt. Er ergab sich
aus der Ableitung der Hamiltonfunktion nach dem kanonischen Impuls:

Definition 1.5.1 (Operator des kinetischen Impulses).

miz = ﬁv - A (Iz, )

Aus den kanonischen Kommutatorrelationen

[Zi,Dj] = thdy;
[fi'ivij] =
[bi, ;] =
folgt:
(&, mz;] = [&;, ;] E[I‘Z,Aj(l',t)]
iho;j =0

€ €

= [P — S Aj] + S 44,5
[p - I+ - pj]
e . . . .
= E (zh&AJ - AJZh81 + Ailﬁaj - Zﬁaqu)
€.
= Zih((9:4;) = (9;4)))
= ihgéijkBk
c
Die Komponenten des kinetischen Impulses vertauschen nicht miteinander! Der Kommutator hingt

nicht von A sondern nur von B ist also eichinvariant.

Zuriick zur Eingangsfrage Die Schrodingergleichung (I1.8) hingt von Aund © ab, wohingegen die
Lorentzkraft und somit die Newtonschen Bewegungsgleichungen nur von E und B abhingen.

Frage: Wie verandert sich die Wellenfunktion unter Eichtransformationen?
A=A + VA

1
(0] —>(I)l — *at)\
&



I. Bewegung im elektromagnetischen Feld

Die Schrodingergleichung ohne Wahl einer Eichung lautet

1 (he e 2\? .
(1.8): — | =V —-=-A) 4+ed| ¥ =iho ¥
2m \ 1 c
Im transformierten System wird ¥’ die neue Wellenfunktion sein. Wie lautet der Zusammenhang
¥ « U’? Die Eichtransformation wirkt nicht auf die Raum-Zeit-Koordinaten. Im transformierten
System lautet die Schrodingergleichung:

1 he e 2 /_ / . /
- *v —-A + ed | U = zh@t\I/
2m \1 c |
= 1(h6—64’—e<w)>2+ @-f(m)_ U = ihd, V' (T, 1)
2m \ i c c c ! | — =
1 (hsy e= e\ 1., , e ,
= —(=V—-A——=(VN)] +e®| ¥ =iho, V' + - (O\)T (1.12)
2m \ 1 c c | c
Wir schreiben nun: _
U/ (Z,1) = exp (%Z)\(f, t)) (1) (1.13)
Dann wird die rechte Seite von (1.12)
ihoy) + g(ax)w' — exp <%Zx\(f, t)) ihdpp(T, 1) (L14)

und die gesamte Gleichung (1.12) lisst sich schreiben als:

. 2 .
exp (—%2/\) {1 (Eﬁ - %ff— 2(6)\)) + e@} exp (%z)\) p(Z,t) = ihopp(Z, 1) (I.15)

2m \ 1
Nun ist ) L . A
ie - e = e - ie - € -
exp (3 50) (F9 - 200 - A e (20) = 9 - 24 (1.16)
und somit
e ( ”A) (hﬁ S(VA) eA')ze (ie)\) (hﬁ 621')2 (1.17)
X - — —_ = — = X _— = —_ —_ = .
P hc ) c c P hc ) c

Daraus sehen wir, dass (I.15) gerade die Form der Schrodingergleichung im urspriinglichen System

annimmt: )
1 (ho e . . .
{2m (;V — EA) +e®| (&, t) = ihdyp(Z, t) (I.18)

Das heifit ¢(Z,t) ist mit der Wellenfunktion des urspiinglichen Systems zu identifizieren.

Zusammenfassung:

Unter Eichtransformationen A — A’ = A + ﬁ)\, d - P =P — %&g)\ transformiert die
Wellenfunktion wie folgt:

U(Z,t) = U'(,t) = en AEDY (T 1) (1.19)

Die Schrodingergleichung ist forminvariant unter Eichtransformationen.




L6. Der Aharonov-Bohm-Effekt (1951)

B#0 xo: beliebiger Punkt in V

se]

=10t A=0

Abbildung I.2.: B verschwinde im Raumgebiet V.

1.6. Der Aharonov-Bohm-Effekt (1951)

Wir betrachten ein Elektron in einem statischen Magnetfeld B (@). B verschwinde insbesondere im
Raumgebiet V' (siche Abb. 1.2).

Fir # € V gilt dann

A(Z) = V(&) = B=10tA=0

x

= \T) = /dg'./f(f)

To
Der Wert dieses Integrals ist unabhéngig vom Pfad solange dieser voll in V liegt.

Frage: Wie lautet die Wellenfunktion in V7
Schrodingergleichung:

1 (he e\ ;
— | =V—-A4| ¥+ edV¥ =iho, ¥
2m \ 1% c
A(Z) lasst sich durch Umeichung eliminieren:
A= A+V(=\) =0
2
= — (;ﬂ U+ U = ihd, W’ (1.20)

mit W' (7, 1) = exp (%z(w\(f))) U(7,t) aus (L19)

Wir wollen nun ein Interferenzexperiment wie in Abb. 1.3 betrachten.
Frage: Ist das Interferenzbild abhingig von B?

Superpositionsprinzip

Weg 1: ¥, 5(7) =¥, 5_,(@) -exp(%—e/dé’- ff)
= c
1
- R e L oo
Weg 2: VU, 5(7) =¥, 5_,(Z) -exp<% /ds . A)
2



I. Bewegung im elektromagnetischen Feld

=~

S /] \“\\ )
i z ------------- @ Spule ) Tl
Qulle T 77 N
welle e cemeemmemmmmT

Schirm

Abbildung I.3.: Interferenzexperiment

Abbildung 1.4.: Magnetischer Fluss &5 im umschlossenen Gebiet

Wobei ¥, 5 die Wellenfunktionen bei ausgeschaltetem Magnetfeld bezeichnen. Sind beide Spalte
geoffnet folgt:

V(@) =¥, 5(2) + ¥, 5(2)
e 12 [k fa5) ) 0, o] (i [as7)

Nun ist (gemiB dem Satz von Stokes)

/d§'~ff—/d§-/fz%d§-/f(§):/df-rotﬁz@g (1.22)
1 2 C

mit ®p: magnetischer Fluss des umschlossenen Gebietes (sieche Abb. I.4). Das heifit, die relative
Phase zwischen ¥, 5 und ¥, 5 hingt von ®p ab:

. 2
. . ie .
(@) = |0, (@) -exp (j500) + 9 5(2)




1.7. Landau-Niveaus

Eine Anderung des eingeschlossenen magnetischen Flusses ® g bewirkt eine Verschiebung des Inter-
ferenzbildes.

Nebenbemerkung:

e Das Elektron lduft in diesem Sinne , gleichzeitig® entlang Weg 1 und 2.

e In der Quantentheorie ist das fundamentale Feld das Vektorpotential A. Allerdings hingen
die Observablen nur von eichinvarianten Groflen ab!

zum Beispiel &g — Op beid—+ A =A+VAdaB— B

1.7. Landau-Niveaus

Wir gehen zuriick zur Diskussion eines geladenen Teilchens im homogenen Magnetfeld B=¢B=
const. aus 1.3. Der Hamiltonoperator lautet

52 1 52 22 -9
P e eB . R e“B* . . P
H — x Yy _ _ N - = 2 2 Lz
2m 2me (&Py = 9be) + 8mc? @+ )+2m
Hy
Mithilfe des kinetischen Impulsoperators:
~ 1 e ~
b = — Ai—*Ai_’) 1.23
b= — (b - SA@) (1.23)
lisst sich H | schreiben als
i, = %(:E% +i2) (L.24)
Nun ist (vergleiche 1.5) [&1, @3] # 0 sondern:
PN B
£, 3] = zh% (1.25)
[£17£1] = [332,532] =0
bzw. mit 7; = _mi; .
VlelB/e
[71'2, 771} =1ih
(71, T1] = [, T2 = 0
- 1|e|B
Diagonalisierung wie bei harmonischen Oszillator. Wir fithren ein:
4= o + 171
V2h
- 1
= H, = hw(afa+ 3) (1.27)




I. Bewegung im elektromagnetischen Feld

mit der Zyclotronfrequenz: w. = ‘iyj.
Energiespektrum:
n=20,1,2..

Noch zu konstruieren:
o Wellenfunktion
e Entartung?

= Ubung

10

E, = hw.(n + %)

,Landau-Niveaus*




Il. Der Spin und die Addition von
Drehimpulsen

I1.1. Der Spin /2

Anomaler Zeemann-Effekt und Stern-Gerlach Experiment In 1.4 hatten wir beim normalen
Zeeman-Effekt gesehen, dass Elektronen durch ein konstantes Magnetfeld die Wechselwirkung

e

Hinr = — B L= —[ipan- B (IL1)

2me

erfahren, wobei ﬁ' = 2;10[_: das magnetische Moment und L= EBahn = 7 x ﬁ der Bahndrehimpuls-
operator ist. Dieser Term fithrt zur Aufspaltung in (2{+ 1) Linien <> Drehimpulszustéinde |I, m;) mit
my; = —I,...,1. Die Linien sind unabhé&ngig von m; separiert um fwy,. Da | ganzzahlig ist, erfolgt eine

Aufspaltung in eine ungerade Zahl von Zusténden.

Wir wollen nun die Versuchsanordnung des Stern-Gerlach-Experiments (Abb. I1.1) betrachten. Kraft

auf ein Ag-Atom:
5 = = 0B
K=V(i-B)~u,——¢,
Vi B) ~ pz—5 =@
— Fiihrt zur Aufspaltung verschiedener (fi,) auf den Schirm.
Silber hat ein Valenzelektron. Im |l = 0,m = 0) Zustand (5s) erwarten wir keine Aufspaltung.
Beobachtet werden aber zwei Linien. Im 5p Zustand |l = 1,m) wiirde man drei Linien sehen.

Erklarung: Das Elektron besitzt einen inneren Drehimpuls, ,,Spin“, der halbzahlige Werte anneh-
men kann. (Uhlenbeck und Goudsmit, Pauli (1925))

= Einfithrung eines Spin-Operators S dessen Komponenten nur die Eigenwerte :i:% einnehmen
konnen.

Mathematische Beschreibung Der Spin eines Teilchens ist nicht im Hilbertraum Hgan, der Bahn-
bewegung beschreibbar, der etwa durch die Ortseigenzustinde |Z) aufgespannt sei. Vielmehr muss
ein Spin-Hilbertraum Hgpin, aufgespannt durch die Spineigenzustédnde, hinzugenommen werden. Da,
die Spin-Operatoren mit den Operatoren der Bahnbewegung kommutieren, liegt ein direkter Pro-
duktraum fiir das Gesamtproblem vor:

H= HBahn ® HSpin (IIZ)

11



II. Der Spin und die Addition von Drehimpulsen

>
>

Ag-Strahl

>

Magnet Schrim

Abbildung II.1.: Versuchsanordnung des Stern-Gerlach-Experimentes: Ein Silberstrahl durchmisst
ein inhomogenes Magnetfeld

Der Spin S ist ein Drehimpulsoperator, die Komponenten S; erfiillen deshalb:
o A (5., 62 ] =h.
[Si, Sj] = iheiijk = R . R
54, 5_]=2n8.
Mit Sy = S, + 1Sy. Das Eigenwertproblem des Spin folgt aus dem gelosten Eigenwertproblem des
Drehimpulses aus der Quantenmechanik I Vorlesung (QM I, V.3).

L—S
l—s=1/
m—m==+1/2
|l,m) — |£) oder auch {|1),]|{)}

Eigenwertgleichungen:

Die Zusténde [+) und |—) spannen den zweidimensionalen Hilbertraum H,_./, auf.

Nebenbemerkung:

H =1/, ist zweidimensional, obwohl S dreidimensionaler Vektor ist.

Fiir beliebigen Zustandsvektor |¢) € H,_1/, gilt:

lp) =ai|+) +a_|-), arel

12



IL.1. Der Spin 1/2

mit ay = (+|¢), a— = (—|¢); 7 S.-Darstellung”

und |ay|? + |a_|? = 1. Die Wahrscheinlichkeit im Zustand |p) bei einer S,-Messung die Werte
+1/2 zu finden ist Wi = |ax|?.

Wirkung von |F) auf S.:

(IL.3)

. h(l 0 5 3.,(1 0
no_ 2 N Y32
<m|5z|m>_2(0 —1) (mlS7jm') = Zh (0 1)

(0 o) tmiscimy=n({ 7) (1L.4)

Einfithrung der Pauli-Spinmatrizen o

§:

Oy = <(1) (1)) Oy = ((Z) _Ol) ,0z = ((1) _01) (11.6)

B (IL5)

Nt

Eigenschaften
i) (0z) = det(oy) = det(o,) = —1 (I1.7)
ii) Tr(og) = Tr(oy) = Tr(o.) =0 (I1.8)
iif) ol =0 (I.9)
iv) 0i05 = 0;5 + i€;;,0%  ,magische Identitét® (I1.10)

Insbesondere impliziert iv):

[0i,0;] = 2ie; k0K, {0i,0;} =2§;;1 (I1.11)
bzw.
[02,04] = 2iaz, {02,004} = 0, o02= 05 =02=1 (1112)
und zyklisch ~ und zyklisch
Beweis:

[0i,0j] =005 —0j0;
iv) . .
= 6ij + 16450k — (5]‘1‘ — 1€ik0k
= 2i€ijk0k
{0i,0;} =0i0; +0j0;
iv) . .
= (51']' + 1€4510k + (Sji + 1€5ik 0k

13



II. Der Spin und die Addition von Drehimpulsen

Spinoren Der allgemeine Zustand |p) € H—1/,, [0) = oy |+) + a_|—) ldsst sich auch als zweispal-

tiger Zahlenvektor darstellen:
_ 0‘+> _ (<+|‘P>> 1113
=)= (1 (11-13)

(3+> wird als Spinor bezeichnet. Die Basisspinoren die den Zustédnden |+) und |—) entsprechen

Py = ((1)) , o= ((1)) (I1.14)

lauten:

I1.1a. Der Produktraum

(Ergénzung zur Vorlesung) In vielen physikalischen Problemen besteht das betrachtete System aus
zusammengesetzten Teilsystemen zwischen denen auch Wechselwirkungen bestehen kénnen.

1| ¥ | X3

Jedem System ¥; ist ein eigener Hilbertraum H; zugeordnet. Die Beschreibung des Gesamtsystems
erfolgt im Produktraum

H=Hi1QOHs QO H3R---

®: Tensorprodukt
Beispiel: Teilchen mit Spin: H = HpBahn ® Hspin. Im Prinzip kennen wir diese Situation bereits:
Teilchen in einer Dimension: H = H,, Teilchen in drei Dimensionen: H = H, ® H, ® H.

i) Vektoren des Produktraums
Sei |¢1) € Hy und |@2) € Ho dann forme das Produkt

lo12) = |p1)|p2) = |p2)lp1) € H=H1 @ Ha

Eigenschaften:

o Distributivitdt: Sei |¢1) = alur) + Blv1) € Hi (mit o, f € C, |u1),|v1) € H1). Dann ist
lp1p2) = aluips) + Blvips). Ebenso fiir Vektoren in Hs.

e Skalarprodukt: Fiir {|o1p2),|x1x2)} € H

Definiere: (prozlxaxe) = (w1lx1) {palx2)

e Basis: Ist |I') (I € I) Orthonormalbasis von H; und |k?) (k € I’) Orthonormalbasis von
Ha so ist |11, k?) Orthonormalbasis von H = H; ® Hs. Die Indexpaare (I, k) nummerieren
nun die Basisvektoren.

= dimH = (dim H;) - (dim Hs)

o - (s diskret
11, k2) ist Orthonormalbasis da (I'k2[1'k2) = 8(1, 1)8(k, k) mit 6(1,1) = {0 . S50
0(l—1) kontinuierlich

1= zj|llk2><llk2| (I1.15)
Ik

e Zerleqgung der 1 in H.:

14



II.1a. Der Produktraum

Ein beliebiger Vektor |¢) € H (der nicht die Struktur |a'b?) besitzen muss!) hat also die
Zerlegung
o) = S ek (11.16)
kol

mit ¢(l, k) = (I'k?|¢) Funktion beider Variablen k und [. Ist |¢) speziell Tensorprodukt
lp1p2) gilt
(k) = ('K prpa) = (llpr) (klez) = 1(1) - ¢a(k) (IL.17)

Die Verallgemeinerung zu hoheren Produktraumen H; ® H1 ® Hq ® - - - ist offenkundig.

ii) Operatoren im Produktraum
Fiir einen Operator O in H = H; ® Hs ergeben sich die Matrixelemente

Ol k; I K'Y = (14, K2 |O|I' k')

Fiir die durch den Operator O vermittelte Abbildung

ergibt sich in Komponenten:

p1) > (O = SOk oK)

vk
e Ein Operator Oy, der zuniichst nur in H; definiert ist:
O1ler) = Ix1)
soll im Produktraum H = H; ® Ho die Wirkung

O1lp12) = |x1002)

besitzen. Man schreibt fiir O; wenn er auf H angewandt wird auch O1®1 | Er wirkt

wie 1 auf . Entsprechend Os|@s) = |x2) = Oalp19) = |p1x2) (eigentlich 1 @ Os).

e Fiir die Matrixelemente von Ol und Og in H gilt:

Ol kU K = O (L1NYS(k,K) = O1®1
Ox(L k1K) =6(1,1) O3 (k, k) & 1®0, (IL.18)

e Es gilt:

[01,0,] =0 (IL.19)

Manifest in Produktsprache:

(0121)(1®02) = 01 ® O,
(1® OQ)(Ol ®1) = 01 ® Oy

15



II. Der Spin und die Addition von Drehimpulsen
1.2. Raumliche Freiheitsgrade und Spin

H = HBahn ® Hspin
Deshalb kommutieren Spinoperatoren mit Operatoren der Bahnbewegung:
o] =0
) =0
p) =0 (I1.20)
Va,be1,2,3

=>

[Saa
S

~ %)

[Sa,

= Spin und Ort (oder Impuls oder Bahndrehimpuls) eines Teilchens lassen sich gleichzeitig be-
liebig scharf messen. Der Zustandsvektor eines Spin-1/2 Teilchens (z.B. Elektron) ist Element des
Produktraumes: |¢) € H = Hpahn @ Hspin und hat demnach die allgemeine Form

¥) = /dS:c (V4 (D)D) [+) + ¢ (D)[F)]-)) (IL.21)

)Y = v () (11.22)

Weiterhin ist |¢, (7)|? die Wahrscheinlichkeitsdichte das Teilchen am Ort # mit Spin in positiver
z-Richtung zu finden. Entsprechend |¢_ (#)|?: Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Messung am Ort ' und
Spin in negativer z-Richtung.

Normierungsbedingung:

(YY) = /d3 (V@) + [v— (D)) =1

In der kombinierten Orts- und S,-Darstellung schreibt man haufig:

v@-(513)

Spinorwellenfunktion

1.3. Das magnetische Moment

Wie in 1.4 besprochen ist mit dem Bahndrehimpuls L eines Elektrons ein magnetisches Moment
verbunden:

€ >

fiBann = 7L (I1.23)

Ebenso fiihrt der Spin zu einem magnetischen Moment

~ o &
HSpin = mec

16



11.4. Die Pauli-Gleichung

g: gyromagnetischer Faktor

Experiment: g = 2.002319... = 2
Aus der Diracgleichung (der relativistische Quantentheorie des Elektrons) folgt g = 2.

Korrekturen lassen sich iiber die Quantenelektrodynamik bestimmen (= Wechselwirkung des Elek-
trons mit dem quantisierten elektromagnetischen Feld). Theorie und Experiment stimmen hier auf
7 Nachkommastellen {iberein!

g=2(1+ 3= —0.328 (%)2 +1.183 (%)3 +.)

Auch andere s = 1/2 elementare Teilchen besitzen ein magnetisches Moment.

€0

Myon: ji, = 2....5—
ne,
Proton: j,= 5.5952S5

2mpe .
Neutron: ji, = 3.835;2-5

2mpcC

Wir wollen in Zukunft aber mit g = 2 fiir das Elektron arbeiten.

Gesamtes magnetisches Moment des Elektrons:
e

ﬁ = /J:Bahn + /ISpiIl = ch(L + 25)

Fiihrt uns auf die Wechselwirkungsenergie
) . I\
HinT = —ji-B=pup E+U -B

Definition I1.3.1 (Bohr’sches Magneton).

h
o (IL.24)

" 2me

Damit lasst sich das magnetische Moment als Spinorraum-Operator wie folgt schreiben:

—

L. 1,
fi= uB(E +0.)B = np (3 (#Py = §po)laxe +02)B

2Py —JPa

i e 0

= upB ( R 0 &Py —0Pe 1) (I1.25)
h

11.4. Die Pauli-Gleichung

Der Hamilton-Operator eines Elektrons in dufflerem konstanten Magnetfeld und beliebigem Potential
lautet:

. P2 . L .\ =

17



II. Der Spin und die Addition von Drehimpulsen

Schrodingergleichung:
ihdy|v)(t) = H|$)(t) (11.27)

Projektion auf Spinortswellenfunktion mittels (Z|(m|,m = {+, —}

. 7, t "2 o . L - ‘e
ihd, (¢+(§ t)) _ K_imw V@) + BB (7 x v)> Tlyws + pupB - U} (¢+('; !

)> (11.28)

Y- (1) 2 h (2,
Fiir ein allgemeines zeitunabhéngiges dufleres elektromagnetisches Feld gilt:
[ (; ‘Az t))2+e¢>(f t)+ ppo - B (11.29)
=—(p—- o - .
m p c ) ) uB

und

(¢+(

t
V- (7,

;) (11.30)

8 8

2
V- EA’(:a t)) + ed(Z, t)) loxo + pupé - B

Pauli-Gleichung

Die Pauli-Gleichung ist die nichtrelativistische Schrédingergleichung fiir Spin-1/2 Teilchen im elek-
tromagnetischen Feld. Hierzu gibt es relativistische Korrekturen, die wir in Kapitel V besprechen
werden.

11.5. Addition von Drehimpulsen

Allgemeines: In physikalischen Systemen miissen oft zusammengesetzte Drehimpulse betrachtet
werden:
Gesamtdrehimpuls des Elektrons:

Gesamtspin zweier Elektronen:

Einschub:
Wieso addieren wir die Drehimpulse? Physikalisch intuitiv klar, aber Herleitung moglich:

Systeme X7 und Y mit H; und Hsy besitzen Rotationsoperatoren
UL (6@) = exp {-%5@- JI} und Us(6@) = exp {-%5@- J}}

FEine Rotation im zusammengesetzten System mit Hilbertraum H = H; ® Hs, lautet dann

U(6¢) = U1(6p) @ Us(6)

Der Drehimpulsoperator J € H des zusammengesetzten Systems ist linearer Term in der Ent-

18



11.5. Addition von Drehimpulsen

wicklung fir kleine §& (,, Erzeuger der Rotation):

Us5) =1 - 265 T +0((65)°)

| 7 5 7 =
(1= 263 1- 253
( h&p J1+ )@( h&p Jo + )

:1@1—%5@-(£®1+1®fz)+0((5<ﬁ)2)

Somit folgt in der Tat:

Jy=hl+11J; (I1.31)
Wir schreiben verkiirzt J = J; + fg
Da [JALG, j27b] =0, a,b € {z,y, 2}, ist auch J,, Drehimpulsoperator:
[Ja, Jy] = iheape . (I1.32)
Beweis:
[jxa Ay] = [jl,x + j2,ra jl,y + j2,y}
= [jl,xa j1y} + [jz,a:, jzy]
= ihJy . +ihJs. = ihJ, 0
Eigenwertproblem fiir Gesamtdrehimpulsoperator J: Produktzustéinde:
|J1, M1, J2, M2) = |j1,m1)]]2, M2) (I1.33)
Sind Eigenzustédnde zu J?, j227 jlm jz,zz
JE|j1,ma, g2 ma) = B2i(ji + 1)|j1, ma, ja, ma)
Ty 2|1, M, g2, ma) = himg|g, ma, jz, mo) (I1.34)

aber nicht zu J2 da [J_?, j”] # 0. Klar, da jm Rotation um z-Achse im Unterraum H; erzeugt, J?
skalar aber nur fir Drehung im Gesamtraum 7 ist. Dennoch muss es Eigenzusténde |j,m;, j1,j2)

des Gesamtdrehimpulsproblems geben:

T2|g,my, 1, jo) =
Jo|g,my, g1, ja) =
JElg,my, 1, jo) =
>:

5. .
J2 |j?mj7jlaj2

1?55 + 1)|j, my, v, ja)
hmg|j,mj, j1, j2)
21y + Vg, my, g1, j2)
h?ja(ja + V)ld, my, g1, j2)

Da J? s sy ff, J;Z miteinander kommutieren.

(I11.35)
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II. Der Spin und die Addition von Drehimpulsen

11.6. Addition von zwei s = 1/2 Operatoren

Einfachster Fall: § = S; + S5. Der betrachtete Hilbertraum H = Ho—1/o @ H =1/, ist vierdimensional.

[+, +) = [+H)[+) — =) =1
[+, =) = |[+)-) |=+) = [=)[+)
Aus S+ +4) = (8.1 + S.0)| +4) = (g+g)|++> =hl++)

schlieen wir, dass der Gesamtspin S die Werte 1 oder 0 annimmt:

=,

S* =82+ 82 +25, -5,
R 5
- hzi + h21 +251,252,2 + 51,452, + 51,524

——
—h23

2

2 53 h\?
=21°|++) = s=1

=22 -—-) = s=1 (11.36)
Das heifit, dass | + +) und | — —) den Gesamtspin s = 1 und die z-Komponente m = %1 besitzen.
= L1 =+ +)
|1a_1> = ‘_7_> (1137)
in der Notation |s,m). R
Mithilfe des Absteigeoperators S_ erhélt man |1,0).
1,4 14 .
1,0) o 28-11,1) = 3 (81— + 8 )+, +)
= | )+ )
1
normiert ergibt sich: 11,0) = —=(+,—) + |- +)) (I1.38)
V2
Fehlender orthogonaler Zustand:
1
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I1.7. Allgemeiner Fall der Addition zweier Drehimpulse

Test:
5.10,0) =0
5 3 J S 5 S o
S‘0,0> = (ihz + 251725272 + SLJ,.SQ’_ + S11_527+) |0, 0>
3 B2 K2
(oo By +1-0)
(37 —2(3)" 0.0+ (ke =)
3 1 ) 9
=|(=-—=—=1])h%0,0) = 11.40
(2-5-1)w00 (1140
Singulett: 0,0)= Z5(|+ =) == +))
‘15 1>: |+a +>
Triplett: 11,0)= %(H—, )+ 1]—,4)
|]-v 71>: |*a 7>
D,: Spin s-Darstellung < Basis des Hgpin s
Dy @ Dijy = D1 @ Dy (11.41)
Projektionsoperatoren
~ 3 1 > oy Po = 1 - Pl
Pr=-+ =5 -5 5 n (1142)
4 B2 = 1-%5.5
P projiziert auf den Triplettraum D;:
. 11 >
Almy = (34 52 - & - 8) ILm)
3 1 3 3
=(§r5(-1-2)nm
= |1’m>
- (31 ( 3 3))
Pl\O,m>—(4+2 0 11 |0, 0)
=0
1.7. Allgemeiner Fall der Addition zweier Drehimpulse
Addition zweier beliebiger Drehimpulse J= jl + jg
Zwei orthonormale Basen:
@ J?, JALZ, J_QQ, j27z Eigenzustédnde: |ji, m1, ja, m2)
® J2, ., ff, J;Z Eigenzusténde: |j,m, j1, jo)
Es handelt sich um unterschiedliche Orthonormalsysteme, da [J2,.J; ] = —[J2, Ja..] # 0 ist. Die
Basis @ ldsst sich nach der Basis @ entwickeln.
|j7maj17j2> = Z Z |jiamllajé7m/2> X <ji7mllajé?m/2‘j7m7jlvj2> (II4S>

VAT ’
D119 My ,My
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II. Der Spin und die Addition von Drehimpulsen

Zwei Beobachtungen:
1)

Aus (<Ji?mllajé7m/2‘j?)|.7am7]17]2> = <.7£7m/17]éam/2|(j12‘37m7]17j2>)

<jivm/17jéaml2|jam7jlaj2> = 5j1j15jé7j2 <jla m,17j27m/2|jvmajlaj2>

Bzw. nur fiir j1=i und  jb =4 (I1.44)

ergibt sich ein nicht verschwindender Uberlapp (j1,m}, jb, mb|j, m, j1, ja) # 0.
2) Weiterhin:
jz = jl,z + j2,z

somit (<j17m,17j27m/2|(j1,z + j2,z))|jamv.j1aj2> = <.j17m/17j2am/2|(jz|j’m’j1’j2>)
= [m/1+m/2_m] <j17m/1’j2am/2||jam7jlaj2>:0

D.h. {(j1,m}, jo, mb||4,m, 51, J2) # 0 nur fiir | m =m) +mb |

Das heifit, die Summen in (I1.43) reduzieren sich auf eine Summe:

|j7maj1,j2> = Z |j17m1aj27m2> X <j17m1aj27m2|j7maj17j2> (1145)
m2:77nn17m1

(j1, m1, j2, mal|j, m, j1, j2): ,,Clebsch-Gordan-Koeffizienten*
Fiir die Addition zweier Drehimpulse mit j; und jo fest vorgegeben bleiben zwei Fragen:
1) Welche Werte von j sind fiir gegebenes j; und jo erlaubt?
2) Wie bestimmt man die Clebsch-Gordan-Koeffizienten?

1. Die erlaubten Werte von j

Da my ={—ji,—j1+1,....51 — 1,1}
me = {—j2,—Jj2 +1,...,j2 — 1, j2}
und m =my +mg = {—(j1 +j2),---, (1 +j2)}
Daraus schlieSen wir J< i+ (I1.46)

Behauptung: Die erlaubten j Werte in der Addition zweier Drehimpulse j; und jo lauten

m=mi + meo
Jg={ld1 —gels g1 —Jol + 1, g1 +j2 — L, 41 + ja}

Beweis: OBdA sei j; > ja. Zur Visualisierung des Beweiswegs siehe Abb. I1.2.

Wir stellen mithilfe dieser Graphik die Tabelle I1.1 auf, aus der sich die erlaubten Werte von j ablesen
lassen. Ausgehend vom (ji, j2)-Zustand ist der assoziierte j-Wert gerade j; + jo und die m-Werte
sind m = {—(j1 + j2),--.,(j1 + j2)}. Fiir m = j; + jo — 1 bleibt dann genau ein Zustand iibrig,
der der maximal ausgerichtete Zustand des j = j1 + jo — 1-Multipletts ist. Dieses Schema setzt sich
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I1.7. Allgemeiner Fall der Addition zweier Drehimpulse

ma A
©
\X X X J2 X X X = m=ji+j
\le J
/\ XK K X A ;h
m=—j1—jz — X\\ >< X _32 X X X
NV N

m = mq + mg = const

Abbildung I1.2.: Entartung der

gemeinsamen Eigenzusténde der

beziiglich der z-Komponente des Gesamtdrehimpulses

Einzeldrehimpulsoperatoren

m (mq, ma) Entartungsgrad
Jj1+j2 (j1,72) 1
J1+j2—1 (J1 — 1,42), (41,2 — 1) 2
Ji+j2—2 (J1—2,42), (J1 — 1,42 — 1), (1,52 —2) 3

© : : .
Ji—J2+1 (J1 —2j2 +1,42), ..., (J1, —J2 + 1) 242
J1—J2 (J1 — 22, J2), - - -5 (J1, —J2) 2j2 +1
Ji—J2—1 (1 =22 — 1, 42),...,(j1 — 1, —J2) 2ja+1

: : . . o : .
—(j1 — ja) (=j1,72)5 - (=j1 + 22, —j2) 2j2 +1
—(j1—J2) =1 (=ji,g2—1),...,(=j1+2j2—1,—J2) 252

@ : :
—(1+Jg2) +1  (=j1,—j2+1),(=j1 +1,—j2) 2
—(j1 + ja) (—=J1, —J2) 1

Tabelle I1.1.: Eigenwerte des J. Operators sowie Basis der dazugehorigen Eigenrdume

© m=|j1 = jol o
=1 = jol <m < |j1 — ja
@ m < —[j1—jol

Entartung: j; + jo —m+1
Entartung: j1 + j2 — |71 — jo| + 1
Entartung: j; + jo — |m| +1

Tabelle 11.2.: Entartungsgrad von m (nun j; und js nicht mehr geordnet)
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II. Der Spin und die Addition von Drehimpulsen

mA
J1+Jj2t TH
it [T
-l |||
—(j1+72) + JH

1 2 3 4 5 Enta’rtung

Abbildung I1.3.: Schematische Darstellung der m-Eigenrdume in der direkten Produktbasis der Ein-
zeldrehimpulse

fort bis j = |j1 — jz|, dann sind alle (my, mg)-Zusténde verbraucht. Siehe hierzu auch Abb. I1.3. Das
heifit, die moglichen Werte von j sind:

1 = Jal <3 < g1+ J2 (11.47)

Zur Kontrolle zihlen wir alle Zustéinde ab. (Sei weiterhin j; > j2)

J1+J2 272

S @i+ =) 20i—ja+k)+1  wobei Zk— Ll)
=ljr—da k=0
= (201~ 32 + 1) (202 + 1)+ 2( G (202) 272 + 1))
= (21 — 2o+ 2o+ 1) (2jo + 1) = (2j1 +1)(2jo + 1) O (I1.48)

Stimmt {iberein!

2. Bestimmung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten

(51, mY, g5, mb|7, m, j1, jo) sind tabelliert (z.B. Edmonds, Angular Momentum in Quantum Mecha-
nics, PUP 1957). Wir wollen das Konstruktionsprinzip verstehen. Wir starten mit dem Zustand mit
maximalem j = j; 4 j2 und wenden dann den Absteigeoperator J_ an, um das j = j; + jo-Multiplett
aufzubaven (m € {—j,—j+1,...,5 —1,5}).

Erinnerung;: Ji|j,m) = h\/j(j +1)—m(m=*1)|j,m+1) (11.49)
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I1.7. Allgemeiner Fall der Addition zweier Drehimpulse

Da j; und jo fest sind, schreiben wir zur Vereinfachung:

‘j15m17j2am2> — |m17m2>
|j3maj1aj2> — |.77 m>G (1150)

wobei der Index ,,G“ fiir ,,Gesamt* steht. Dann gilt:

Gomla = Y (my,malj,m)almi,ms) (IL.51)

mi,m2
mi1+mo=m

. Das j = j; + jo-Multiplett:

lj = j1 + je,m = j1 + j2)o = |j1, J2) (I1.52)

Um den nachsten Zustand zu bekommen wenden wir J_ darauf an:

J_|g1 + j2, 1 + Ja)a = M/ 2(j1 + J2) 71 + J2, 51 + j2 — L)a (I1.53)

bzw.

J_|j1,j2) = (Ji— + J2-)|j1, J2)
= h\/2j1 |j1 — 1, j2) + Bn/242 |1, j2 — 1) (IL.54)

Durch Gleichsetzen von (I1.53) und (I1.54) erhalten wir:

= l71 +J2. 1 + 2 — L)g =

J1 . . 2 .
1, 4) + e —1 1155
T |j1 J2) s 71,72 — 1) ( )

Das heif3t die ersten Clebsch-Gordan-Koeflizienten lauten:

(m1,ma|jr + 2, J1 + J2)G = Omyji Oma s

/ 11.56)
Jl (
<m1, m2|]1 + 72,91 + J2 — 1 T+ s ml,jl 16m2,]2 1 +] 'HL1,_]1 mg,]g 1

Dieses Verfahren lisst sich fortsetzen. Zur Ubung niichster Schritt:

J_|j1 + jo, 1 + jo — )a = An/2(241 + 252 — 1) |1 + 2, J1 + J2 — 2)c

gleichzusetzen mit
\V 7 + Z(Jlf +Ja)|j1 = 1,j2) + \ 7 +j2 (Jim + J2-)|j1,j2 — 1)

e (\/2(23‘1 = 1) i1 = 2.2 + V272 i1 — L2 — 1))

J1+j2

| 2 (V27 i = Le = 1)+ y/2272 = 1) i, — 2)

]+J
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II. Der Spin und die Addition von Drehimpulsen

Hieraus folgt der néchste Koeffizient:

J1(2j2 — 1)
(J1 +J2) (251 + 272 — 1

(m1,ma|jr + j2, 1 + j2 — 2)g = \/ )5m17j1725m2,j2

J1J2
2 Oy j1—10ms jo—
\/(j1+j2)(2j1+2j2—1) v

Jj2(2j2 — 1)
* ] ] 1 y 5771 '157 PR
\/(.71 +]2)(2]1 + 2]2 _ 1) 11,7 ng,jo—2

Il Das j = j; + j2 — 1-Multiplett
Offensichtlich ist

. . . ) J2 . ) 1 ..
Fha—Lji g2 — e = | —2— ljs — 1,ja) — | —2— |j1.ja — 1 1157
|1 + Jo J1+Jj2—1) P |71 J2) P lj1,J2 — 1) (I1.57)

da zum Zustand |j1 + j2, 71 + jo — 1) aus (I1.55) orthogonal und

Lljn+d2—Lji+jo—Da=nji+j2— 1)1 +j2— 1,51 +j2— 1a (I1.58)

Somit

L L [ J2 [ 7
<m1>m2‘z71 +J2—1,j1+J2— 1>G = m 6m1’j1*16m2,j2 - m 6m17j16m27j2*1 (1159)

Weitere Zustédnde dieses Multipletts erhalten wir durch Anwendung von J_. Weitere Multipletts er-
halten wir durch Orthogonalisierung. Das Prinzip der Berechnung der Clebsch-Gordan-Koeflizienten
ist in Abb. I1.4 dargestellt.
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I1.7. Allgemeiner Fall der Addition zweier Drehimpulse

mj A
Orthogonalisierung
R

. g <« m; =j1+J2

:g i+ —1Lj+ja—c
<« . <
J J1 — J2|

«—m; = —(j1 +Jj2)
J=J1+ ]2

Abbildung I1.4.: Entwicklung der Gesamtdrehimpulsmultipletts mittels Anwendung des Gesamtdre-
himpulsabsteigers
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I11. Naherungsmethoden

l1l.1. Zeitunabhdngige Storungstheorie

Ziel ist die pertubative (stérungstheoretische) Bestimmung der stationdren Zusténde und Eigenener-
giewerte fiir , kleine“ Stérungen

H = Hy + \H, Storterm: AH, (IT1.1)

Das Eigenproblem von Hy sei gelOst:
Ho|n?) = E°|n?) i=1,...,9 Entartungsgrad (I11.2)
Gesucht: Losung des Eigenwertproblems im gestorten Fall:
H|ni) = En|n;)
Annahme: E,()\) und |n()\)) seien analytisch in A:

E,=E)+\E} + NE2 4 - (I11.3)
i) = [nf) + Alng) + A*[n) + - -- (IIL.4)

Nebenbemerkung:

i) Im Allgemeinen konvergiert diese Entwicklung nicht. In vielen Féllen ist sie aber eine
asymptotische Reihe, das heifit, die ersten Terme der Entwicklung geben eine gute Ap-
proximation, ab einer gewissen Ordnung wird die Approximation sogar schlechter!

Asymptotische Reihe einer Funktion f(\):
m

Sei f(A\) = 3 axAF + R,,(\). Falls das Restglied R,,()\) die Bedingung lim Q) —
k=0 -

und lim R,,(A # 0) = oo (Divergenz) erfiillt, ist
m—ro0

Fn () =D apA*
k=0

die asymptotische Reihe vom Grad m zu f(A).

ii) In manchen Fillen kann man E()\) nicht in A entwickeln.
Beispiel: E,, = exp [—%n]
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III. Naherungsmethoden

Nicht-entartete Storungstheorie:

H|n) = E|n)
= (Ho+ A1) (In%) +Aln') + 2Mn?) + ) = (Ep + ABp + ) (In°) + Aln') + X2[n?) + - )
(ITL.5)
Koeffizientenvergleich (von A%, AL .. .):
P Ho[n®) = EJ|n°)
AL Ho|n') + H,|n°) = ES|nt') + E}[n°) (I11.6)
A2 Ho|n?) + Hy|n') = ES|n?) + E|nt) + E2|n°) (I11.7)

Normierung von |n)
Es ist bequem, |n) nicht auf 1 zu normieren sondern durch (n°n) =1 ((n°n° = 1) festzulegen.
Das heifit:
Mn®lnt) + X2(n°n?) + - =0
=0 (IIL8)

woraus (n%n'y = (n°n?)

folgt. Nun projizieren wir (I11.6) mit (n°]:

OLERsTRT) + (n°|Hy [n®) = (n%1Egtnty + EL

= E} = (n°|H,|n°) (I11.9)

In!) hat die Form
Int) = Z Crm|mP) mit ¢, = (m°|nt) (IT1.10)
m#n
da die {|m°)} ein vollstindiges Orthonormalsystem bilden. Die Anwendung (m°|(IIL.6) mit m # n

ergibt A
(m°|n') By, + (m°|Hy[n®) = Ep(m®|n')

(mO| Hy[n°)

= Cm — <m0|n1> = W (IIIll)
Das heifit:
(m°|H,|n°)
m;én n m

E2 erhiilt man nun aus (n°| (II1.7) unter Ausnutzung von (I11.9) und (II1.12):

Ej = (n°|H[n")

A 2 ; 2
g2 _ N~ OO mOHn®) g~ [(m Hn®)|
= no Z EO _ EO - EO0 _ EO

(IT1.13)

m#n

m#n

Korrektur des Energieeigenwertes in zweiter Ordnung Storungstheorie.
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III.1. Zeitunabhéngige Stérungstheorie

Nebenbemerkung:

i) Fiir den Grundzustand ist E2_;, < 0

ii) Falls die Matrixelemente von Hy alle vergleichbar grof} sind, liefern benachbarte Energie-
niveaus dominanten Beitrag zu E2.

iii) Im kontinuierlichen Fall des Spektrums ist die obige Summe durch ein Integral zu ersetzen.

Entartete Storungstheorie .
Holnj) = Eplnd)  i=1,...,9n (I11.14)

mit (mf|n9) = d,nndi;. Die [n) fiir festes n spannen den g,,-dimensionalen Eigenraum U,, des Eigen-
werts E auf. Sie sind jedoch nur bis auf unitére Transformationen innerhalb von U,, bestimmt.

Das volle System ist durch H = Hy + MH, beschrieben. Wir suchen die Losung zu
Hng) = Epalne) a=1,...,9, (I11.15)

Im Allgemeinen wird die Storung die Entartung aufheben, wie zum Beispiel beim Zeeman-Effekt.
Das heifit, die Eigenwerte E, , tragen zusétzlich den Index a. Wie uns bekannt ist, besteht ein
Zusammenhang zwischen Symmetrie und Entartung.

Nehmen wir an, (I11.15) ist gelost, dann ergibt
lim |ng) = [n? I11.16

eine spezielle ,,der Storung angepasste” Basis des U,,. In dieser Basis wollen wir arbeiten und setzen
an:

Ena=E)+AE, ,+NE2  + -
Ina) = [n%) + Alng) + Anl) + -+ (IT1.17)

Dies setzen wir in (II1.15) ein und fithren einen Koeffizientenvergleich Ordnung fiir Ordnung in A
durch:

A0 Ho|nl) = E5|nd)
AL Holnl) + Hi|nd) = Ed|nl) + E} ,|nl) (I11.18)

Wir entwickeln der Stérung angepasste, uns noch nicht bekannte Eigenvektoren |n®) nach den ur-
spriinglichen orthonormierten Eigenvektoren |n?) des Eigenraums U,,:

9n

[na) =D (nflnd)Ind) (ITL.19)

i=1

Die Eigenvektorkorrektur erster Ordnung wird noch der urspriinglichen Basis aller {|n?)} entwickelt:

ny) = > (m? Ink)m? (I11.20)

Myl
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III. Naherungsmethoden

mit 4, = 1,..., gm. Einsetzen von (I11.19) und (111.20) in (111.18) und Multiplikation von links mit

(mf]:

9n

) m§)|n(11> +Z<mg|ﬁl|”?><n?|ng> O|” +Z 5mn5m 0|ng>
i=1
gn .
= Y {mYHng) — B} obmndis} (nfInl) = (Ef — Ep)(miIns) (ITL.21)

Fiir m = n ergibt sich das homogene Gleichungssystem fiir (n?[n2):

gn

S Hynd) — B} o655} (n9Inl) = 0 (111.22)

=1

Dies hat nur dann eine von Null verschiedene Losung ({(n?[n0) # 0) falls

det [<”?|ﬁ1|n10> - E}L,a(sij] =0 (I11.23)

Sakulardeterminante

Das heifit, die Eigenwerte der g,, X g,-Matrix A;; = <n?|I§T 1|n(;> liefern die Energiekorrekturen erster
Ordnung E}

Eigenvektoren der Matrix <n?|ﬁ1|n9> sind gem#B (I11.22) die (n?|n?) Koeffizienten = Entwicklungs-
koeffizienten der der Stérung angepassten Basis.

Die Koeffizienten (m|nd) schlieBlich folgen nach Einsetzung der gewonnenen E,, , und (nf|nJ) in
(I11.21).

111.2. Variationsprinzip

Das Ritz’sche Variationsprinzip ist ein Niherungsverfahren fiir das Abschétzen der Grundzustands-
energie eines Hamilton-Operators.

H sei von unten beschrankt, das heifit, dass die Grundzustandsenergie existiert. Fiir H mit unbe-
kannter Eigenbasis |n) gilt fiir beliebiges ) € H.

(Y Hv) =Z<w\n (n|H|¢) = ZE [(nle)]?
>EoZ| nl$)* = Eo(4[e)

(WIH)
- Fo = ~et)

Betrachten wir nun eine Schar [¢(p)) mit u € R geeignet gewiihlter Zustéinde, dann ist das Minimum
der Funktion

(I11.24)

(W (W) H|p (1)
E(n) = I11.25
N EIT) (H129)
eine obere Schranke fiir die Grundzustandsenergie.
Ey Smin(E(p)) (111.26)
n
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II1.3. Zeitabhingige Probleme: Dyson-Reihe

Ritz’sches Variationsverfahren“

I11.3. Zeitabhdngige Probleme: Dyson-Reihe

Bisher wurden Probleme mit zeitunabhdngigen Hamilton-Operatoren diskutiert. Mit Auffinden der
stationdren Zustinde |n) war das quantenmechanische Anfangswertproblem durch

[(t)) = e F Iy (t)) = 37 e FE 010 m) () (111.27)

gelost worden.

Nun wollen wir explizit zeitabhéngige Potentiale V' (¢) betrachten:

H(t) = Hy + V(t) (I11.28)

Gesucht: Losungen |1(t)) der Schrodinger-Gleichung

i () = H(E)[b(2)) (111.29)

Alternative Formulierung im Heisenbergbild:

[0(t) = Ut to)[¢(to)) (I11.30)

wobei U(t, to) der Zeitentwicklungsoperator ist, fiir den gilt:

ih%f](t,to) = H(t)U(t, to) | mit U(tg,te) =1 (I11.31)

Fiir ein zeitunabhingiges H folgt sofort

.

Ul(t, tg) = exp (— H(t — t0)> (111.32)

h

und fiihrt auf (I111.27).

Losung von (II1.31) fiir zeitabhingigen Hamilton-Operator
Umwandlung von (II1.31) in Integralgleichung:

t
Ut to) =1 — %/dtlﬁ(tl)f](tl,to) (IIL.33)
to
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III. Naherungsmethoden

to to /4

I

> >

tO t tl to t tl

Abbildung II1.1.: Vertauschen der Reihenfolge der Integration dndert, bei Anpassung der Integrati-
onsgrenzen, nichts am Wert des Integrals

Diese erfiillt die Randbedingung U (o, to) < 1 und die Differentialgleichung (IT1.31). Wir wollen nun
die Integralgleichung (I11.33) iterativ 16sen:

Up(t,to) =1 (I11.34)
t
Un(t,to) =1 — ﬁ/dﬁ H(t")U,_1 (' t0) (I11.35)
to
. t
= U(tto)*]lfﬁ/dtl ()
to
. t . tl
= Us(t, to) = Lﬁ/dtl (t1) llfﬁ/dtg (t2)
to
) t
f]lfﬁ/dtl /dtl/dtg t1 )
to

Allgemein ergibt sich die DYSON-REIHE:

t t1 th—1
Ult,to) =1+ (—%) /dtl/dtg-n / dtn H(t1)H(ts) - H(t,) (I11.36)
n=1 to to to

Diese Reihe liisst sich noch kompakter schreiben. Wir betrachten wieder U (t,to):

/dt1/dt2 (t1)H /dtl/dtg (t1)H tg /dtg/dtl (t1)H tg)

Da (wie in Abb. III.1 dargestellt)

t tq t t
/dtl/dtQ... - /dtg/dtl--- (I11.37)
to to to to

Definition III1.3.1 (Zeitordnungsoperator T).

Tom. o)) = {grnote) 2 (11.33)
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II1.4. Dirac’sche oder zeitabhéngige Stérungstheorie

Dann gilt:
¢ t ¢ t
/ dty / dtoH(t1)H (ty) = % / dt / dt'T{H(t)H (')} (111.39)
to to to to
und allgemein:
00 NN 1 t
~ ) PN N
Ult,to) =1+ Z <,ﬁ) mT{/dt1~ odty, H(ty) - H(tn)} (I11.40)
n=1 to
bzw. formal geschrieben:
ot
Ult,to) = T{exp {—%/dt’ﬁ(t’)” (IIL.41)

mit

Ot,)O(ty—1)---O(t1) fallst, el > e .
T{O(tl)---oun)}:{ (t2)O(tnr) - Ot) fall >ty > - >

= 1ho,U (t to) = zﬁ@ﬂ’{exp {—/dt H } }
= z’hT{ (—%) Yexp | — : dt'H(t' }

U(t,to)
= Ulto,tg) =1 v (I11.42)

I11.4. Dirac’sche oder zeitabhangige Storungstheorie

Wir betrachten nun die stérungstheoretische Situation, dass V(t) im Hamilton-Operator klein (im
Sinne der Eigenwerte) gegeniiber Hy sei. Aulerdem sei V(¢) = 0 fiir ¢ < tg, das heifit die Storung
wird zum Zeitpunkt ¢y eingeschaltet.

Fiir t < to befindet sich das System im Zustand [io(t)), der der Schrodinger-Gleichung
ihdk|vo(t)) = Holtho(t)) (¢ < to) (II1.43)
geniigt. Mit dem Einschalten der Stérung entwickelt sich hieraus der Zustand |¢(t)) mit

BO () = (o + VW) @) (¢ > to) (I11.44)
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III. Naherungsmethoden

und der Anfangsbedingung |¢(t)) = |1o(t)) fiir t < 5. Als Methode wollen wir fiir t > ¢, das
WECHSELWIRKUNGSBILD verwenden.

[(t)) 1 == eRHot=t0) [y 2)) (IIL45)

= ihd b (8)) 1 = —Holtp(£)) 1 + e Ho =10 (Fy ++ V(£))[4b(¢))

= AV (1) (9 (1))
RO

ihde|p(t))r = Vi(t)[Y(t))1
Vi(t) = et folt=to) ()= f Holt—to)

Die storungstheoretische Losung fiir |¢(¢)); erhalten wir iiber die Dyson-Reihe, die nun auf das
Wechselwirkungsbild angewandt wird. Dazu betrachten wir zunéchst den Zeitentwicklungsoperator
im Wechselwirkungsbild:

()1 = Ur(t,to)|w(to)) s (I11.46)
(I11.46) = ihd, U (t, to) = V() U (t, to)
= Us(t,to) = T{exp(—% / dt’ VI(t’)>} (I11.47)

9O} = o)+ (1 ) / Vit + (1) / ' / A" Vi(EYVi (¢ ko)) + -+

= 7{exp(— [ a %)) poteol (ITL.48)

to

Diese Reihe erlaubt es, den Zustand 1()) in beliebiger Ordnung im Stéroperator V (£) zu berechnen.

I11.5. Uberginge erster Ordnung

e Wir betrachten ein System mit

H(t) = Ho 4+ V(t) (I11.49)
. ~ = 0 t< to
mit V(t) = {7& 0 t>t (I11.50)
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II1.6. Ubergénge in ein kontinuierliches Spektrum

Beschreibung im Wechselwirkungsbild.

()1 = T{exp {—;/tdt’f/;(t’)” (IIL.51)
Or(t) = e%HOfoe—%Zﬁ (111.52)

Insbesondere ist Hy;(t) = Hy = const. Die Eigenzustéinde von Hy, Ho|n) = E,|n), sind deshalb
auch im Wechselwirkungsbild zeitunabhéngig!

e Das System sei fiir ¢ < to im Energieeigenzustand |m), Ho|m) = E,,|m). Das heift [¢(to)); =

9 (t0)) = |m).

e Frage:| Wie grofi ist die Ubergangswahrscheinlichkeit in den Zustand |n) mit n # m durch
die Storung V (t) zu einem spéteren Zeitpunkt? (jm) — |n))
\%

e Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir den Ubergang:
1(n(@®)|(0)r = (n|(t))r = (n|Ur(t, to)[¢(t0)) 1 (II1.53)
Da [¢(to))1 = |m) ist t
ww)r = T{exo| 1 [ vi)] pim)

to

Ubergangsamplitude bis 1. Ordnung Stérungstheorie:

t

HO1(e)s = (nln) 5 [ dt” w1 0)m)

i Fy PN i ’7
=(n|ew "ot V(t")e” nH0! |m)

to
. t
= 5n,m _ % /dtl 6%(E"_Em)t/ <n\f/(t/)|m> (11154)
to

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit Py ny (t) folgt:

2

t
1 i3 ’ A
Py o im (8) = ‘h [t ¢ ) (ITL55)
to

mit m # n.

111.6. Uberginge in ein kontinuierliches Spektrum

Wir betrachten nun Ubergiinge |n) — |m) innerhalb eines kontinuierlichen Spektrums, z.B. Streu-
prozesse, optische Ubergiinge. Die Situation entspricht Abbildung III.2. Die Stérung werde bei t = 0
eingeschaltet und sei konstant:

V() =0tV (I11.56)
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III. Néherungsmethoden

Abbildung II1.2.: Ubergang zwischen zwei Energieniveaus innerhalb eines kontinuierlichen Spek-
trums

Aus (II1.55) ergibt sich dann fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit:

¢ 2

1 n B ' . 2
Pt (6) = 5 | [t eHEE0 ||l )

0

i 2
1 ezwnmt -1

EnfEm
_ﬁ - -

N 2
~‘<n\V0|m>‘ it W 1= ——

an

Da |ei:p _ 1|2 _ (eiw _ 1)(6_”” _ 1) _ (eiz/2 _ e—iw/Q)(e—iw/2 _ ei:c/Q) _ 4Sin2(%)

1 sin®(2zmt) 2
NEECTE ’<n\V0|m>‘ (IIL.57)
Hier taucht die Funktionenfolge
-2
sin“(at
ot(a) = 7ra(2t ) (I11.58)

auf. Diese Funktionen haben folgende Eigenschaften:

1 ca=0
5,(a) = { = e (I11.59)
< 7ozt % # 0
Da / dy =Y — 7 (I11.60)
Y
ergibt sich fiir eine beliebige Testfunktion F': R — R:
I Ood S(@)F(a) = li Ood 7Y e () Z o 11161
fin [ dadi@)Fl@) =, tim [ =5 (F) = FO) (o1)
Das heift tlim 5i(a) = 6(a) (111.62)
—00
Ein Plot einer Funktion aus der Folge d; ist in Abb. II1.3 gegeben.
Fiir lange Zeiten t folgt deswegen aus (II1.57):
. 27 .\ 9
im Py jny (8) = t——0(E, — Ep)|(n|Vo|m)| (I11.63)

t—o0 h
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II1.7. Periodische Uberginge

6t ()
t
s
:271' :71' ! 7:1' 2:7r >
-5t 0 5 7 «

Abbildung II1.3.: Beispiel fiir Funktion aus der Folge d;

bzw. fiir die Ubergangsrate, also die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit:

27T ~ 2
Loy imy = —=0(En = Em)| (nlVom)| (I11.64)

,Fermis goldene Regel“

Nur Ubergiinge, fiir die Energieerhaltung gilt, sind erlaubt!

I11.7. Periodische Uberginge

Weiterer recht einfach behandelbarer Spezialfall einer zeitabhéngigen Stérung:

V(t) = 0(t)Vy - cos(wt) (I11.65)

Periodische Storung, zum Beispiel realisiert durch Koppelung an monochromatisches elektromagne-
tisches Feld. Aus (I11.55) folgt (mit Ey,., = E, — Ep):

~ t .
2 3 .
P‘m>‘>‘n> (t) = W’/dt/ e%(Enm'i‘hw)t/ + /dt/ e%(Enm—flw)t/
0 0

2

i i 2
eE(Enm+hw)t -1 eE(Enm—hw)t -1

1 N
= Z|<n\V0|m>|2 (IT1.66)

Jeder einzelne Summand entspricht der Struktur (II1.57). Fiir ¢ — oo besitzt der erste Term ein
scharfes Maximum bei F,,, — hw, wohingegen der zweite Term bei F,,, + hw sein Maximum hat.
Das heifit, im Betragsquadrat tragen die gemischten Terme kaum bei und wir bekommen effektiv die
Summe zweier §-Funktionen:

. m ~ 2
Jm Py ) () = ﬁ]<n\vo|m>| t-{6(Enm + hw) + 6(Epm — hw)} (I11.67)

Das bedeutet fiir die Ubergangsrate:

™

Lim) sy = 35

{8(Enm + 1) + 8( By — F) }| ([ Vo|m) | (IIL68)

Das heifit, wenn das Energiequant Aw der Storung gerade den exakten Wert einer Anregungsenergie
E,,— E,, des ungestorten Systems trifft, werden Ubergiinge besonders wahrscheinlich. Es handelt sich
um ein Resonanzphdnomen. Abhéingig vom Vorzeichen von E,, — E,, tritt Absorption oder Emission
auf, wie in Abbildung III.4 erldutert.
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III. Naherungsmethoden

% Enm \ E’i""m

E, > Emp;w > 0: Un- (b) En, < Emjw > 0: Angereg-
gestortes System (Atom) tes System (Atom) emittiert
absorbiert ein Energiequant ein Energiequant (Photon)
(Photon) hwnm und wech- hwpm und steigt in tieferes
selt in ein hoheres Niveau. Niveau ab.

Abbildung II1.4.: Absorption und Emission von Photonen durch ein System (z.B. ein Atom)

111.8. Quasiklassische Ndherung

Die typische Wellenlénge eines stationéren Zustandes der Energie E ist durch die De-Broglie- Wellenlinge
A(Z) gegeben.
Definition ITI.8.1 (De-Broglie-Wellenlénge).
2mh
A(&) = T (I11.69)
2m(E -V (&)

Fiir grofle Energien kann A\(Z) sehr viel kleiner werden als die charakteristische Distanz auf der sich
V(#) dndert. Dies nennt man die quasiklassischen Grenzfall:

Der i — 0 Grenzfall der Schrodinger’schen Quantenmechanik Die klassische analytische Mecha-
nik ldsst sich in der Hamilton-Jacobi-Theorie iiber die Wirkungsfunktion S(g, 13, t) formulieren, die
die erzeugende Funktion der kanonischen Transformation (7, 5) — (@, P) ist. Dabei sind die neuen
C_j und P Integrale der Bewegung genau dann, wenn gilt:

oS as aS
H( ,...,5,—,...7—71:):—— I11.70
Moo Bo 0 g, ot (ILL.70)
» HAMILTON-JACOBI-DIFFERENTIALGLEICHUNG “
Insbesondere ist fiir ein Teilchen im Potential V' (&, t)
1 =0 L., 08

In der Ortsdarstellung der Quantenmechanik ist das zentrale Objekt die Wellenfunktion ¢ (%, t), die
der Schrodingergleichung geniigt. Wir wollen nun folgenden Ansatz machen:

v(E 1) = exp | L5021
Dann fiithrt uns

IO (T, 1) = —%6% + V(Z, )0 (IIL.72)
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II1.9. Die Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB)-Methode

auf

1 ih oS
5 (VS) 4+ V(@) - oA = -2 (IT1.73)

Fiir i — 0 geht die Schrodingergleichung in die Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung (II1.71) iiber!
Systematische quasiklassische Entwicklung (#-Entwicklung):

S(E,t) =Y _(ih)" S (Z,1) mit S, € R (I11.74)

n=0

(IT1.74) in (IT1.73) eingesetzt liefert:

1 - S
0. . 2 — _ _70 . ~ .
n: m (VSo)* + V(Z,t) 5t (Hamilton-Jacobi)
1 = > 1 051
Bt - . T ASy = —
m(VSO V51) 5o So 5t
1 = 1 = > 1 052
2. 2 J— . e — = ——
R om (VSl) + m (VSO VSQ) QmAsl ot

= Iteratives Losungsverfahren fiir die Wellenfunktion!

111.9. Die Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB)-Methode

Quasiklassische Bestimmung der stationédren Losung der Schrédingergleichung. Dieses Verfahren ist
am transparentesten im (effektiv) eindimensionalen Fall:

(1) = | oo 32+ V()| uo.1)

Betrifft sowohl eindimensionale Systeme:

p== u(p) = (x) V(p) = V(z) (ITL.75)

als auch dreidimensionale Systeme in Zentralfeldern mit effektivem eindimensionalem Schrédingerproblem:

— B2+ 1)
= =rR Vip)=V _— II1.76
p=r u(p) = rR(r) () =V(r)+ ot (11L.76)
wobei R(r) den Radialanteil der Wellenfunktion (&, t) bezeichnet.
Stationdre Losungen:
u(p,t) = "7 Flu(p)
= u”(p) + k*(p)u(p) =0 (I11.77)
. 2m —
mit (p) = 75 (E=V(p))
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III. Naherungsmethoden

Quasiklassischer Ansatz:

u(p) = e-exp | (o)

W(p) =Y (ih)"Wa(p)
n=0
= W' (p)? = (ih)W" (p) = h*k?(p) (IT1.78)
no W2 —B%E*(p) =0 n.b.: B2E%(p) ~ O(K°)
Rt ih(2W{W] — W) =0
h* —RA(WP 4 2W Wy — W) =0 (II1.79)

o Losung nullter Ordnung:
P

Wao) = £h [ df k(s") + e
(unbestimmtes Integral mit Integrationskonstante c;)
e Lisung erster Ordnung:

iy 1WE(p) _ 1K (p)
Wi = 3050 ~ 2 k)

= Wi(p) = In\/k(p) + c2 (I11.80)

Somit folgen die zwei Losungen fiir u(p):

uy(p) = Zi(p) exp {ii /” dp'k(p’)+0(h)}

Die allgemeine Losung in der WKB-Naherung ist Superposition:

p

u(p) = \/k;ip)exp {i/dp’k(p/)} + \/Ck:(ip)exp {—i/pdp’k(p’)} (I11.81)

Fiir eine Potentialmulde erhalten wir eine Situation wie in Abbildung III.5.

2mh

2w ‘
2m(E V()

e Bedingunyg: Alp) = 0] =

< AV (I11.82)

e Ist erfillt im Inneren des klassisch erlaubten Gebietes und fiir p — 400 im klassischen verbo-
tenen Bereich.

o Ist nicht erfillt an den klassischen Wendepunkten V(a) = E und V(b) = E, da dort A(p) — oo!
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II1.9. Die Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB)-Methode

Alp)
| AV |
Ap) = % AV Charakteristische Skala

des Potentials V(p)

Abbildung I11.5.: WKB-Néherung fiir eine Potentialmulde

VA

RN ay
Nl

>
>

p

Abbildung III.6.: Muldenpotential mit klassischen Wendepunkten eines Bindungszustands mit Ener-
gie B

Problem der Anschlussbedingungen: Fiir einen Bindungszustand einer Potentialmulde liegt eine
Situation wie in Abbildung II1.6 vor.

p>a #p) = e [ o' o]
E<V(p)= k=ilk|
. __a exp i / / C2 exp | —i / /
0<p<a: o) = s p[/dp|k<p>|}+m o[~ [ as' k()|
E>V(p) = keR (I11.83)

Bestimmung von Beziehung zwischen Koeffizienten ¢y, co und ¢ iiber Anschlussbedingungen bei p ~
a nicht moglich, da WKB-N&herung bei p ~ a zusammenbricht. D.h. wir kennen die stationére
Wellenfunktion 1(p = a) dort nicht. Zunéchst lidsst sich in der Néhe von p = a das Potential linear
néhern.

—E+V(p) = Fy-(p—a)+0((p—a)?) (111.84)

Diesen Ansatz setzen wir analytisch in p fort: Wir erweitern formal die reelle Ortskoordinate p nach C.
Dann lésst sich aus dem klassisch verbotenen Gebiet iiber Weg I bzw. Weg II in das klassisch erlaubte
Gebiet iibergehen, ohne die Giiltigkeit der WKB-Néaherung zu verlassen. Die Integrationswege sind in
Abbildung II1.7 dargestellt. Dabei sind die Wege so gewiihlt, dass die lineare Nitherung fiir —E+V (p)
giiltig ist. Das heiffit im klassisch verbotenen Bereich p > a ist

ho)| = 20—
[t =2 R =y (111.85)

w
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III. Néherungsmethoden

N
SK ]
N

klassisch erlaubt \ K klassisch verboten

\ /
\ /

/
4
\\ // II
~ -

\‘_(__f’

Abbildung II1.7.: Komplexe Integrationswege zum Ubergang vom klassisch erlaubten in das klassisch
verbotene Gebiet

in der Ndhe von p = a mit p > a ist deshalb

¢ 2 2mFy
U(p) = p—ayi P {—3(/) —a)”” T (IIL.86)
K2 4
mit c= <2mF0) c
Nun verfolgen wir diese Funktion entlang Weg I:
(p—a) =:|p— ale® ¢ € [0,7]
= (p—a)”* =|p— a|*e'2?
(p—a) ™ =|p— a| =9 (I11.87)

Die analytische Fortsetzung von (II1.86) entlang Weg I in den klassisch erlaubten Bereich b < p < a
liefert (¢ — m und 2™ = —4):

¢ —in/4 .2 37, | 2mIEq
¥(p) = o’ /*exp {Z3|p— af "\ == (I11.88)

Vergleich mit (II1.83) ergibt:
1 =ce i/ (I11.89)

Wihlt man die analytische Fortsetzung entlang Weg 2 folgt hingegen:

_ ¢ im/d .2 3, [ 2mFp
¥(p) = me /*exp {—23|P —al / T
= ey =ce™/? (I11.90)

Somit folgt fiir die Form der Wellenfunktion im klassisch erlaubten Bereich:

™

P(p) = cos {/p dp’ k(p') — Z} (I11.91)
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II1.9. Die Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB)-Methode

Am anderen Umkehrpunkt p = b ergibt sich durch Spiegelung von (I111.91):

/b 4o’ k(') ~ T |

[ o w) - ( / 4 k(o) 7)) (111.92)

a a

Y(p) =

\/m COs

cl

= COS
(p

3

Die Bedingung, dass diese beiden Ausdriicke bis auf ein beliebiges Vorzeichen iibereinstimmen, fiihrt
auf die Phasenbedingung

b
/dp'k;(p') = g +n-m nez (I11.93)
Mit dem Impuls p(p) = hk(p) = \/2m|V (p) — E| folgt:
. b
—/dpp(p) =n+1/2 (111.94)
wh

was einen Spezialfall der BOHR-SOMMERFELD-QUANTISIERUNGSBEDINGUNG

1
- 1
57 dep(z) =n+1/2 (I11.95)

darstellt. Diese wurde bereits von Bohr 1913 bzw. Sommerfeld 1916 als Vorbote der Quantentheorie
postuliert.

Aus dieser Formel lassen sich die Energieniveaus der Bindungszustéinde approximativ bestimmen.
Die Néherung ist gut fiir grofle n, das heifit hohe Anregungen bzw. den semiklassischen Bereich.

Die Resultate sind in Abbildung II1.8 zusammengefasst.

Vip)
pan

e 7
7% a0
14
Bereich I: 7/1(P) = % Ccos /dp/ k(p/) N £:|
’ P
Bereich II: Y(p) = %(p) exp {f / dp’ |k(p')@

a

Abbildung III1.8.: Zusammenfassung: WKB-Niherung
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IV. Quantentheorie bei unvollstindiger
Information iiber den Systemzustand

IV.1. Phasenraumdichte in der klassischen statistischen Mechanik

In der klassischen Mechanik wird der Zustand eines (Vielteilchen-)Systems durch einen Phasenraum-
punkt (x1,...,%s,D1,-..,Ps) bestimmt (Abbildung IV.1a).

Fiir makroskopische Systeme (Ideales Gas, Festkorper) ist die Kenntnis des exakten Zustands jedoch
meist unmdoglich, zum Beispiel lassen sich nicht alle 10?3 Koordinaten eines makroskopischen Systems
mit grofler Genauigkeit angeben. Stattdessen kann man Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeit des
Aufenthalts des Systems in bestimmten Phasenraumbereichen machen. Es liegt ein sogenannter
gemischter Zustand vor (Abbildung IV.1b).

p ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich das System im Phasenraumpunkt (z1, ..., Zs, p1,---,Ps)

befindet; 0 < p(x1,...,%s,p1,--.,Ps). Es gilt demnach

1:/dxl'"dxsdpl"'dpsp('rhx?v'"7xsap17p27"'aps) (IVl)

Beispiele:

const in B

i) System ist irgendwo im Bereich B: p = { 0 ;
sons

ii) System hat Gesamtenergie Fy (,mikrokanonische Gesamtheit“): p = A - 6(E — Ep)

iii) Reiner Zustand: p = §(x1 — 29)6(z2 — 29) - 5(p1 — pY) - - - 6(ps — p2)

p>0

3> >
> >

X T
(a) Reiner Zustand (b) Gemischter Zustand

Abbildung IV.1.: Klassische Zustédnde
p=p(x1,...,Ts,D1,-..,Ds): ,Phasenraumdichte*
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1V. Quantentheorie bei unvollstindiger Information iiber den Systemzustand

Bei einer Messungen der klassischen Grofle £ in einem gemischten Zustand gilt fiir den Mittelwert:

<‘c> = /dmldxédpldpb p(xlv'"7xsap17"'aps)£(x17- "axsapla"'vps)

IV.2. Quantentheorie eines gemischten Zustands

In der Quantentheorie ist das Aquivalent eines Phasenraumpunktes als reiner Zustand der Zustands-
vektor [¢) € H, der sich aus der Messung eines vollstindigen Satzes kommutierender Observablen
bestimmen lésst. Bei einem makroskopischen System bestehend aus vielen Teilchen (etwa einem
Atomstrahl oder Festkorper) ist dies realistisch nicht moglich. Vielmehr ist nur die Messung einer
Reihe von hochgradig entarteten Observablen, etwa der Energie, des Drucks, der Magnetisierung, etc.
moglich. Demnach muss den Wahrscheinlichkeitsaussagen der Quantentheorie eine zweite Statistik
iibergestiilpt werden, die unsere Unkenntis iiber den Systemzustand quantifiziert:

Wir betrachten einen Satz von Zustandsvektoren {|¢1), [t2), ..., [¥qa), ... }, die jeweils mit der Wahr-
scheinlichkeit {p1,pa2,...,Pa, ...} vorliegen. Es gilt:
0<py <1 > pa=1
«

Die |wa>A sind normiert aber nicht notwendigerweise orthogonal. Fiir den Erwartungswert der Obser-
vablen £ gilt dann:

<[:> = Zpa<£>a = Zpa<¢a|ﬁ‘wa>

= paSp(PyL) (IV.2)

mit P,y = [tha) (Yl

IV.3. Der statistische Operator

(IV.2) legt Definition des statistischen Operators p nahe:
Definition IV.3.1 (Statistischer Operator).

pi=> Paltba)(Wal =D paPly.) (IV.3)

Der statistische Operator ist das quantentheoretisches Analogon zur klassischen Phasenraumdichte
p(:rla sy Ty Ply - 7p€)

e Matrixelemente von p in beliebiger Basis |k) lauten:

ek = (k|p|k") ,Dichtematriz* (IV.4)

e Diagonalelemente der Dichtematrix sind positiv:

Pk = (k|plk)
= Zpa<k|¢a><wa|k> = Zpa|<k|wa>|2 >0 (IV5)
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I1V.3. Der statistische Operator

e Im reinen Fall ist

_ 1 fira=1
Pa = 0 sonst

= [)rein = |w1><’¢)l| = p"l/)]) (IVG)

e Erwartungswert der Observablen L:

(L) = Sp(pL) (IV.7)

e Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Messwertes A: £|A) = A[A):

Wa = (Play) = Sp(pPay) (IV.8)

Eigenschaften des statistischen Operators
* Sp(p) =1
e 0<prr <1

e Sp(p?) < 1 und p? # p falls p, # 0 fiir mehr als ein «, das heifit es liegt kein reiner Zustand

vor.
Beweis:
Sp(p%) = S (1l Y Paltba) (Yal 3 paltis) (wsln)
n o B
= 3" paps{talts)(wsln) (nlva)
n,a,3
= Zpozpﬂ | <wa|¢/3> |2
a,B
2
< Zpapﬁ = <Zpa> =1
a,f o
.« it=p
Beweis:

Sp(p) = Z Zpa ()t ) (taln)

= Zpa<wa| Z ) (n]1a)
= Zpa<wa|wa>

:Zpazl
a
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1V. Quantentheorie bei unvollstindiger Information iiber den Systemzustand
IV.4. von-Neumann Gleichung

Wir suchen eine dynamische Gleichung fiir die zeitliche Entwicklung des statistischen Operators. Die
individuellen Zustandsvektoren [¢)*) geniigen der Schrédingergleichung:

im0 e (t)) = H|tha (1))
- —ihd(Pa(t)] = (Ya(t)| H

Daraus folgt:

ihdup = ihy . (Palta) (Val + Paltia) (ol + palta) (tal ) (Iv.9)
Da sich an unserer Kenntnis iiber den Systemzustand ohne Messung nichts &ndern kann ist p, = 0.
= ih0:p =Y paH|ta)(Wal + paltoa) (Yol H
= 1hop(t) = [I?[ i) »von-Neumann Gleichung* (IV.10)

Die zeitliche Entwicklung des statistischen Operators im Schrodingerbild lédsst sich mit Hilfe des

Zeitentwicklungsoperators
t

Ult,to) =T exp{h/dt H(t )} (IV.11)

angeben:

= U(t,to)p(to)U(to,t) (IV.12)

Insbesondere ist dann Sp(p?) zeitunabhiingig, weswegen ein reiner (gemischter) Zustand rein (ge-
mischt) bleibt:

Beweis:
Sp(72(1)) = Sp(U (1, t0)p(t0) Ulto. DU (. 10) p(t0)U (10, 1))
=1
= $p(” (1)) (1V.13)
und
1= Sp(p*(to)) = Sp(p*(t)) (IV.14)

Das heifdt, ein reiner (gemischter) Zustand bleibt rein (gemischt) in der zeitlichen Entwicklung.

Im Heisenbergbild ist der statistische Operator zeitlich konstant:

() = U (4, t0)p (DU (1 10) = plte) = 5 (o) (IV.15)

Der Erwartungswert einer Observablen ist in beiden Bildern identisch:
(A) = Sp(p(t)A) (Schrédingerbild) (IV.16)
Sp(pt(t)AH(t)) (Heisenbergbild) (IV.17)

mit p7(t) = p(to) und AT () = Ut (¢, 1) AU (¢, t9).
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1V.5. Einige Spezielle statistische Operatoren
IV.5. Einige Spezielle statistische Operatoren
i) Komplette Unkenntnis iiber den Zustand des Systems:

G=E)

ii) Bei einem System mit kontinuierlichen Energiewerten sei die Gesamtenergie bekannt (,,mikro-
kanonische Gesamtheit*):

R 6(H — Epl)

p=——r————

Sp(6(H — Eol))

iii) System befindet sich im thermischen Gleichgewicht mit dem Temperatur T (,,kanonische Ge-
samtheit*):

e—BH

7 Sp(e-pi)

mit 5 = kB%, kg: Boltzmannkonstante

IV.6. Quantenrealitat: Das EPR-Paradoxon

,,Gott wiirfelt nicht.“ Albert Einstein

Vielen Physikern behagt(e) die nicht-deterministische, intrinsisch probabilistische Natur der Quan-
tenmechanik nicht.

Einstein-Podolsky-Rosen (1935) zeigten auf, dass QM das Lokalititsprinzip der Physik verletzt.
Modifiziertes Argument nach Bohm: Zerfall eines neutralen Pions mit Spin 0 in ein Elektron und ein
Positron.

7r0%e*+e+

L€ 0 et
Detektor [ < ° a ] Detektor

Alice Bob

7Y sei in Ruhe — et und e~ fliegen in entgegengesetzte Richtungen. Die Spins des et-e~ Systems

miissen in der Singulett Konfiguration vorliegen (Addition von 2 Spin 1/2 Systemen).

1

0,0) = V2

(‘T)e* |\L>e+ - |\If>e* ‘T>e+)

Alice misst Spin von e~, Bob misst Spin von e™, beide rdumlich separiert.

e Messung S, von e :

p=05 S, =+h/2
p=05 S, =—h/2

e Jedoch Messung S, von e™ korreliert mit Messung von e : Ergebnis (Sz)e+ = f(S*Z)ef.
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1V. Quantentheorie bei unvollstindiger Information iiber den Systemzustand

e Grund: Zustandsreduktion bei Messung (,,Kollaps der Wellenfunktion®)

| : o
Qatee |,y e Pder > | Goder | o= r e e
0,00 /; 0.5
—> | (5,)e- Bob
($) \72 <4 Bo
=0,5 N h/o
! e e — [ 8 | =2 1))
p_ 9

Messapparationen (S, )e— und (S, )e+ kénnen rdumlich beliebig weit entfernt sein! Dennoch
beeinflusst die Messung von Alice instantan den Zustand des Systems auch bei Bob! Insbeson-
dere kann Bob beliebig kurz nach Alice messen, kiirzer als Laufzeit von Licht Alice — Bob!
= Nichtlokalitit »Opukhafte Fernwirkung® A. Einstein

e Kein Widerspruch zur Speziellen Relativitéitstheorie: Es findet keine Informationsiibertragung
mit Uberlichtgeschwindigkeit von Alice zu Bob statt. Alice hat keinen Einfluss auf Ausgang
ihrer Messung — Das Ergebnis kann nicht zur Informationsiibertragung genutzt werden.

o FEntscheidend: Herstellung eines verschriankten Zustands iiber grofle rdumliche Distanzen. Ge-
lingt experimentell extrem gut mit verschrinkten Photonen.

IV.7. Die Bell’sche Ungleichung

EPR (und viele andere Kritiker) zweifeln nicht an der Korrektheit der Quantenmechanik, sondern
an deren Vollstindigkeit.

Absatz ,Behauptung einer Theorie versteckter Variablen“ weglassen?

BELL konnte mit folgendem Argument zeigen, dass jede beliebige Theorie mit verborgenen Variablen
inkompatibel zur Quantenmechanik ist!

e Verallgemeinerung des EPR-Bohm Experiments

ol g 7/

< \

< W V ”
A B

Alice misst (@ - S4) Bob misst (b- Sp)

Wir messen den Mittelwert der Spinkorrelationen P(a,b) = %<(&’~ §A)(5 §B)>.

Bei gleich ausgerichteten Polarisationen liegt

A B Produkt ein gewo6hnliches EPR-Experiment vor:
-1 -1
11 1 p(a,a) = -1
-1 -1 1

Ebenso bei anti-parallelen Polarisationen P(d@, —d@) = 1 > Spinerhaltung.
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1V.7. Die Bell’sche Ungleichung

Allgemeine Losung (siehe Ubung) fiir beliebige @ & b:

-,

P(@,b) = (0,0 | (@-S,) (- Sy) | 0,0) (IV.18)

Wir zeigen nun, dass dies inkompatibel mit jeder lokalen Theorie unter Zuhilfenahme versteckter
Variabler ist!

In einer lokalen, deterministischen Theorie (LDT) existieren Variable A die den Zustand von
et & e~ vollstindig beschreiben. Diese wurden bereits beim Zerfall von 7° festgelegt.

Alice und Bob messen unabhdngig voneinander den Zustand von e~ respektive et. Dann gibt
es eine Funktion A(d, \), die den Ausgang der (@ - Sa) Messung am e~ sowie B(b, A), die den
Ausgang der (b - 5’}3) Messung angibt:

A(a@,\) = =1 B(b,A\) = £1
Wenn b = @ sind die Ergebnisse wegen der Spinerhaltung perfekt antikorreliert:
A(d,\) = —B(a, \) (Iv.19)
Mittelwert der Messungen in einer LDT:
P(d,b) = / d\p(\) A(@, \) B(b, \)

p(N): Wahrscheinlichkeitsdichte fiir verborgene Variablen mit p(A) > 0 und [dAp(A) = 1.
Analog zur Phasenraumdichte in der klassischen Beschreibung eines Gemischs!

Mit (IV.19) folgt:

P(d,b) = f/d)\p(/\)A(d’, A) A(b, \)

Fiir beliebigen dritten Einheitsvektor ¢ gilt:

P(d,b) — P(@,é) = — / dXp(\)[A@, N A(B, A) — A®@, V) A(E )]

= / A p(M\) [1 — A(b, \)A(G N)] A@, N A(D, )

wegen A(@,\)? = 1. Nun ist [1 — A(b, \)A(G\)] > 0 und A(@,\)A(b, \) = £1
= |P(@,b) — P(@,d)| < /d)\ p(N[1— A, \)A@E )]

bzw.

|P(@,b) — P(@,&)| <1+ P(b,?) (IV.20)

BELL’SCHE UNGLEICHUNG fiir Spin-Spin-Korrelationsfunktion einer LDT

Dies steht im Widerspruch zur Quantentheorie mit (IV.18):

-,

P(@b)=—a-b

Da: Sei @ L bund @-@=b-7= cosm/a
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1V. Quantentheorie bei unvollstindiger Information iiber den Systemzustand

a@ P(a@,b) =0
y P(@,8) = P(b,6) = — cosm/a = —1/y3 = —0, 707

(IV.20) :
0+0,707] <1—0,707 = 0,293 4

—

b

Das heiit die Korrektheit der Quantenmechanik lésst sich experimentell durch Messung von
((@-52)e=(b-S;)e+)) tiberpriifen:

Was soll denn dieser letzte Ausdruck bedeuten? Sieht aus wie Skalarprodukt von Vektor mit
Komponente???

Aspeit, Grangier, Roger ,,Experimental realization von the EPR Gedankenexperiment*, PRL
49, 91-94, (1982).

Ergebnis: QM v, Versteckte Variablen x
Verschriankung Entscheidend im EPR Paradoxon ist die Verschriankung der Spinzustdnde

von Alice und Bob:
2-Spin System mit H = H1 ® Ha = Span{| + +),|+ —),| — +),| — =)} ist im Zustand:

1
St =1=4)

Erster Spin gehore Alice, zweiter Spin gehére Bob.

|070> =

Frage: In welchem Zustand ist Alice Spin?

Antwort: Alice Spin befindet sich in keinem reinen Zustand sondern liegt als Gemisch mit
statistischem Operator pa = 3 |+)(+| + 5|—)(—| vor.

Beweis:

Prot = 0,0)(0,0| (=) H=+ ==+ = [+ =+ = =) {+—])

l\D\H

Reiner Zustand in H! Statistischer Operator fiir Alice durch Spurbildung iiber Hs:

() + 1=)=1) 0

DO =

pa = Spa(prot) = ) a(mlpiot/m)e =
m==

Ebenso fiir Bob:

o= S01) = 3 sfmlfnnim)s = ()04 + 1))

1IV.8. Quanteninformation

(auch: Quanteninformatik, Quantencomputing, . ..)
o Kleinste Informationseinheit:

klassischer Computer Bit: b € {0,1} — 2 Zustéinde
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1V.8. Quanteninformation

b [ by | S| U
by Summe S olololo
oj1]|1|0
b Ubertrag U 1101110
2 1 1 (0|1

Abbildung 1V.2.: 2-Bitaddierer aus XOR und AND Gattern

Quantencomputer: Qubit: [b) € {co|0) + c1]1)} ¢; € € mit ¢; ~ z-¢;, z € C beliebig.
— Kontinuum an Zusténden. (ZO) € CP! = Blochsphiire
1

e Register:

klassischer Computer: N Bits

0 0 ... 0
0 0 ... 1
0 0 ... 10 YoN 7,stinde kodiert durch N Bits.
1 1 ... 1

Quantencomputer: N Qubits
|w> = Comooolo .. 00> —+ -4 Cl.“11|1 - 11>

Kontinuum an Zustdnden [CPQN_l] kodiert durch 2V komplexe Zahlen. Aber: All diese
¢; sind nicht gleichzeitig messbar (= auslesbar)! Dennoch kénnen wir alle wihrend der
Rechnung benutzen.

Klassischer Computer Durchlaufen Algorithmen, die aus Eingaben deterministisch Ausgaben er-
zeugen. Bausteine: Logische Gatter.

by | by | AND | XOR
010 0 0
0|1 0 1
110 0 1
1]1 1 0
Damit kann zum Beispiel ein 2-Bitaddierer (Halbaddierer) gebaut werden (Abb. IV.2).

Quantencomputer

Prinzip: Quantengatter durch Zeitentwicklungsoperator U (¢, to) = e~ #H(—to) (unitérer Operator).
Quantengatter miissen umkehrbar sein, das heifit, U - UT = 1, im Gegensatz zum klassischen
Computer.

Qubit: Realisiert durch Spin-1/2 System
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1V. Quantentheorie bei unvollstindiger Information iiber den Systemzustand

Typisch Ein-Qubit Gatter
1 /1 1
¢ Hadamard H = ﬁ (1 _1)

H(C()|0> +Cl|].>) = ((C()+Cl)‘0> +(C()—Cl)|1>)

1
V2
01
e NOT X:am:(l 0)

X(Co‘0> + Cl|1>) = Co|1> + 61‘0>

e Paulicy Y=g0,= ((2 _02)

Y(Co|0> =+ Cl|1>) = ’L(Cl|0> — 00‘1>)
. 1 0
e Pauli-z Z=0,= (0 _1)
Z(col0) + ¢1]1)) = ¢ol0) — 1]1)

Typische Zwei-Qubit Gatter

0 0
o Kontrolliertes U 0,¢) = [0, )
1,6) > 1,U8)

Erstes Qubit ist Testbit.
|0,0) — ]0,0

) )
o Kontrolliertes NOT
. I1,0) — [1,1)
X
) )

[1,1) — |1,0

Als Matrix

= o O O
o= OO

> im {]0,0),10,1),1,0),[1,1) }-Raum.

oS O O
o o = O

No-Cloning-Theorem Eine , Klonungsmaschine“ wére

%) |¥)

K fiir beliebiges [1)
10) l¥)

mit K = unitérer Operator. Es gibt K, die bestimmte Zustinde klonen, z.B. |tb) = |0) kénnte mit
K =1 geklont werden.

Aber man kann zeigen, dass ein Operator K, ein bestimmtes |to) klonen kann, keine Zusténde
|¢) # |¢o) klonen kann, die nicht orthogonal zu |¢g) sind (also solche fiir die (¢| 1) # 0).
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1V.8. Quanteninformation

Beweis:

K|00) = [1hot)o)
K|[¢0) = |$¢)

Inneres Produkt (unter Ausnutzung von KTK = 1)

(#0] 100) = (d| Yoro)
(@] o) = ((8] b)) (weil (0] 0) = 1)

= entweder (4| ¢g) =0 oder (@] ) =1
—_————— —_————
—|#)Llvo) —[d)=[vo)

O

Bemerkung: Wenn der Zustand |¢) bekannt ist, dann kann man ihn natiirlich ein zweites mal
herstellen, aber das ist kein klonen. Beim No-cloning Theorem geht es um unbekannte Zustande.

Aber: Einen unbekannten Zustand kann man zwar nicht klonen, aber man kann ihr teleportieren.

Quantenteleportation Alice habe ein Qubit (z.B. ein Spin-1/2-Teilchen) im (unbekannten) Zustand
|1). Bob habe auch ein Qubit und méchte seinen in denselben Zustand |¢)) versetzen. Was dabei mit
Alices Qubit passiert ist den beiden egal. (Er kann sicherlich nicht im Zustand |¢)) verbleiben, denn
das widerspriiche dem No-Cloning-Theorem.)

Lésung: Alices Qubit [¢p) = a|0) 4 b[1). Alice und Bob haben zusitzlich noch ein verschrénktes
Qubit-Paar |Bgo) = %(|00> + [11)).

Gesamtsystem:

[¥t0t) = [¥)|Boo) = %(MOOO} + a|011) + b|100) + b[111))

Wende kontrolliertes-Nicht auf das mittlere Qubit an mit dem ersten Qubit als Kontrollbit:
|1/}tot>/ = CNOT|wtot>

- %(MOOO) 4 a[011) + b]110) + b]101))

Wende Hadamard auf das erste Qubit an
[Ytot)” = H|ttor)'
— %(a|000> +a[100) + a|011) + al111)
+ 6|010) — b[110) + b|001) — b|101))
Dies lasst sich auch schreiben als
o)’ = 5 [100) (al0) + 1) + J01) (al1) + b/0))
+ 110) (al0) = B[1)) + 11} (al1) — b[0))]

Nun misst Alice die ersten zwei Qubits (quasi SLZS”Q’Z).
Falls sie 00 misst, sagt sie zu Bob: | Mache nichts“
Falls sie 01 misst, sagt sie zu Bob: [ Wende X an*
Falls sie 10 misst, sagt sie zu Bob: [ Wende Z an“
Falls sie 11 misst, sagt sie zu Bob: Wende XZ an“
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1V. Quantentheorie bei unvollstindiger Information iiber den Systemzustand

) 7 Messungen

B
|BOO> {

Dieses Protokoll erfordert die Ubertragung von zwei klassischen Bits Information, um ein Qubit zu
teleportieren. Diese Tatsache bedeutet u.a., dass die Kausalitéit bewahrt bleibt. (Keine instantane
Teleportation méglich.)

} gemischt = klassiche Bits

Theoretische Idee: 1993 Bennett, Brassard, Crépeau, Jozsa, Peres und Wootters
Erste Umsetzung: 1997 in Innsbruck, A. Zeilinger et al., ~ 1 m weit (Photon)
2004: 600 m iiber die Donau
Rekord: 2012: 143 km zwischen den kanarischen Inseln La Palma und Teneriffa.

Bell-Zustande Verschrinkte Zustédnde spielen in der Quanteninformatik eine zentrale Rolle. Wir
kennen schon zwei Basen fiir den Hilbertraum zweier Spins = Qubits:

Produktbasis  {|00),]01),]10), |[11) } mit 0 = up, 1 = down
Gesamtspinbasis  {|0,0),[1,1),]1,0),|1,—1)} entspricht |1, m)

Nun fithren wir eine Basis aus verschriankten Zusténden ein:

Bell-Basis  {|Bo0), |Bo1), 510 |B11) }

mit [fha) = <= (00) + 1)
1Bon) = %(low + [10))

1
o) = 75(100) = 11)
1) = —= (j01) — [10))

5

2

Alle drei Basen sind gleichwertig zur Beschreibung der Zustéinde in H = H; ® Ho und kénnen durch
unitdre Transformationen aufeinander abgebildet werden. Die Bell-Basis ist aber in der Hinsicht
besonders, dass man jeden der Basis-Zusténde in jeden anderen iiberfithren kann durch eine Trans-
formation, die nur auf H; wirkt (oder nur auf Hs). Diese Eigenschaft macht man sich in der ,dichten
Kodierung® zunutze — sieche Ubungsblatt 8.

Deutsch-Algorithmus (David Deutsch, * 1953 Israel, jetzt England)
Eine Miinze hat zwei Seiten.

Giiltige Miinze: eine Seite 0 (Kopf), eine Seite 1 (Zahl)
Ungiiltige Miinze: beide Seiten 0 oder beide Seiten 1.
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1V.8. Quanteninformation

Eine Miinze kann durch eine Funktion f : {0,1} — {0, 1}. Es gibt vier Typen von Miinzen/Funktionen

{Vorderseite,Riickseite} {Kopf,Zahl}
‘ Vorderseite ‘ Riickseite ‘ ‘ 0 ‘ 1 ‘
M,y Kopf Kopf ungiiltig f1 10| 0| konstant
My Kopf Zahl giiltig — f2 | 0|1 | balanciert
Ms Zahl Kopf gliltig fs | 1| 0| balanciert
My Zahl Zahl ungiiltig fa | 1] 1| konstant

Hierbei bedeutet ,,balanciert®, dass gleich oft 0 wie 1 vorkommt.

Zu bestimmen, ob eine Miinze giiltig ist, ist dquivalent dazu, zu bestimmen, ob eine Funktion
f:{0,1} — {0,1} balanciert ist. Klassisch muss man sich beide Seiten der Miinze anschauen bzw.
f zweimal aufrufen, um die Antwort zu finden. Der Deutsch-Algorithmus ist ein Protokoll fiir einen
Quantenalgorithmus, der die Antwort mit nur einem Funktionsaufruf findet.

Zunéchst bauen wir uns aus der Funktion f eine unitédre Transformation, die wir auf Qubits loslassen
koénnen. (Die Funktion f kann nur auf klassische Bits wirken. Man bedenke beispielsweise, dass ein
konstantes f nicht umkehrbar ist.) Sei nun

uslz,y) =z, y & f(x)) wobei @ fiir XOR bzw. ,+ mod 2¢ steht

Der Algorithmus ist folgender
0 = f ist konstant
0) . uy . . 1 = f ist balanciert
1) — egal

Beachte: uy wird nur einmal aufgerufen! Warum funktioniert’s? Sei |¢)g) = |01) der Anfangszustand.
Dann

[9) = (H ® B)lio) = 3 (10) + 1)) (0) — 1))

£ (100) —[01) + [10) —11))

o) = uglen) = 5[10.0© F(O) ~ 0.1 FO)) + 1,0 F01)) — 1,1 F(1)]
N—— N—_——
f(0) fF(
= 2110 (s ) — e g0 +11) (7)) — e F))]
T i
T und { haben die Form |f(z)) — [1 & f(x)).

Nun gilt aber falls |f(z)) = |0), dann |1 & f(z)) = |1)
falls [£(z)) = |1), dann [1& f(z)) = 0)
Das heifit |f(x)) — |1 @ f(z)) ist in jedem Fall proportional zur Differenz aus |0) und |1), und nur
das globale Vorzeichen héngt von f(z) ab:

(@) = 1@ f2)) = (~1)T@[j0) — 1)]

Damit haben wir

[¥2) = 5 (=) @10) + (=) V)] [j0) — [1)]

N[ =
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1V. Quantentheorie bei unvollstindiger Information iiber den Systemzustand

Wiirden wir jetzt das Qubit messen, dann bekdmen wir fiir egal welches f 50% |0) und 50% [1)
ohne dabei irgendwas iiber f gelernt zu haben. Ganz anders ist die Situation, wenn wir vorher ein
Hadamard-Gatter auf das erste Qubit, also auf [¢g)1 1= %((—l)f(0)|0> + (=1)fM1)) anwenden.

Hla) = 5[ (=17 (10) + 1)) + (-1 (10) ~ )]

= %[((—1)1”(0) + (—1)f(1))|0> + ((_1)f(0) _ (_1)f(1))‘1>]

_ {:I:|O> fiir f(0) = f(1) (konstant)
+|1) fur f(0) # f(1) (balanciert)

Wenn wir jetzt das erste Qubit messen, dann kénnen wir schleiflen:

|0) = f ist konstant (Miinze ungiiltig)
[1) = f ist balanciert (Miinze giiltig)

O

Komplexitat Die Schwierigkeit von Problemen wir definiert als die Laufzeit von Algorithmen (Pro-
grammen), die diese Probleme 16sen. Schritte, die nur eine konstante Anzahl Male durchlaufen werden
miissen, sind dabei nicht so relevant. Ins Gewicht fallen Schleifen und Rekursionen. (vgl. klassische
Miinze 2x hinschauen, Deutsch-Algorithmus 1x hinschauen.)

Jedes Problem hat eine Eingabe. Sei die Grofie der Eingabe charakterisiert durch die Anzahl Bits/Qubits
N, die man benétigt um die Eingabe anzugeben. Dann interessieren wir uns fiir das asymptotische
Wachstum der Laufzeit als Funktion von N.

e Such in einer unsortierten Liste mit M ~ 2V Eintréigen.
— Kklassisch ~ eV ~ M
— Quantenalgorithmus nach Grover ~ eN/2 ~ /M
o Faktorisierung von Zahlen der Gréle M ~ 2N
— Klassisch (naiv) ~ v/M ~ eN/?
— Quantenalgorithmus nach Shor ~ N3

Literatur: Matthias Homeister: Quantum Computing verstehen.
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V.

Relativistische Quantenmechanik

Prinzipien der nichtrelativistischen Quantenmechanik

1)

Ein gegebenes physikalisches (Ein-) Teilchensystem wird durch einen Zustandsvektor |1 (t)) € H
(H: Hilbertraum, das heifit (d < oco)-dimensionaler unitérer Vektorraum) vollstédndig beschrie-
ben. In Spin- und Ortsdarstellung lautet die Wellenfunktion:

(s, 7)) = ¥(s,q,t) » Wellenfunktion® (V.1)
Diese hat keine direkte physikalische Interpretation, aber die Wahrscheinlichkeitsdichte

(s, @Y = 0" (s, @ ) (s, @ 1) = p(s, @, 1) > 0 (V.2)
besitzt diese.

Physikalische Observablen sind durch lineare hermitische Operatoren in H reprisentiert. Zum
Beispiel der Impuls plz) = %%L’L‘) Das heifit, der Impuls in der Ortsdarstellung ist gegeben
durch

pe?%r (V.3)
denn:
(alple) = (palo) = o (ale) = 22 ()
Mogliche Messwerte einer Observablen A sind ihre Eigenwerte a,:
Alay) = ap|an) (V.4)

Das Spektrum (die Werte der a,,) kann diskret oder kontinuierlich sein.

Entwicklungssatz: Ein vollstdndiger Satz von kommutierenden Operatoren O, mit n € I und
[On, O] = 0¥n,m € T induziert ein Orthonormalsystem von H iiber den Eigenkets [, ):

1= jmxm (V.5)

Das heift:
. 0) = el mit e, = (wnl0) (V.6)
. Un(q,s) = (q, s[¥n) (V.8)
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V. Relativistische Quantenmechanik

5.)

62

Das Messergebnis a,, bei einer Messung der Observablen A fiir in System im Zustand |¢) stellt
sich mit der Wahrscheinlichkeit |(a,|¢))|? = w,, ein. Der Mittelwert vieler Messungen von A
ist durch

() = (p|Aly) = janw (V.9)

n

gegeben.

Die zeitliche Entwicklung eines physikalischen Systems kann durch die Schrédinger-Gleichung
beschrieben werden:

ihoi(t)) = Hlv(t)) (V.10)

mit H: Hamilton-Operator, fiir den HY = H gilt. Fiir abgeschlossene Systeme mit %H =0
gilt der Erhaltungssatz fiir die Wahrscheinlichkeit:

/d3q2¢ (5,q,t)h(s, G, t /dng PP+ 7))
(V.10) = /d?’qz [ )" — ¢ (Hep)| =0 (V.11)

Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte gilt:

p(q,5,t) = (T, 5, )U(T, 5, 1) (V.12)

Beim Ubergang zur relativistischen Quantentheorie wollen wir versuchen diese vertrauten sechs
Prizipien beizubehalten.



V.1. Elemente der speziellen Relativitédtstheorie
V.1. Elemente der speziellen Relativitdtstheorie

Raum-Zeit-Koordinaten:

ot = (20,21, 22, 23)
= (ct,x,y, 2)
z* : Kontravarianter Vektor
x, : Kovarianter Vektor
Ty = N t”
' = (zo, 21, 22, 73)
_ (:,CO, —!L‘l, _:];,27 _1,3)

= (Cta -, Y, 7’2)

1 0
. -1 .
mit Ny = . Metrischer Tensor
0 -1
1 0
nt = - 1 Inverser metrischer Tensor
0 -1
T]lwnup = 55
1 0
ot = b
0 1

Wir benutzen die Einstein’sche Summenkonvention:

3
M’ =Y e’ 2’ € RV (V.13)
v=0
Invariante Linge: 2? =zt =Pt -7 (V.14)

Grund: Licht breitet sich in allen gleichférmig zueinander bewegten Bezugssystemen gleich schnell
aus!

Wir wollen nun ein Gedankenexperiment anstellen (Abbildung V.1). Fiir ¢ = 0 fallen beide Systeme
zusammen, das heifit es gilt O = O’ und wir senden einen Lichtblitz am Ursprung aus:

O: At? = i o 242 = g
= et =17 =0=aa" =2" = & (V.15)
Definition V.1.1 (Raum-Zeit-Abstand).
s? = (o) — b)) (21, — 22,) (V.16)
>0: zeitartiger Abstand
s2={=0: lichtartiger Abstand

< 0: raumartiger Abstand
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V. Relativistische Quantenmechanik

Abbildung V.1.: Gedankenexperiment

Lorentztransformation Wir suchen eine lineare Transformation z* — z/#* = A#, 2", die s? invariant

lasst:
s* =atz, E a,
2 = A A ez L T
= A LN Ny = Nk (V.17)
In Matrixnotation: n=ATnA
= detn = det(ATnA) = det(n) det(A)?
= det(A) = £1

Klassifizierung von Lorentztransformationen
e Eintrag p =0, x = 0 von (V.17):
(A%)* = (Ao)> =m0 =1  (i=1,2,3)

= A% >1

¢

fiir den Fall A% > 1 hat man ,orthochrone Lortentztransformationen

detA =1 »eigentliche® Lortentztransformation
det A = —1 ,uneigentliche“ Lortentztransformation
Beispiele:

1.) Rotationen im R3:

1 0
At ) v
detQd =1

Qto=1
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2.) Boosts: zum Beispiel Boost in z-Richtung mit Geschwindigkeit v des Systems O’ relativ zu

0.

coshn —sinhnp 0

A | — sinhn  coshn O
0 0 1

0

0 0
det A = cosh?n — sinh®n = 1
A% = coshn >1

= O O O

Wobei man 7 = atanh £ als Rapiditét bezeichnet. Damit ergibt sich:

1
COShn = 1771)2/62
sinhn = e >
V91— /02

3.) Zeitinversion:
-1
1

A= 1

1

Nicht orthochrone uneigentliche Lortentztransformation

4.) Paritét:

-1

Orthochrone uneigentliche Lortentztransformation

(V.19)

(V.20)

(V.21)

Der Viererimpuls Die Energie E und die Impulse p' = (ps, py,p-) bilden die Komponenten eines

kontravarianten Impulsvierervektors p* = (E/c, Dz» Pys pz) mit der invarianten Lénge:

2
Pt = o5~ =me

Bzw.

E = \/p2c2 + m2ct

im nichtrelativistischen Limes mc? > |p| - ¢

= E=mc*\/1+ P :m02(1—|— P —|—)
m2c2 2m2c2

Samtliche physikalischen Gesetze miissen unter Lorentztransformationen invariant sein!

(V.22)

(V.23)

(V.24)
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V. Relativistische Quantenmechanik
V.2. Erste Versuche einer relativistischen Wellengleichung

Freies nichtrelavistisches Teilchen:

ﬁ2
H=-— V.25
2m ( )
Ubergang zur Quantenmechanik in der Ortsdarstellung mittels Korrespondenzprinzip.
0 ho
H — ih— p— -V
"ot P
Nichtrelativistische Wellengleichung (Schrédingergleichung):
2 5(d.0) = — 2 Gy (v.26)
th—y(Z,t) = —— Z .
ot 2m ’
(V.26) ist offensichtlich nicht kovariant: Die linke Seite transformiert anders als rechte Seite. Der
)
Ursprung dessen liegt in der Verwendung der nichtrelativistischen Energie-Impuls-Beziehung ' = £—

Freies relativistisches Teilchen:
H = \/p?c? 4+ m2c* (V.27)

Offensichtlicher Versuch: Ubergang zur Quantenmechanik weiterhin durch Korrespondenzprinzip
angewandt auf Viererimpuls:

0
in Ho_
D — Zhax# = (ct,x,y,2) (V.28)
Das heifit:
E 10
— 0 N ih= —
po c e cot
_ 9 .
P =—p' — ihaxi & p= —ihV (i=1,2,3) (V.29)
Relativistisches Analogon zu (V.26):
0 =
ihalp = \/—h202V2 + m2cty (V.30)

Problematisch: |/ liefert nichtlokale Wellengleichung, das heiBt alle Potenzen des Differential-
operators V2 treten auf!
Besserer Ansatz: Quadrieren
H? = 522 + m2ct
0? -
= —hQ@ = (=R*V? +mPct)y (V.31)
,Klein-Gordon-Gleichung* (1926/1927)

Bzw. kovariant geschrieben:

{auaﬂ + (@)2} b =0 (V.31)

Mit 9, := 2 ynd 9* = nHvo, = 0

— Ox# BRI
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V.3. Die Dirac-Gleichung (P.A.M. Dirac, 1928)

Nebenbemerkung:

Durch Quadrieren von (V.27) wurde die Positivitit der Energie geopfert. Die Klein-Gordon-
Gleichung (V.31) besitzt Losungen mit positiver und negativer Energie! Letztere lassen sich als
Antiteilchen interpretieren.

Erinnerung: Kontinuitatsgleichung fiir Aufenthaltswahrscheinlichkeit in der nichtrelativistischen

Wahrscheinlichkeitsdichte:  p(Z,t)= ¢™*(Z, ) (Z, )
Wahrscheinlichkeitsstromdichte: (7, t)= — 5 [* Vi) — (Vap* )]
Gemeinsam erfiillen beide die Kontinuitétsgleichung:

Quantenmechanik

dp=Vj (V.32)

Siehe hierzu auch Kapitel .10 in QM 1.

Frage: Lésst sich eine relativistische Kontinuitdtsgleichung der Wahrscheinlichkeit angeben?

aus (V.31) = o {aﬂaﬂ + (”;:ﬂw - {a#aH + (”;LC)Q} Yt =0
- | wow —vour | =0 (V.33)

=:j, erhaltener Viererstrom

= 0"j, = Oojo — 0iJi
01 . . o .
= o L@ —dr)| — div[pr Ty —9Fy] =0 (V.34)
PR 3

Es ist nun naheliegend pr = %(w*w . z/n/)*) als relativistische Wahrscheinlichkeitesdichte zu inter-
pretieren, da Oipr = 65 ist. Dies ist jedoch nicht moglich, da pgr nicht stets positiv ist. Vergleiche
den nichtrelativistischen Fall:
PNR =V Y

Ursprung des Problems: Differentialgleichung 2. Ordnung in Zeit ¢. Historisch war dies der Grund
fiir Dirac, nach einer relativistischen Wellengleichung erster Ordnung zu suchen, was ihm auch ge-
lang (,,Dirac-Gleichung“). Allerdings wird sich herausstellen, dass auch dort eine positiv definite
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir ein einziges Teilchen micht existiert.

Das heifit, obwohl historisch zunéchst verworfen, hat die Klein-Gordon-Gleichung (V.31) heute den
gleichen Status wie die Dirac-Gleichung. Sie beschreibt skalare Teilchen von Spin (s = 0) (Bosonen),
die Dirac-Gleichung beschreibt s = 1/2-Teilchen (Fermionen).

V.3. Die Dirac-Gleichung (P.A.M. Dirac, 1928)

Linearer Ansatz:

‘ I~

c ) 9 0 )
¢ (s +asgs +anggs ) v sy

(0 (V.35)

0
Zhau) =

L\‘LVN
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V. Relativistische Quantenmechanik

Die «; konnen nicht einfach Zahlen sein, da sonst die Rotationssymmetrie gebrochen wére! Idee:
Interpretiere (V.35) als N-Komponentengleichung mit «; und § N x N-Matrizen

® «q,Qo,as, 5: hermitische N x N-Matrizen
e 1: N-komponentige Spaltenmatrix (,Spinor®)
(G
V2
1/1 — ’(/Ja = :
(2
Forderungen
1.) (V.35) muss auf die relativistische Energie-Impuls-Beziehung fiir jede Komponente v, fithren:
E? = 522 4 m2ct
2.) (V.35) muss eine Kontinuititsgleichung der Wahrscheinlichkeit implizieren.

3.) (V.35) muss Lorentz-Kovariant sein!

Zu Forderung 1: Relativistische Energie-lmpuls-Beziehung: Aus Iteration der Gleichung (V.35)

folgt:
he 0 ) (ﬁc 0 )
_ 3292, _ (C 2 = — 2
0 (iazaxi+6mc iajaxj+ﬂmc v
_ o v + Qi 52¢ himc? , ) o 2 24
= —(he) 2 0x*OxI + i (azﬂ+ﬂaz)3xi +AmIeY
L Tyun (f(hc)2§2w + m2041/1) (V.36)

Das heifit die Matrizen «; udn 8 miissen die folgenden Beziehungen erfiillen:

;o + ajog = 201N x N
a;f+ fa; =0 (V.37a)

2 2 2 2
B:a1:a2:a3:]]'N><N

Aquivalent geschrieben:
{ai, 05} =201
{a;, 8} =0 (V.37b)
{88y =21
(V.37) impliziert:
i) Sp(B) = Sp(ai) =0

ii) f und «a; haben die Eigenwerte +1
= N ist gerade.

N =2 ? Ausgeschlossen, da nur 3 anti-kommutierende hermitesche Matrizen der Dimension 2 x 2
existieren: Die Pauli-Matrizen o1, 09, 03

Alternatives Argument: Basis der hermiteschen 2 x 2-Matrizen: {1,071, 02,03}, wir bendtigen
aber vier spurfreie Matrizen oy, 5
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V.3. Die Dirac-Gleichung (P.A.M. Dirac, 1928)

N =4 ? Minimale Dimension zur Realisierung der Algebra (V.37)
Explizite Darstellung (in Blockmatrix-Notation):

_ (0 o _ (Laxe 0 ) .
az—(gi O) ﬁ—( 0 —lous 1=1,2,3 (V.38)

mit den Pauli-Matrizen o;:
_<0 1) _(O 7i> _(1 0)
=1 o0 2=\ o0 3=\ -1

Mit dieser Wahl gilt die Klein-Gordon-Gleichung fiir jede der vier Komponenten (&, t), die Losung
der Dirac-Gleichung (V.35) ist:

~1207a(Z,t) = (—(he)* V2 + m2ch)ya (@, t)

= {aﬂaﬂ n (”;;) } ba(@,t) =0 (V.39)

Jede Komponente 1, erfiillt die Klein-Gordon-Gleichung. Das heit fiir Losungen 1), ~ e*(Et=p7)

in Form ebener Wellen folgt die relativistische Energie-Impuls-Beziehung.

Zur Forderung 2: Kontinuitdtsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeit Wir betrachten nun die her-
mitesch konjugierte Wellenfunktion 9! = (@Df L5, s ,1/)1), einen Zeilenvektor, und multiplizieren
diese von links an die Dirac-Gleichung (V.35) heran:

h
i 0) = " (Vs ) + me(w' o) (V.40
Entsprechend (\/.35)Jr X
h 0
—ih(yTy) = _70 (WW ()’ ¢> +mc® (Y1) (V.41)

Hierbei bezeichnet (9;¢71) das Skalarprodukt des Zeilenvektors (1/){,1/);,1/)3‘,1/)};) mit dem Spalten-
T
vektor (11,¢2,s, 1) .

Differenz beider Gleichungen:

0 (hc

ndu(w) = oo ("Futanw) (v.42)

& 0 div (V.43)

gef = dvi '
4
mit der Wahrscheinlichkeitsdichte p = ¢ = Z Yava
A=1
und dem Wahrscheinlichkeitsstrom j = ¢ (Yianp) (mit a=(a1,an,a3), j" =& - 5)

Nun ist p > 0 positiv und die Wahrscheinlichkeit bleibt erhalten:

O [ 4 4
o / Bty = (V.44)

Zu zeigen: j, = (p, ji) bilden einen Vierervektor und (V.35) ist kovariant unter Lorentz-Transformation.
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V. Relativistische Quantenmechanik
V.4. Der nichtrelativistische Grenzfall der Dirac-Gleichung

Zunéchst wollen wir sehen, ob die Dirac-Gleichung einen sinnvollen nichtrelativistischen Grenzfall
besitzt. Dazu betrachten wir zunéichst ein ruhendes Elektron: (Elektron mit ' = 0, nicht lokalisiert)

0
= Yo = ¢a(t)
I (11 0 )
(V.35) = zhaw = fmc Y = me 0 _1 ) (V.45)
4 Losungen:
1 0
P = i 8 : $@ = it (1)
0 0
0 0
P = iy (1) : @ = ei’”rfzt 8
0 1

M und ) haben E = mc?: positive Energielosung
) und @ haben E = —mc?: negative Energieldsung

Interpretation der Losungen 1) und * mit E < 0 ist zunichst unklar. Die Losungen der oberen
Komponenten fiihren auf die Pauli’sche Spintheorie im nichtrelativistischen Limes.

Kopplung an das elektromagnetische Feld

-,

Viererpotential : At = (D, A)

Die Dirac-Gleichung im elektromagnetischen Feld folgt aus der minimalen Kopplung an das Feld
durch die Substitution

Pt ph = San (V.46)
c
Die Dirac-Gleichung im elektromagnetischen Feld kann dann mittels
Ozt oxr ¢
0 L/, e 9
= dzhaw = [ca ( - EA> + fme” + e@] P (V.47)

Der nichtrelativistische Grenzfall der Gleichung (V.47) Wir schreiben 14 als zwei 2-komponentige
Spaltenmatrizen @, und x4 mit « =1,2, @ =1,2und A =1,2,3,4.

a = (;{zz) (V.48)
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V.4. Der nichtrelativistische Grenzfall der Dirac-Gleichung

Aus der Darstellung & = (2, (6) und 8 = (g _0]1> ergibt sich dann (V.47) zu

%) +ed ( ) +mec < <‘0~> (V.49)
¥ -X
Im nichtrelativistischen Grenzfall ist die Ruheenergie mc? die grofite auftretende Energie. Ansatz

zur Separation der Ruheenergie:
5 o 7YL(32
<?) = it <‘/’> (V.50)
X

X
mit || < mcz und |9yx| < m,:fz. Das heifit ¢ und x sind langsam verénderlich in der Zeit. Dann

folgt aus (V. 49)
zfzé (SD> =c ( WX) +ed (so) — 2mc? <0> (V.51)
ot TTp X X

Weiterhin sollte im nichtrelativistischen Limes auch |e®| < mc? (schwache Felder) sein. Mit |y| <
me? fithrt dann die untere Komponente von (V.51) auf

S
¥l
N
=1
N——

I

(o)
S

Ql Ql
=u >u

qu

= o E
=240 <72> das heift |x| < |¢| (V.52)
mc mc

x beschreibt die ,,kleinen“ Komponenten im nichtrelativistischen Limes. Einsetzen dieser Losung in
die oberen Komponenten von (V.51) liefert die zweikomponentige Spinorgleichung (V.53).

e _(5-7? -7 )
ihgro= "= +e®)e (V.53)

Diese ist unabhéngig von ¢! Weiterhin gilt die magische Identitét:

0,0 = 5ij + ieiijk (V54)
bzw. (5 . 7?)2 =72+ L€ K0T j Tk
mit 7=ihV — A
C
h o
-2 B (V.55)
C
mit B; = €;j1,0; Ay
Somit gilt:
. (- A  en , o
h—p = ¢ — 7B P V.56
! at(p 2m ome’ te ¥ ( )

(Pauli-Gleichung aus Kapitel I11.4)

Dies 1st die nichtrelativistische Wellenglelchung eines Spin-1/2 Teilchens im elektromagnetischen Feld

mit S = 20 und Magnetfeldkopplung = S B. Die Dirac- Gleichung ist die relativistische Wellen-
gleichung eines Elektrons. Historisch Zentraler Erfolg der Dirac-Theorie.

e Identifikation der Spinzusténde: Fiir die Komponenten gilt:

er~1) 2~ ) (V.57)
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V. Relativistische Quantenmechanik

e Gyromagnetisches Verhéltnis g = 2 aus der homogenen schwachen Feldnéherung:

. .1

B=const. =rot A = A= 51? X 7 (V.58)
L oe 2% e= eN21 o
(p—fA> =p?—-B (rxﬁ')—i-(f —(B x7)? (V.59)
Cc Cc N—_—— C 4%/—’
i <1
~p?~-L-B (V.60)
Somit folgt aus (V.56):
ihdyp = ﬁ—i(fﬁ-zg) B = g=2 (V.61)
Y7 2m T 2me 7 &= '

Nebenbemerkung:
In der Quantenelektrodynamik (Quantisierung von Au im Rahmen der Quantenfeldtheorie)

. . . 2
lassen sich pertubative Korrekturen in %~ = a &~ —= berechnen:
Amhe 137

Gou =2 [1 + o +. } Bekannt bis O(a’)
T

V.5. Lorentz-Kovarianz der Diracgleichung

Zwingende Eigenschaft einer relativistischen Wellengleichung!
Forderung:

System ¥ : z* System ¥’ : z'#

Durch Lorentz-Transformation verbunden: z# — z'#* = A¥, x"

Transformation der Wellenfunktion: ()= P (™)

Dirac-Gleichung im System X : ihoyp(x)= D o P(x)

Dirac-Gleichung im System >’ : ithop ' ()= D’ o)’ (2')
In jedem Fall sollten D und D’ die gleiche Gestalt haben!
Vierernotation der Dirac-Gleichung
Definition V.5.1 (Dirac’sche v-Matrizen).

0.=5 7= Bay i=1,2,3 (V.62)

= v = (0 1 ~ = o 0 (V.63)

Weiterhin ist (7°)f =40, (") = —* Die Dirac-Gleichung lisst sich dann kompakt schreiben als:

ihw“%w —mcy =0 (V.64)
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V.5. Lorentz-Kovarianz der Diracgleichung

Die Vertauschungsrelationen der «; und § fiihren dann auf die elegante Antikommutatorrelation

1757 =" " = 20" L (V.65)

die ,,Clifford-Algebra*.

Feynmansche Notation (,,slash“-Schreibweise):

A=~"A, (V.66)
und insbesondere d= ’y”% (V.67)
(ihd — me)h =0 (V.68)
(p —me)yp =0 (V.69)
und gekoppelt and das e.m. Feld
(p— aA —me)y =0 (V.70)
Nachweis der Kovarianz
o, 0
DINE (ihry Erri me)p(x) =0
¥ (ihny™ 85’# —me) (2') =0 (V.71)

Auch die y/# miissen der Clifford-Algebra {7/*, 7"V} = 2n** und ()" = 7 sowie (")t = —4"*
geniigen. Man kann zeigen, dass alle derartigen 4 x 4-Matrizen bis auf unitire Transformationen
gleich sind!

v, =UtyU mit UTU =1 (V.72)

Das heif3t, alle Darstellungen der Clifford-Algebra in vier Dimensionen sind unitér dquivalent.
Wir wihlen y'# = ~#.

Die Transformation t(z) — ¢'(2’) sei linear:

U'(a") =¥/ (Az) = S(A)g(z) = S(A)p(A™"2) (V.73)

wobei 2= Ax

S(A) ist eine zu bestimmende 4 x 4-Matrix die im Spinorraum operiert.

Achtung:

A", wirkt im Konfigurationsraum w,v=0,1,2.3
S(A)ap wirkt im Spinorraum A,B=1,2,3,4=(a,&)

Hintereinanderausfithrung von A und A~! ist die Identitét.

S(AHS(A) =1 = STHA) = S(A™h) (V.74)
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V. Relativistische Quantenmechanik

74

infinitesimal
=

e Die Dirac-Gleichung im System X:

{ih’y“iL — mc} P(x) =0 (V.75)

= {ih(S(A)y“S‘l(A))% - mc} P'(2')=0 (V.76)
x

Nun ist

9 o™ o ., 0

oxr — Oxr oz’ M oxlv

" = A 2 (V.77)
. 1 v 0 1o

= ih(S(A)STHA)A “)W —me|y(2') =0 (V.78)

Lo

Aussage: Die Dirac-Gleichung ist genau dann forminvariant unter Lorentztransformation, wenn

S(A ST AN =7
oder STHA)Y*S(A) = A* 4 (V.79)
gilt. Dies ist eine Bestimmungsgleichung fiir S(A)!

Ansatz: Wir betrachten zuniichst eine Infinitesimale Losung (das heift, eine eigentliche, ortho-
chrone Lorentz-Transformation):

AP, =08 + Wk, mit wy, = —w,, (V.80)
Da A A Ny = Mo
Wh oMy + WMy =0
= Wkp + Wor = 0 (V81)

wt,: Parameter der Lorentz-Transformation.
Weiterhin ist:

1

S(A)ap =0ap — E(UMV)ABWHV
7
S™HA)ap = bap + Z(UW)ABW“"

(0uv)ap ist zu bestimemnde 4 x 4-Matrix im Spinorraum und trégt zwei Raumzeitindizes.
Wegen o0, = —0,,, gibt es sechs unabhingige Matrizen, was der Dimensionalitét der Lorentz-
gruppe entspricht. Einsetzen in die Bestimmungsgleichung (V.79) liefert:

wh Y = L (0> YH]wWP"

4
u 1
= Wy, = w’mg(él‘;vn —0kY,)
= [V 0pi] = 2i(5) v — 657p) (V.82)
.. 1’
Losung;: Opy = 5[%“%] (V.83)




V.5. Lorentz-Kovarianz der Diracgleichung

Somit gilt infinitesimal:

1
SA=14w)=1+ g[%,’yy]w"” (V.84)

Nun wollen wir endliche Lorentz-Transformationen betrachten. Dies geschieht {iber die Erzeuger der
Lorentzgruppe:

A = exp[—3- ﬂ exp|—n @ - I%] (V.85)

o J= (jl7 jz, jg): Erzeuger der Rotation im Raum

J; = (V.86)
0 0 0
J=(0 0 1
0 -1 0
0 0 1
Jo=( 0 00
-1 0 0
0 1 0
Js=|-1 0 0
0 0 0

wobei |F| € [0, 27| der Drehwinkel und die Richtung von ¢ die Drehachse ist.

o K = (K1, Ks, K3): Erzeuger der Boosts in Richtung @ und ,Rapiditit* n = atanh (@> €

C

[0, oo, wobei ¥ die Geschwindigkeit des Boosts ist.

0 1 0 0 1
10 0 0
K= 0 Ka=1 4 0
0 0
0 0 0 1
0 0
Ks=1 0
1 0

Beispiele:

e Rotation um z3-Achse mit Winkel ¢:

1 0 0 0
A g 0|cosep —sing |0
A = expl—pls] = 0|sing cosp |0 (V.87)
0 0 0 1
SN AL I
da Ji=\ _[-1]
0

75



V. Relativistische Quantenmechanik

e Boost in z1-Richtung:

coshn —sinhnp
" —sinhn  coshn

o =l O
= oo O

A = exp[-nK;] = 0 0 (V.88)
0 0
co _  Laxo 0)
da Kl_( 0 |0

Endliche Spinortransformationen erhalten wir ebenfalls aus der Exponentiation der infinitesimalen
Transformation.

e Rotation um die x3-Achse mit Winkel ¢:

S(A) = exp {iaw w“”} (V.89)
0
v T v 0 1
W = (S =g 10
0
bzw. w? =, w? =—p alle anderen Null. (V.90)
Damit ist o, w"” = 2¢012 und:
S =exp Bg@ 012} (V.91)
. o3 0 .
Nun ist 010 = in unserer Darstellung
0 g3
) o 0
- va) =@ =exp Lo (T D) v (V.92
3

In den oberen beiden Komponenten erkennen wir die Drehung des zweikomponentigen Pauli-
spinors wieder!
7 &'} o(x) (V.93)

Py = exp |44

(Verallgemeinerung zu beliebigen Drehachsen)

Nebenbemerkung:
Drehung um 27 fiithrt ¢(z) auf —p(z), Drehung um 4 fithrt ¢(z) auf sich selbst zuriick!

e Boost in die z;-Richtung:
i

V' (") = exp {—577001} Y(x) (V.94)

. . (0 o
mit UOi:zo/’:z(gi OZ>
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V.5. Lorentz-Kovarianz der Diracgleichung

Zusammenfassung: Allgemeine Form der Spinortransformationen:
Rotation in @-Richtung

) ag; 0
Sr = exp {5% (0 Ui):| (V.95)
Boost in u:}—Richtung
= oo [0 (5 F)
Sp = exp {577 W, (Ui 0 (V.96)

Invarianz der Kontinuititsgleichung Wir hatten die Wahrscheinlichkeitsdichte p = () (z) und
den Wahrscheinlichkeitsstrom j, = ct Tyt identifiziert. Das koénnen wir zusammenfassen in den
Viererstrom:

" = (ep, ji) = Ty 04" (V.97)

Dieser transformiert wie ein Vierervektor:
7 (@) = T (@) Oy Y (') = eyl (2)ST709# S (x) (V.98)
Nun gilt S7L(A) =S40 oder ST40 =~05~1 (V.99)

somit:
§H (@) = ety SIS (x) (V.100)
——
Abyyv
= A", (cw*'yofy”z/)(:v)) (V.101)
—_———
=5"(x)

=A% (x) v (V.102)

Somit ist auch die Kontinuitétsgleichung gi Z((g = ( invariant unter Lorentz-Transformationen, da

sie eine skalare Grofle ist und somit in allen Inertialsystemen den gleichen Wert besitzt.

Nebenbemerkung:
Man schreibt

O(z) = T (x)y° ykonjugierter Spinor*
Betrachten wir die Lorentz-Transformation desselben:

V' (a') = Y(2)S7!
V() = Sy ()

Somit ist ¢1) lorentzinvariant.

Y1) Skalar

Py Vektor

(DY) (7 )0, Skalar
(y*~¥1p)  Tensor zweiter Stufe

G = by 520 Skalar

T



V. Relativistische Quantenmechanik

h=c=1 tatsdchlich

Masse GeV Gcegv

Lénge GeV~! GZCV
. -1 h

Zeit GeV GV

Ladung dimensionslos Vv he

Tabelle V.1.: Einheiten von Masse, Lénge und Zeit zwischen natiirlichen Einheiten und SI-Einheiten

V.6. Losungen der Dirac-Gleichung

Wir wollen von nun an in natirlichen Finheiten arbeiten. Das heifit wir messen Geschwindigkeiten

[%] in Einheiten von c. Weiterhin messen wir die Wirkung [M %2] in Einheiten von k. Das Mafisystem

definiert man iiber Einheiten der Energie [M ;—2] Im SI-System ist
h=1.055-10"3*Js ¢ = 2.998 - 10° m/sec (V.103)

Nun kénnen wir i = ¢ = 1 setzen und Masse, Linge und Zeit in Einheiten der Energie (eV) messen
(Tabelle V.1). Die Ladung ist nun eine dimensionslose Zahl. Dann ist die Feinstrukturkonstante

e? 1
_e b V.104
T T (V.104)
Losungen der Dirac-Gleichung: ebene Wellen
Dirac-Gleichung: (iv"0, —m)y =0 (V.105)
Wir erwarten Losungen mit positiver und negativer Energie:
Ansatz:
¥(x) = ur(p) exp(—ipua")
= u,(p)exp(—i E2® 4 i - Z) positive Energielosung £ > 0 (V.106)
U(x) = vr(p) exp(i ppat)
=v.(p)exp(i E2® —ip- Z) negative Energielosung £ < 0 (V.107)
mit E = p® = /m?2 + p2. Die Spinoren u,(p) und v,.(p) miissen dann
(p — m)u,(p) =0 und (p+m)ve(p) =0 (V.108)

erfiillen. Losungsidee: Wir kennen bereits die Losungen fiir Teilchen in Ruhe aus Kapitel V.4. Ein
Boost dieses Ruhesystems in ein gleichférmig bewegtes System welches sich mit der Geschwindigkeit
U = % bewegt liefert dann die allgemeine Losung.

sy

SN Y (V.109)

Ruhesystem

Ergebnis:
bir 7 v
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(V.111)

o~ oo
g
V]
\

—_o oo

(V.112)

g
RS
\
coc o
g
V]
\
co RO

mit
E+m 1 g-p
2 2x2
und B(p) = " 2m(E+m)
G-p E+m 112 9
\/Zm(E+m) 2m x
B(p) ist die Boost-Transformation im Spinorraum, die das Teilchen aus seinem Ruhesystem in das

bewegte System mit Geschwindigkeit v = % iiberfiihrt.
Beweis: B
1 0 £ d |
SBoost = €XP |:27] (ﬁ G |P|O ):| = B(p) (V113)
171
N
P _ . pibj __ . Pipj __
) = oo by = 16,25 = 1

16 5+i€eijnon

) und |p| = VE+m +vE —m. Da (6’

mit n = atanh(l%‘
ist, folgt somit
0 Z\* /1 0
e W = =
(o;p 0 ) (o 11) L (V.114)
1]
. 0 p- &
SBoost = cosh (g) -4y + sinh (g) (23 5 poa) (V.115)
mit ﬁ = m Nun ist
ﬂ) B \/1  JE+m
cosh (2 =V3 (cosh(n) +1) = 5
. m _ \/1 o JE-m
sinh (2) =V3 (cosh(n) —1) = T (V.116)
Hieraus folgt die Behauptung.
Wichtige Beziehungen:
1) Uy (p)us(p) = ors ) Uy (p)vs(p) = —0rs (V.117)
2 1 2 1
2) Zur(p)ar(p) = T(p + m) ) Zvr(p)ﬁr(p) = T(p - m) (V]-]-S)
r=1 m r=1 m
’ P N
3) ur(p)’yl us(p) = Eérs = Ur(p)’Yl Us(p) (V.119)
4) ol (k)us(k) =0 (V.120)
Allgemeine Lésung der Dirac-Gleichung Aus Superposition der positiven und negativen Ener-
gielbsungen:
d3p m 2
2 — e —ip xt * ipyt 121
0.9 = [ G S oo L e} (a2
2 und den unbestimmte komplexe Amplituden b(p,r),d*(p,r) € C
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V. Relativistische Quantenmechanik

Frage: Kann man sich konsistenter Weise lediglich auf die Losungen positiver Energie beschrinken?
Wir wollen nun das Zerflielen eines Gaufi’schen Wellenpakets untersuchen! Fiir ¢ = 0 sei der Zustand
prépariert

1 =z
Yot =0,) = (277d72)3/4 Id (V.122)
mit d: Ausdehnung des Pakets, w = (g) 2-komponentiger Spinor. Das heif3t nur die positiven

Energiekomponenten sind vorhanden! Der Vorfaktor folgt aus der Normierung [ d3z i = 1 mit
fd?’xe_”?Q‘“ = (g)g/z.
e Fouriertransformation von (0, %) und Koeffizientenvergleich mit der allgemeinen Losung
(V.121):
/dgx e_%_iﬁ'i = (47Td2)3/2€_ﬁ2d2
= io(t = O,ﬁ) = /dSl‘ wo(o, f)e_iﬁ'f
= (8md?)ie P Ty (V.123)

Fiir die allgemeine Losung im Impulsraum gilt:
dt=07) = [ o5

wobei p* = (p°, —p), also p* — —p’ im v,.(p)-Term zu substituieren ist

bj\S

Z p) +d* (B, 7)vr (D)) (V.124)

e Nun setzen wir die Terme (V.123) und (V.124) gleich:
- |-
¢0(t:Oﬁ)=w(t=0]§')

(8md?) e Py £ 22 Z p) + d* (B, 7)vr () (V.125)

Unter Ausnutzung der Orthogonalitétsrelationen:

()7 us(p) = gém = ul(p)us(p) (V.126)
BP0 (p) = - 6rs = vl (D)0 (p) (v.127)
()7 us(p) = 0 = vl (B)us () (V.128)
u,(p)y°vs(p) = 0 = ul (p)vs(p) (V.129)

ergibt sich:

d*(p,r) = (87d®)e 7 Tyl (Hw (V.130)

Das heif3t, auch die negativen Energiekomponenten tragen bei!
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V.6. Lésungen der Dirac-Gleichung

«—
d

[ A

r A

U

Abbildung V.2.: GauBpaket eines Teilchens, das ungefihr bei seiner Comptonwellenléinge lokalisiert
ist.

e Verhiltnis der Amplituden:

Aus (V.110) ergibt sich:

sei p=es3|p|
e Annahme: Sei ¢ entweder 1 oder ¢, Das heift fiir t = 0 liegt ein Spineigenzustand vor. Somit

bp,r) | _ E+m E=\Zt+mZ>m (V.131)

d*(p,r) P

Diskussion: Ausdehnung des Wellenpakets liefert GroBenordnung des Impulses: |p] ~ d~*

a) d>1m <+ |pl<m
Das Teilchen ist oberhalb seiner Comptonwellenléinge lokalisiert:

[b] > |d°|

= negative Energieanteile sind vernachléssigbar!

b)d~L <« [pl~m
Das Teilchen ist bei seiner Comptonwellenlénge lokalisiert (Abb. V.2):

b ~ [d"]

= Positive und negative Energieanteile sind relevant!
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V. Relativistische Quantenmechanik

Abbildung V.3.: Elektrostatisches Stufenpotential mit einfallendem relativistischem Teilchen, dessen
Energie kleiner ist als die Potentialstufe

Kleinsches Paradoxon — Dirac-Gleichung im Stufenpotential Einfaches exakt l6sbares Problem
der Dirac-Gleichung mit nichttrivialem Potential.

Wir betrachten ein elektrostatisches Stufenpotential (Abbildung V.3):

3
by =0 T <V (V.132)
Vo 23>0

Losung im Gebiet IT folgt sofort aus der freien Losung im Gebiet I durch Substitution £ — E — Vj.
Wir wollen ein einfallendes Spin-1/2 Teilchen mit positiver Energie, Impuls ¥ = v/ E? — m?2 und Spin
1 betrachten.

1
—iBt jika® 0
Yein = € € k (V133)
E+m
0
Ansatz fir die reflektierte Welle in Gebiet I mit Impuls (—k):
1 0
—iEt —ika® 0 —ika® 1
Urei(z) =€ a-e & +b-e 0 (V.134)
“E¥m &
0 E+m
a:  Amplitude fiir reflektierten Spin 1 Anteil.
b:  Amplitude fiir reflektierten Spin | Anteil.
Im Gebiet I ist
QZJI(I) = wein(z) + wreﬂ (l’) (V135)
In Gebiet IT gibt es dagegen nur die durchgehende (transmittierte) Welle mit Impuls
1 0
—iEt iqx® 0 iqz? 1
¢H(33) zwtrans(l‘) =e€ c-e' q +d-e" 0 (V136)
E—-Vo+m q
0 T E—Vo+m

Hier gilt ¢ = /(E — Vp)? — m?. Die Koeffizienten a,b, ¢, d folgen aus der Stetigkeit von v (z) bei
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V.7. Diracsches Locher Bild

z=0:

¥1(0) = ¢17(0) (V.137)
= l+a=c (1. Komponente) (V.138)
b=d (2. Komponente) (V.139)

_d_Lbxm
l—a= . Vo tm (3. Komponente) (V.140)

qg E+m
=—d-—=— 4. K 141
b dk E Voim (4. Komponente) (V.141)

= b=d=0aus (V.139) und (V.141). Das heifit, die Spins klappen nicht um!

Diskussion:

1.) Fir |E — Vp| < m, das heilit —m + Vh < E < m + Vp, ist ¢ rein imagindr und man hat
exponentielle Dampfung im Gebiet II:

— 2_|Fp— 2.3
wll ~ e v m2—|E-Vy|2z

2.) Erhoht man die Schwellenenergie Vy jedoch auf Vy > E 4+ m dann wird ¢ reell und wir haben
eine oszillierende Losung!
= Durchgehende Welle! (,Kleinsches Paradozon®) Fiir geniigend hohe Schwellenenergien er-
gibt sich eine durchgehende Welle. Die Berechnung der transmittierten und relektierten Strom-
dichten fithrt auf

(V.142)

jtrans_ 4r jrieﬂ:< 1_T>2
.jcin (1 + 7.)2 jcin

mit dem Reflektionskoeffizienten
q E+m

"TEYE—Vo+m

Mit ¢ > 0, k > 0 folgt fiir den Fall Vj > E4+m = r < 0. Das bedeutet dann, dass jreg > Jein ist!
Eine mogliche Interpretation ist die Paarerzeugung von e~ und et Paaren an der Schwelle. In
jedem Fall: Zusammenbruch der Einteilcheninterpretation im relativistischen Grenzfall. Dies
fithrt auf die Quantenfeldtheorie.

V.7. Diracsches Locher Bild

Achtung: Historisch
Haben gesehen:
e positive Energiezustdnde stimmen mit experimentellen Resultaten iiberein — Pauli-Gleichung

e negative Energiezustdnde kénnen nicht ignoriert werder fiir Wellenpakete mit Lokalisierung
<o
Scheinbares Problem: Warum gibt es keinen Ubergang eines positiven Energiezustands in einen mit
beliebig negativer Energie (Abbildung V.4)? = Instabilitéit des Elektrons!

Ausweg: Locherbild von Dirac (1930) Im Grundzustand (im Vakuum) sind sédmtliche Zusténde ne-
gativer Energie besetzt, der ,Dirac-See* ist exakt halb gefiillt (Abbildung V.5).
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V. Relativistische Quantenmechanik

D)
M\’M
e

Abbildung V.4.: Ubergang eines Elektrons auf einen Zustand negativer Energie

E
\i/“ unbesetzt
>k
’ <« besetzt

Abbildung V.5.: Im Grundzustand sind sdmtliche Zustédnde negativer Energie besetzt, der , Dirac-
See“ ist exakt halb gefiillt.

Dann verhindert das Pauli-Verbot den Prozess (x). Angeregter Zustand: Elektron negativer Energie
geht in Zustand positiver Energie iiber (Abbildung V.6).

Dies hinterliisst ein Loch mit Ladung —(—|eg|) = |eo]
y—et +e”

(Dieser Prozess ist nur in Anwesenheit eines Potentials moglich)

= Paarerzeugung von Elektron und Positron aus dem Vakuum! Die Locher werden als Anti- Teilchen
Interpretiert!

e Spinor mit negativer Energie:
Wellenfunktion: vy (p)e! Fwt=P7) (V.143)

Energieeigenzustand mit Energie —E,, mit Impuls —p und Spin im Ruhesystem 1/2

Ist dieser Zustand unbesetzt, dann haben wir Teilchen mit Ladung +|e|, Energie E und Impuls
P mit Spin —1/2 = Positron.

e Dieses ,, Locherbild“ bildet nur vorldufige, historische Interpretation der Dirac-Theorie: Entgiiltige
Formulierung in der Quanten-Feld-Theorie:

%ﬁ} positiver Energie
i T >k
Mch

Abbildung V.6.: Anregung eines Teilchens im Zustand negativer Energie. Das entstehende ,,Loch*
wird als Positron interpretiert, das angeregte Teilchen als Elektron.
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V.8. Relativistisches Teilchen (s = 0) im Coulomb-Potential

Wellenfunktion —  Quantenfeld

BtF) - beF)
b(p,r),d(p,r) — b5, dymit {b%,diT} = 6760) (51— )
Erzeuger und Vernichter von Teilchen

Probleme des Licherbildes:
e Assymmetrie zwischen Elektronen und Positronen
e Was ist mit den Wechselwirkungen der Seeelektronen? Energie?
e Was ist mit Spin 0 Teilchen der Klein-Gordon-Gleichung?

In jedem Fall zwingt uns die Dirac- oder Klein-Gordon-Theorie den Ramen der Einteilchentheorie
zu verlassen! Die Teilchenzahl ist nicht erhalten. Z.B. wird die Impulsunschéirfe Ap > % so kommt
es zur Teilchenerzeugung.

V.8. Relativistisches Teilchen (s = 0) im Coulomb-Potential

Spin-0: Klein-Gordon-Gleichung (hi=c=1)

—0}) = —V2 +m?y freie Klein-Gordon-Gleichung (V.144)
Kopplung an elektromagnetisches Feld durch minimale Substitution:
10y — 10y — e® —iV = —iV —eA (V.145)
= (i, — e®)?tp = (—iV — eA)>) +m2y (V.146)
Nun:
i) Stationdre Lisungen mit positiver Energie:
Y(Z,t) = e Flyp(Z) E>0 (V.147)
ii) Coulomb-Potential:
- 73
A=0 O(F,t) = B(r) = — 2D
r

iii) Separationsansatz: — Kugelkoordinaten
Y(T) = R(r)Yim (9, @) (V.148)
Mit Yy, : Kugelflichenfunktionen. Resultierende Differentialgleichung fiir R(r) lautet:

{_1 ( d) . l(l+1)} R(r) = [(E — e®)? — m?] R(r) (V.149)

r \dr 72

Betrachten den nichtrelativistischer Limes: E = m+ E’, E',e® < m Dann folgt fiir die rechte
Seite von (V.149):

[(E—e®)®> —m?] = (m+ E')? = 2e®(m + E') + (e®)* — m* (V.150)
=2m(E — e®) + E? — 2eDE’ + (e®)? (V.151)

(B —ed)?
~ 2m(E' — e®) (V.152)

— Schrodingergleichung
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V. Relativistische Quantenmechanik

(V.149) beschreibt Spin-0 Teilchen (z.B. 7~ -Meson) im Coulombfeld eines Z-fach geladenen Atom-

kerns (experimentell realisierbar). Einsetzen des Potentials: & = —ZTe‘z’ in (V.149) liefert:
1/(4d )2 I(14+1) - Z%e3  2Ze2F s o
—— = — —(E” - = 1
{ r(dr T+ 2 . ( m*)| R(r) =0 (V.153)
Substitution:
o? = 4(m? — E?)
y=Z 6(2)
p=o-r
2F
A=
o
Nebenbemerkung: v, A, p sind dimensionslos.
d? 2\ I(14+1) —~2
——+ ——1————— | pR(p) =0 V.154
IO Gz 1) Wy
Zum Vergleich: Schrodingergleichung fiir H-Atom:
u(r)
Ansatz: P(r,6,p) = TYlm(H, ®) (V.155)
— — — -1 =0 V.156
-t 2 ) (V.156)

mit pg = 1/%Zc%.

Mit dem Spektrum.:

po=2(N+1+1) N=0,1,2,...

2,4 2,4
= PHAtom = —Qmng 2= 50 Nmfl T g (V.157)
bzw. mit der ,,Hauptquantenzahl“

n=N+1+1
= Ettatom = —mQZn 2263 (V.158)

Wir sehen, dass die Klein-Gordon-Gleichung (V.154) im Coulombfeld vom gleichen Typ ist! (V.154)
aus (V.156) durch Substitution:

P60 =2\ P =r/2 Ul +1)=1(141) —~?
Das heif3t wir haben die Quantisierungsbedingung;:
A=2(N+0I+1) N=0,1,2,...
2FE~

1
= — = _ —_AX=N+1l+1 V.159
2vVm?2 — E2 ( )
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V.8. Relativistisches Teilchen (s = 0) im Coulomb-Potential

Auflésen nach F liefert das Spektrum!

E?y2 = \*(m? — E?) (V.160)
= E?(y* +2%) = \?m? (V.161)
= o — - fiir v — 0 (V.162)

Vit

>\2
1ir%E =+m wir wollen + m (V.163)

y—
m (Z 62)2 }—1/2
EXG-Atom = ——— = {1 SRV 164
Kopon = e LTIV AT 1y Ve
)\2

Nun !’ iiber [ ausdriicken: I'(I’ + 1) = [(l + 1) — 4?2
, 1
= -5t (14 1/2)2 —~2
1

Mit der Hauptquantenzahl n = N 4+ [+ 1 und ¢ und A eingesetzt:

ch

=

(V.166)

En,l = >
y
\/1 T o/

mit v = Z;—gc. Nun entwickeln wir dies fiir kleine v (n =0,1,2,... und 1 =0,1,2,...,n —1):

2 4
3 N
Ba=me| 1~ o (2 o) V167
n,l = MC o2 i \I+ 15 4 +0(7") ( )
Ruheenergie ~~~ )
NR-Energie 1 jelativistische Korrektur

Kommentare:

e Aufhebung der /-Entartung in der relativistischen Theorie

e (V.166) fithrt zu imaginiren Energien fiir

VA

l+12< Zé
he 137

= Fiir s-Zusténde (I =0): Z > 68.5
= Losung unsinnig fiir grole Kerne, diese haben aber eine endliche Ausdehnung, die hier
nicht beriicksichtigt wurde.

e (V.166) beschreibt 7~ -mesonisches Atom in Experiment hervorragend.

Spin-1/2: Dirac-Gleichung im Coulombfeld Aufwiindig, Problem l4sst sich wiederum auf das nicht-
relativistische Schrodingerproblem abbilden (siehe z.B. Schwabl: QMII, Bjoérken & Drell)

Gesamtdrehimpuls hier: J=1L+ g(_j
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V. Relativistische Quantenmechanik

ﬁ, J. und Hpjrae kommutieren miteinander, besitzen demnach gemeinsames System von Eigenvek-
toren: |n, j, m). Wir erwarten eine Entartung in m.

Ergebnis:

2
me
B j= =
1 Zo )
\/ + (n—(j+1/2)+\/(j+1/2)2—(Zoz)2
Z%a? 7%t ( n 3) }
2 6
= 1-— — — = @ V.169
mc { 202 2n4 j+ 1/2 4 + (Oé ) ( )

mit o = 2—3 Hier ist (j + 1/2) ganzzahlig, in Klein-Gordon-Theorie ist dieser Term halbzahlig.

Py
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VI. Streutheorie

Wir wollen die nichtrelativistische Streuung eines Teilchens an einem anderen sehr viel schwereren
Teilchen betrachten (zum Beispiel Elektron an Atomkern).

Beschreibung: Streuung eines Teilchens an einem kugelsymmetrischen Potential V' (r), das rascher
als 1/r abfallt. Das Coulomb-Potential mit V' ~ 1/r wollen wir als Grenzfall gerade noch zulassen.

Szenario:

i) Einfallendes Wellenpaket |¢(t)) spiirt H = Hy. z = Streuzentrum

@ —— . e

ii) Wechselwirkung mit Streuzentrum |¢(t)) spiirt H = Hy + V

iii) Gestreutes Wellenpaket, |¢(t)) spiirt H = Hj

iv) Nachweis im Detektor: Zustandsreduktion
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VI. Streutheorie

ODetektor
D,
/

|6(t)) = |kp)

Dabei wollen wir nur elastische Streuung betrachten (Energie sei vor und nach der Streuung
identisch).

VI.1. Lippmann-Schwinger-Gleichung

=)
H=Hy+V Hy =2 (VL1)
2m
Das Eigenwertproblem ist fiir V=0 gelGst:
Hy|do) = El¢o) (V1.2)
mit F = 37— € R, |po) = |k k) (Impulseigenzustand)
Gesucht ist |¢) mit R A
(Ho + V)[¥) = Ely) (VL.3)

mit identischem E! Sowohl Hy als auch V haben ein kontinuierliches Spektrum. Das heifit 1)) B~ |o).
—

Formale Losung:

) =160) + 75 V1Y) (VL.4)

Da (E — Hy)|yp) = (E — E)|¢o) + V|4) ist folgt hieraus (v1.3) und die Randbedingung [¢) ~— |¢o)
5
ist erfiillt.

Problem: (VI.4) enthilt den singuléren Operator da Hy ein kontinuierliches Spektrum hat!

E— H )
Regularisierung durch Verschiebung des Pols ins leicht Komplexe:
1 N
[$9) = 160) + 55 V) (VL5)

,, LIPPMANN-SCHWINGER-GLEICHUNG“

In der Ortsdarstellung:
= S 1
(@6) = (@0} + [ s (3

I\ /2 (£)
E iz &) (@ |V ]) (VL6)

Fiir |¢o) = |p) folgt (Z|p) = 27rh)3 e e7"#/h Tmpulseigenzustinde im R? sind nicht normierbar sondern

als uneigentliche Diracvektoren auf §-Funktionen normiert:

1ﬂ4ﬂ ]_
3 3 i .7
W'l = /d (0|2 (7) = /dm”) k)

By
— i(Pp-0)y — §B)(75_ 7 I
S /(%)36 8 (p—p') (VL7)
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VI1.1. Lippmann-Schwinger-Gleichung

In der Impulsdarstellung lautet die Lippmann-Schwinger-Gleichung:

(P16 ) = (Flon) + ——5—— (V) (VL8)
2m

(Plbo) = 6@ (7 — k) fiir |go) = |k)

Definition VI.1.1 (Green’sche Funktion).

.
[0}

h? 1
G f7f/ = 5 fAif/ VI.9
+(Z,7) = 5 —( |E—H0:I:z'e (VL9)
Fiir E = 2 oilt
Go(%, 7 L etHE 7] VL10
= (VL.10)
Beweis:
h? 1 1 ;
2m E—Hoize 2m E Hy + ie
1 =/
— p|T
e e
K2 a3 FP(E-)
= 5 L =3 (VI.11)
2m ) (27h)* B — I +e
Das Integral 16sen wir durch die Substitution p'= hq, E = h;’f:, §= 2Tm€:
G 9 d ; d 9 2q|x Z'|-cos 0
/ ¢ / (cos K2—gte g2 ¢
0 0
1 1 7 . (ptalT—T| _ —iq|T—T|
:fﬁ'Qﬂ'/dqq (e ew )
@m? g -7 -
0
1q|r |
_( z _‘// q—k2q:16
qezq|w ol
T An2 VI.12
4772 |f—f’|/ T —kFio(qg+k=ie ( )

mit € = 2ke. Der Integrand besitzt Pole bei ¢ = +k £ ie und ¢ = —k F ie (Abbildung VI.1).
Mit Hilfe des Residuensatzes lasst sich dieses Integral nun einfach 16sen. Hierzu schliessen wir den
Integrationsweg in der oberen Halbebene (erlaubt da dort der Integrand durch den Exponent im
Zahler verschwindet). Es folgt

1 1 +k e:l:zk|x 7|
o |7 — | £2k

1 6:|:1k|x 7|
-+ 7 O (VL13)

Gi=-—

91



VI. Streutheorie

Im g 4
' [ ] [ ] ’
—k "k Reg

Abbildung VI.1.: Pole des Integranden von (VI.12) und Integrationsweg zu Losung durch Residuen-
satz

—_
k=p/h

Abbildung VI.2.: Fiir ein Potential endlicher Reichweite ldsst sich eine Fernfeldndherung
durchfiihren.

Nebenbemerkung:
G4 (Z,7") ist die Green’sche Funktion zur Helmholtz-Gleichung:

(V2 + k)Gu(2, ) = 0¥ (Z — ) (VL.14)

s

Nun wollen wir ein rein ortsabhingiges Potential annehmen: V = V() Dann ist (&|V(Z)|Z) =
V(%) 6®) (£ — ') und die Lippmann-Schwinger-Gleichung wird zur Integralgleichung fiir die gesuchte
Wellenfunktion (Z|y)(*)).

+ik|Z—a|

2m e
Y = (7 i (N Y
(@) = (o) — 35 [ d ey

V(&) (@) (VIL.15)

Falls V(Z') eine endliche Reichweite hat, lidsst sich eine Fernfeldndherung |#] > |#/| durchfithren
(Abbildung VI.2). Wir wollen nun einige neue Bezeichnungen einfiihren:

Damit folgt

|7 — 7| = Vr2 £ 12 Z 2r cos

r’ M\ 2 /2
:r(1—2cosa+(>)

T T

/ N\ 2
%r(l—rcosa)—k(’)((r))
—0 r r

=r—7 7 (VI.16)

=S|
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V1.2. Differentieller Wirkungsquerschnitt

ODetektor
d

Abbildung VI.3.: Losung der Lippmann-Schwinger-Gleichung fiir 6rtlich begrenzte Potentiale ist eine
Linearkombinationen von einlaufender Planarwelle und auslaufender Kugelwelle

Mit # := Z. Weiterhin definieren wir: k' := k#: Wellenzahlvektor in Richtung des Beobachtungs-
punktes. Damit folgt

218

pEiklE—Z| _ eiikrezpu?-f/ (VL17)

Definieren den Wellenzahlvektor k = g, fiir den gilt (k|K') = 6® (k — k') und (Z|k) = We“;'f.
Dann folgt fiir (VI.15) mit |¢g) = |E>

e =Tp m 3 /eiikreﬂgl'f SNt ()
(=) —— (Z|k) - — V(@) (@YD) (VI.18)
r—00%* 27Th2 T

*Bzw. r > L wobei L eine charakteristische Linge von V(Z) ist

1 ik-Z eFikr o
= a7 | FERE) (VI.19)
mit der ,, STREUAMPLITUDE®:
=, 1 2 E Y
FER LK) = —E%(Qﬂ')dh /d%’ FF V(@)@ [y ) (VL.20)
beziehungsweise
FERR) = —(@m) 55 (R |V @) (VL.21)

(VI.19) macht klar, dass wir es im Fernfeld mit Linearkombinationen der urspriinglichen Planarwelle

(2771)3/2 % und fiir + (—) einer aus-(ein-)laufenden Kugelwelle ei:w zu tun haben. Die physikalisch
sinnvolle Losung ist [¢)(*)) (Abbildung VL3).
(Ty) = — |eFF 4 e f(K E) (VL.22)
+/ = (27_[_)3/2 r 9 .

VI1.2. Differentieller Wirkungsquerschnitt

Der differentielle Wirkungsquerschnitt gibt die Zahl der Teilchen an, die in das Winkelelement df2
gestreut werden, dividiert durch die Zahl der einfallenden Teilchen und d€? (Abbildung VI.4).
Definition VI.2.1 (Differentieller Wirkungsquerschnitt).

do 1 dN(Q)
dQ " Nen dQ

(VI1.23)
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VI. Streutheorie

dN(SV

/\dﬁ

Nejp ——> .Z

Abbildung VI.4.: Der differentielle Wirkungsquerschnitt eines Streuprozesses ist definiert als
_1 dN(®)

Nein  dQ2 -~

Die Bestimmung von N, und dN(Q) erfolgt iiber Teilchenstromdichte:

Nein = / dt Jein (V1.24)
dN(Q) = / dt j,r2dQ (VI.25)

Einfallende Teilchenstromdichte: Sei die einlaufende Welle durch die Wellenfunktion e (Z,t) =
1 _ik-Z—iEt/h

@zt charakterisiert. Dann ist
= h . S o hk .
Jein = %(’weinvwein - weinvwein) S Eh/}em(x’ t)|2 (VI26)
mk [
= NCin = E dt chin(fa t)|2 (VIQ?)

Auslaufende radiale Komponente der Stromdichte

Kugelwellenanteil:
DN S L A g () )
wr((E?t) - (27’()3/2 r € - Tweln(r eryt)
v aten = Era 8 )+ (. )
Kugelkoordinaten — T@r cee o\ .-
h
P = s— (¢, - ; 1.2
= Jr Qmi(wr U wrarwr) (V 8)
- - |2
_ hk | f(K', k) N
= E f |wem(r €r7t)| (VI29)
Somit:
AN(9) e 7 o
= _ t ein T 1.
70 [f(RL R | dt[ein(r €, t))] (VL.30)
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VI1.3. Born’sche Néherung

Unter Vernachléssigung der Verbreiterung der Wellenpakete 1., sind die Integrale in Ngj, und %&Q)
gleich und es folgt:
do 1 dN(Q) .7 79

oder in Worten:
|Streuamplitude|? = differentieller Wirkungsquerschnitt

VI1.3. Born’sche Ndherung

Die Behandlung ist bisher noch nicht von direktem Nutzen, da die Streuamplitude f (l_f" , E) noch den
unbekannten Ket |¢)*) enthilt. Wir wollen nun eine pertubative Methode zur Bestimmung desselben
ableiten.

Born’sche Niherung Iterative Losung der Integralgleichung fiir (Z]¢):

e+ikr

G (C205) FIVh (VL.32)

(F) = () + o5

Ansatz: V enthalte eine Kopplungskonstante a € R:
V=0t mit a <1

Dann setzen wir an:

W) = a"yl) (V1.33)
n=0
Randbedingung: |1/J(46)> = [t a0 = |K) (VI1.34)

Dann folgt mittels Einsetzen in (VI.32) fiir die lineare Ordnung in o

+ikr

A7l = ey (—2n 57) FIVIR) (VL35)
bzw.
foy (R E) = —(2m)* S (R |V [F) (VL36)
1. Born’sche Néherung der Streuamplitude
Expliziter:
foy (K k) = —2:;2 B V(@) FF)

Die Streuamplitude in erster Born’scher Naherung ist die Fouriertransformierte des Streupotentials!

Kugelsymmetrisches Potential Sei V = V(r). In Kugelkoordinaten ist

27 1 e}
/de' :/d<p /dcos@ /der... (VI.37)
o 4 0
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VI. Streutheorie

Dann ist:
/de' V(|f’|)BZ(E7E,)i, _ /de V(T)eiszl_c"\r cos 0
0o 1
:27r/drr2/dcos@eilk*k/“”coseV(r)
0 -1
_ 27r/drr Vi(r) (ems/_;;\r _ e_w;f_mr)
ilk — K|
s} >, _
_47r/d7" V(r)rbm(tk _,km
k" — k|
0
und somit:
=, N 2m 7 . =, N
fTo(k' —k|) = ——=—= [ drrV(r)sin(|k" — k|r) (VIL.38)
hlk' — k|
0
Beispiel: Yukawa-Potential
\%
V()= e
ur

mit Vg, i : const., i: Reichweite des Potentials. Die Streuamplitude in erster Born’scher Naherung
(mit §= k' — k) lautet:

2m Vi .
foola) = =5 [ arvisinan)r
0
= _2mb /drlm(ei‘")e—”r

hyg
0

oo

= _2m Im /dr elar—rr
hiyg

2mVy { -1 }
=— Im |-
hpg iq— p

i1 1
Tm Z[M—iq u+7iq]

g
2mVj 1
T S

(VL.39)

mit ¢ = 2k sing wobei k die Wellenzahl der einlaufenden Welle und 6 der Streuwinkel ist (Abbil-
dung VIL.5). Damit ergibt sich fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt des Yukawa-Potentials:

do ) ( 2mVy )2 1
— = V14
(dQ (1) hu [2k2(1 — cos0) + p?]? (V1.40)
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VI1.4. Die Born’sche Reihe

/2 - — 2|k|sin(¢/2
42 q= |k —k| q |K| (/)
0: Streuwinkel

k

Abbildung VI.5.: Erlduterung der neu eingefithrten Variablen ¢ und 6.

) fiir das Yukawa-Potential einen guten g — 0 Grenzwert mit % =
const. = ZZ'e?. Das Yukawa-Potential geht in diesem Grenzfall gerade in das Coulomb-Potential

uber:

Interessanterweise besitzt (%)

27 e?
Vir) — .
%222/62
N (do_>Coulomb_ (mZZ/€2)2 1
dQ¥/ 1y N hu k2(1 — cos )

1 (22'62)2 1

= — —_— VI.41
16 E sin? g ( )

2 2
mit E = %' Dies ist bekannt als die klassische RUTHERFORD-FORMEL. Diese Ergebnisse stimmen
zufilligerweise fir das Coulomb-Potential mit dem exakten Ergebnis iiberein.

VI1.4. Die Born’'sche Reihe

Wir wollen nochmals die iterative Losung der Lippmann-Schwinger-Gleichung unter anderem Blick-
winkel betrachten:

+y 1 Ut 1.42
) = 160) + VIV (V142
Definition VI.4.1 (Transfermatrix 7).
VIg*) =: Tgo) (VL43)
mit
H[y™) = Blv™)
Holdo) = E|do)
I:I = ﬁo + V

Die Lippmann-Schwinger-Gleichung von links mit 1% multiplizieren:

1

—T V1.44
P ) (VL)

Tlgo) = Vl]go) +V

97



VI. Streutheorie

fey ~

Abbildung VI.6.: G (&, Z"): ,Propagator®; propagiert Teilchen von &’ nach 7’

Die |¢) bilden eine Basis des Hilbertraums, da sie beliebige Planarwellen |k) sind. Somit gilt auch
die Operatorgleichung;:

N N N 1 ~
T=V+V—7F7-—--—-T (VL.45)
E— Ho + i€
Fiir die exakte Streuamplitude gilt:
o (27)2 At
fE k)=— N m{k'|T|k) (VIL.46)

Die Streuamplitude wird durch Matrixelemente von T gebildet!
Iterative Losung fir T

A A A 1 N 1 - 1 ~
T=V+4+V = V+V A V A % (VL.47)
E — Hy + ie E—Hy+ie FE— Hy+ie
entsprechend gilt fiir die Streuamplitude:
n=1
=, - M= n
foo (' F) = =S (R V1) (VL.49)
faoy® R =" m—L v (VL50)
@ 2mh? E — Hy + ic )
Explizite Form von f2):
foy(K' k) = — 2:22 a3z’ / B e FTVF) - [2may (@, )| V(@R (VL51)

Physikalisches Bild: Zweifache Streuung (Abbildung VI.6)

VL.5. Optisches Theorem

Aussage: Imaginirteil der Vorwértsstreuamplitude = Totaler Wirkungsquerschnitt

o koot

Im f(0 =0) = y
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VI1.5. Optisches Theorem

Beweis:

oLyt A=t (1o 1
) = B+ Vi) = (= 7 (1 )

Auflésen nach |k)

IR 1
m(FITIE) = 1o (0] IV 2 ) VIO
0
— (T It

o)

Erster Term verschwindet wegen VT = V. Nun benutzen wir die zentrale Beziehung

lim 1, :P(l>:|:i7r5(x)
x

e—0 T * 1€

wobei P(1) den Cauchy’schen Hauptwert bezeichnet:

[ s [ )2

Die Singularitit wir symmetrisch ausgeschnitten. D.h.

(D Y
E — Hy — e E—H,

= Tm(k|T|k) = = (T |V §(E — Ho) V]y™T)
= —n(k|T" 6(E — Hy) T|k)

31 it " thj/2
= —n | &K FITTEYVE TR | B -

2m

Nun ist

dk'\ 2
A3k = dQ dk' k? = dQ'dE ( ) K
dE

dE _ K? H2 k' 2 T
=g K = &K <E -5 )= dQ’h—?k’ und [k| =[]
m m

1 2m(2n)3 mmk koo
= Imf(0)=—- 7(12) <— 2 /dQ’\(kmk)] ):ﬁ
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VIIL. Nichtrelativistische Vielteilchensysteme

Beispiele:

Elektronengas: (Abbildung VII.1a) Die moglichen Wechselwirkungen sind die Coulombabstofiung
und die Spin-Spin-Wechselwirkung.

Festkorper: (Abbildung VII.1b) Ein Atomgitter mit beweglichen Valenzzellen und Wechselwirkun-
gen zwischen diesen.

Atome mit mehreren Elektronen
Ziel: Quantenmechanische Beschreibung von Systemen von N identischen Teilchen.

Grundsétzlicher neuer Charakter im Gegensatz zur klassischen Beschreibung identischer Teilchen:
Quantenteilchen sind ununterscheidbar (kénnen nicht markiert, (,,angemalt®) werden).

VIl.1. Systemzusammensetzung und Austauschentartung

a) Zusammensetzung von 2-Teilchen-Systemen

HU2 = p) 4 p2) 4 p12 (VIL1)
mit den Einteilchen-Hamiltonoperatoren 2() und (), die die gleiche Form besitzen (z.B. h = %)
h'? = h?! sei eine symmetrische Wechselwirkung, z.B. Coulombpotential: V (%}, ¥o) = m Dann
gilt fiir nicht entartete h! und h2:

h'leq) = €alea)
h2|€2) = €4|€?) (VIL.2)

wobei a die Energiezustinde nummeriert. Das heifit, h' und h? besitzen ein identisches Spektrum.

P )

w(f» S) S 7'LBahn X HSpin ¢(ﬁa 5) € HGitter X HSpin
(a) Elektronengas (b) Festkérper

Abbildung VII.1.: Beispiele fiir Vielteilchensysteme
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VII. Nichtrelativistische Vielteilchensysteme

Spektrum des freien Systems.
HPZ =pM 4+ p®

1) Systeme (1) und (2) befinden sich im gleichen Energieeigenzustand

Fo =2, mit |Ey) = |e}) @|e2) = |e! €2) (VIL3)

2) Systeme (1) und (2) befinden sich in verschiedenen Zusténden. Demnach ist Ey zweifach ent-
artet mit den Produktvektoren |u;) = |eLe?) und |uz) = |e}€2).

Eo=¢€u+e mit |Eg) =cilel €2) +calet €2) a#b (VIL4)

Entartung von H}? entsteht durch das Vertauschen der Teilsysteme. Daher nennt man das
Phénomen ,, Austauschentartung*.

Eigenwertproblem des Gesamthamiltonoperators:
HY = g} + n'? (VIL5)

Wir betrachten h'? als Stérung und behandeln das Problem mit zeitunabhingiger (oder Schrédinger’scher)
Storungstheorie. Verhalten des entarteten Terms (VII.4): E = Ey 4+ 6 E. Der Wert von 6 F folgt aus
der entarteten Storungstheorie:

a1 — 5E ai12

o age | =0 (VIL6)

wobei a;; = (u;|h'?|u;j) mit [u) = |eled), |uz) = |ef€2) mit a # b ist.
Es gilt:

arr = (u1h*?|u1) = (e n'?|eqep)

az2 = (g W"%[uz) = (b2 W12]ebeZ) = (GelhP|ebel) = (Aedllebed) =an  (VILT)
Ebenso a1s = a9

aj] — oF a2 .
a2 ayp —o0F

= 0F = a1  aio (VIIg)

N 0 (VIL8)

Beobachtung: Aufspaltung der Austauschentartung durch eine symmetrische Wechselwirkung falls
a2 7é 0 (Abblldung VIIQ)

Ef r~eq+ep+ (el |h'?|eled) £ (eLe2|h'2|efe2) + O((h1?)?) (VIL.10)

Man berechnet die Eigenkets zu E*:
1
E*) = —=(|leaci) £ |epen)) (VIL11)

V2

Demnach ist |ET) symmetrisch und |E™) ist antisymmetrisch unter Teilchenvertauschung.
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VII.1. Systemzusammensetzung und Austauschentartung

+
}612
Ea +€b— —————————— al —
€ € }a12
b4 b4 _> B _

2e, 4

€a €a

N
h12

Abbildung VII.2.: Aufspaltung der Entartung eines Zweiteilchengrundzustands durch Austausch-
wechselwirkung

b) Zusammensetzung von N Einteilchensystemen Nun N Teilsysteme jeweils unter dem Einfluss
des gleichen Hamiltonoperators.

A ey = eqle) v=1,...,N (VIL.12)

Gesamthamiltonoperator ohne Wechselwirkung:

N
Ho =3 K
v=1

wirkt im Produktraum
Hy=HPeH? o . o nu

Holele? ... ey = Eglele? ... €N)

mit Eigenwert By =€, + €, + -+ €,

Entartung: Jede Permutation und Verteilung der Eigenwerte {e,,¢€p,...,€,} auf die N Systeme
ergibt ein identisches Fj.

i) Sind s@mtliche ¢, sind unterschiedlich, dann existieren N! Eigenkets zum Eigenwert Ejy.

ii) Sind jeweils N1, Na,..., Ny Gruppen von ¢; identisch, dann gibt es t = W"NU Eigenkets
lug), |ur), ..., |us) zum Eigenwert Ey. Das heifit, dass die Austauschentartung t-fach ist!
¢
|Eo) = ¢yluy) (VIL13)
y=1

Einschalten einer symmetrischen Wechselwirkung 51;,_; h¥/ hebt die Entartung wieder (teilwei-

i#]
se) auf und Fy spaltet in eine Reihe von Termen auf. Allgemeine Behandlung fiir groflere N sehr

aufwindig.
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VII. Nichtrelativistische Vielteilchensysteme

Gruppentheoretische Beschreibung: Eigenkets zu Ey ohne Wechselwirkung bilden reduzible Dar-
stellung der Permutationsgruppe der N-Teilchensysteme Sy. Die Wechselwirkung spaltet gerade
jene Energieterme auf, die zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen von Sy gehoren.

Struktur: Es entstehen 2 nicht entartete Terme E*, sowie weitere mindestens zweifach entartete
Terme E':

1) Nichtentarteter Term E+ mit |E™) ist vollstindig symmetrisch unter Vertauschung der Teil-
systeme

|EY) =c) |uy) (VIL.14)

2) Nichtentarteter Term E~ mit |E~) ist vollstdndig antisymmetrisch unter Vertauschung der
Teilsysteme. Angabe mittels ,,Slaterdeterminante*:

Iei) IE§> Iqjip
\E‘>:¢% |Efj> ‘e.b> |6lf> (VIL15)
len) len) - ley)

Existiert nur wenn alle Teilsysteme in verschiedenen Zustédnden sind. Die Struktur der weiteren
entarteten Terme E* folgt aus der Darstellungstheorie der Sy .

VIl.2. Permutationsoperatoren

Einfithrung von Permutationsoperatoren P zur mathematischen Beschreibung der Vertauschung glei-
cher Systeme:

a) 2-Teilchensysteme £(1?) sei Observable eines Zweiteilchensystems, z.B. £12) (21, 5, 51, 72, 52, 52).

Der unitdre Permutationsoperator ﬁ(lg) ist nun definiert durch
Puag L7Pl, = £ (VIL16)
Offensichtlich ist 75(212) = 1. Dann ist 75(12) auch hermitesch:
75(1%) = 75(T12) = 75(12)
= {1, 75(12)} bilden Gruppe S»: Permutationsgruppe zweier Elemente.
So: 1€ P13 = Paz) 171 =1
1-1=1 1-Puay = Pua Puz) - Paz =1 (VIL17)
Sei nun £'% = |v}v?)(v}v?| Projektor. Oberer Index zeigt Teilsystem an. Dann gilt:
75(12)51275212) = |75(12)UI£U12><75(12)011U12|

= £ = ol (vPo] |

= Paz)lvpei) = [vf i) (VIL18)
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VII.2. Permutationsoperatoren

Reihenfolge der Kets im Produktzustand ist gleichgiiltig. Fiir die [E™) aus (VIL.4) gilt
Paz|E*) = £ EF) (VIL19)

Fiir Observable £, die symmetrisch beziiglich Vertauschung von 1 < 2 sind, das heift, fiir die
L2 = L2 = [ gilt, ist

£, Paz)] =0 (VII.20)
Beispiel:
#1)? | (P2)° Lo
L=H= %L+2m4wmm—xm (VIL.21)

b) N-Teilchensysteme 3IN! Permutationsoperatoren 75,) (p = 1,...,N!). Hierin ist 1 enthalten.
Beispiel:

N =3 Vertauschungsregel

1 ='P(1)(2)(3) 1—-1,2—23—3
Puaosy 12,2331
Pusy 13,3221
7?(12)(3) 1—+2,2—-1,3—=3
Pusyey 1—3,3—1,2—2

P(gg)(l) 2 — 3,3 — 2,1 — 1

z.B. 75(132)1

2

m

75(132)5123ﬁ2132) = L3 (VIL.22)

Pasylvpvivi,) = [vlvjvy,) = [vivy,vf)

—

Dies impliziert fiir die Ortswellenfunktion dreier Teilchen mit Koordinaten &, 7, 2"

Das heif3t (ﬁ(lgg)w) (Z,7,2) = ﬁ&éZ)ow(ﬂ y,Z) = ¥(Z, &, ). Fir vollstindig symmetrische Observable
L gilt dann:

[P, L] =0 p=1,...,N! (VIL24)

Das heifit wenn |u) Eigenvektor von £ mit Eigenwert u ist, so ist auch P,|u) Eigenvektor von £ mit
Eigenwert u

Llu) = ulu)
= L(Pylu)) = Pp(Llu)) = u(P,lu)) (VIL.25)
Im Allgemeinen ist 75,0 unitér, aber nicht hermitesch:

5 5—1
=P (VIL26)
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VII. Nichtrelativistische Vielteilchensysteme

VIL.3. Symmetrisierungs- und Antisymmetrisierungsoperator

Jede Permutation ’ﬁp kann als Produkt von Transpositionen ’ﬁ(ij) dargestellt werden. Wir definieren

den Grad einer Permutation (—1)73P = 41 je nachdem ob P, durch gerade (+1) oder ungerade (—1)

Anzahl von Transpositionen dargestellt wird.
Definition VII.3.1 (Symmetrisierung- und Antisymmetrisierungsoperator).

;M L X
e LaRr I y St
N1 & pout
Beispiele:
N=2: S*z%(]lJr?(u)) AS*:\/%E(]I—ﬁ(mA)) R
N=3: §t= %(]l + P23y + Pasz) + Pazy3) + Pasye) + Pes)a))
8™ = Z(L+ Puay) + Pasz) — Pazye) — Pane) — Pes)

Weiterhin gilt:

ﬁ>

P, fz:
FZ:

Da fiir P, € Sy, P,y € Sy auch P,P, € Sy gilt, folgt

PS5t = 5P, =g+ P,S™ =8P, =(—1)PrS~

Weitere Eigenschaften
e Es gilt (S*)2 = V/NIS*

Beweis:
1 N! 1 N!
57)? = n" P8 :—( ) VNIS™
(57) ,/Nl;( ) N N1 ;
(—1)PrS- ——
NI

Fiir ST entsprechend.
e Weiterhin gilt STS—=5"5ST =0

Beweis:
1 X 1 !
StS = P,ST =—8" < -1 7>,,> S =0
VN! ; L~ VNI ;( )
(—1)Pes-

Da ebenso viele gerade wie ungerade P, existieren.
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VII.4. Bosonen und Fermionen

klassisch quantenmeschanisch

?

ke
bbd
Sl
BEE

t t

Abbildung VIL.3.: Dynamik von quantenmechanischen Vielteilchensystemen gegeniiber klassischen

e Das heifit \/%SJr und \/;T!SP sind Projektionsoperatoren! Fiir N = 2 gilt 1 = %S* + %Sf.
Fir N > 3 gilt eine solche Zerlegung nicht. Wir bezeichnen die , restlichen“ Projektionsopera-

toren mit Q:

1= \/%5* + \/%S‘ +Q (VIL.33)
StQ = 5" ]1—\/%5+ —\/%S‘) =5t -85t=0 (VIL34)
Ebenso gilt S~Q = 0 und Q? = Q.
e st sind hermitesche Operatoren: (S*)f = §*
+Jrf1N!A’rf 1N!A717+
(1) = ﬁ;%) b e ﬁ;m =S

Analog fir S~ da (—)75# = (—)75;1 und 75;1 = 75;

Das heifit, dass \/%!S +, ﬁS ~ und @ auf orthogonale Unterrdume HT\,, Hys ’HJC\?, des Produktraums
Hy projizieren. Die vollstéindig symmetrisierten und antisymmetrisierten Vektoren o) und |p™)

ergeben sich aus einem beliebigen |¢) € H  mittels:
! 1
VN! VN!

Ebenso ist |¢@) = Qlp). Die ,restlichen Energieeigenvektoren |E?) aus der Diskussion in VII.1
liegen gerade in "H%

lp*) 5Fe) lp™) S7le) (VIL.35)

VIl.4. Bosonen und Fermionen

Quantentheoretische Vielteilchensysteme aus identischen Elementarteilchen sind grundsétzlich ver-
schieden zur klassischen Dynamik von identischen Teilchen (zum Beispiel Kugeln der Lottozahlen).
Ein Makroskopisches System erlaubt die Verfolgung der einzelnen Teilchen (zum Beispiel durch
Nummerieren).

Im Mikrokosmos ist es hingegen nicht moglich ,Marken“ anzubringen. Gleiche Elementarteilchen
(mit gleicher Masse, Ladung, Spin, etc.) besitzen keine Individualitiit; sie sind ununterscheidbar.
Jegliche gewi#hlte Anfangsnummerierung ist willkiirlich und wegen des statistischen Verhaltens nicht
mehr verfolgbar. Siehe hierzu auch Abbildung VII.3.

107



VII. Nichtrelativistische Vielteilchensysteme

Ununterscheidbarkeit bedeutet: Es existiert keine Observable, die Individualitit festlegt. Das
heifit aber, fiir ein System N gleicher Teilchen miissen alle Observablen O mit den Permutati-
onsoperatoren P, vertauschen:

[0,P,]=0 YOundp=1,...,N! (VIL.36)

Da der Hilbertraum, in dem ein quantentheoretisches System beschrieben wird, durch die Ver-
tauschungsrelationen der Observablen bestimmt wird, hat (VII.36) profunde Konsequenzen fiir die
Struktur des physikalischen Hilbertraums!

Betrachte den Hilbertraum eines Teilchens H! z.B. H! = How ® Hgpin und den Produktraum
Hy =H' @H?>® - @ HY. Fiir ununterscheidbare Teilchen ist Hy jedoch zu groB, er umfasst mehr
Zustinde als (VII.36) zulisst.

Konsequenz: Die durch (VIL.36) erlaubten Zustéinde liegen in H}, oder H}!

Bewets:

Vektoren aus ’H"}\} und Hj; transformieren sich unter den einzigen eindimensionalen Darstellungen
von Sy

Pole™) = le™) triviale Darstellung
’ﬁph@_) = (—1)75f’|<p_> alternierende Darstellung (VIL.37)

Vektoren aus 7—[?\2, miissen in mehrdimensionale Darstellung von Sy fallen. Das heif3t im Allgemeinen,
fiir gegebenes |p@) ist

Pole®) # lp?) (e €R) (VIL38)
Dann betrachten wir den Projektionsoperator
F = 1e9)(#?
PpFP] = |Pop?) (Ppe®| # 109 (9% = F (VIL39)

Das heiit: [F,P,] =0

Des Weiteren existiert keine Observable, die von 7—[7\} nach Hj fiihrt.
(TLp™)y =0 VL (VII.40)
Beweis:
N S:Iw‘#\w;) B Lz:,s—]:0+ o (8))t=s N S™lp™)=0
(T [Lp™) = (pT[LS79™) = (¢S L) = (5S¢ |Lp™) =0
Das heifit, der Zustandsvektor |1) bleibt zu allen Zeiten entweder symmetrisch oder antisymmetrisch.

[T (t)) = e )T (ty))
[~ (1)) = e =) [y~ (t5))
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VIL.5. Bosonen: Fock-Raum, Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Bosonen: Teilchen, die im symmetrischen Raum H]J(, dargestellt werden

Fermionen: Teilchen, die im antisymmetrischen Raum #H; dargestellt werden.

Bosonen haben ganzzahligen Spin (s =0,1,2,...)
Fermionen haben halbzahligen Spin (s = 1/2,3/2,5/2,...)

Der Beweis erfolgt mittels ,, SPIN-STATISTIK-THEOREM* aus der Quantenfeldtheorie (Pauli, 1940).

VI1.5. Bosonen: Fock-Raum, Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren

Notation: |i) bezeichne einen beliebigen Einteilchenzustand (¢ = 1,...,00) zum Beispiel Energie-
eigenzustand |e,), Impulseigenzustand |p)+/d3p, Ortseigenzustand |Z)vVd3z oder Spineigenzustand
m).

i1, 49,03, -, in) = |i1) @ |i3) @ -+ @ [iN) (VIL41)
Bedeutet: Teilchen 1 liegt in Zustand |i1) vor, Teilchen 2 in Zustand |i3), usw.
Bosonischer Zustand: ST iy, i, ..., iN) (VI1.42)

Falls in |41, 12,13, .. .,ix) Einteilchenzustéinde mehrfach auftreten ist S |i1, 42,13, ..., iy) nicht mehr
auf 1 normiert. Sei [1) nj-mal vertreten, |2) mo-mal vertreten, usw., dann lautet der normierte
Bosezustand:

1

STiy,i0,43, ..., iN)————— =1 N1, M2, M3, ...,nN) (VIL.43)
nl!ngl s TLN!
Da S™*|iy, i, 43,...,in) gerade N! Terme enthélt, wobei gerade nl!nz!T]:;!!‘-'nN! verschieden sind, gilt
e . 1
[ST i1, 42,93, ..., iN) =1 (VIL.44)
nilnglng! - npy!

Die Angabe der Besetzungszahlen n; charakterisiert den Zustand vollkommen. (]1) kommt n;-fach
vor, |2) kommt no-fach vor, usw.) Fiir die Summe der Besetzungszahlen gilt

Y ni=N mit n; € {0,1,2,...,N} (VIL.45)

i=1

Die Besetzungszahldarstellung bildet eine vollstindige Orthonormalbasis des symmetrischen V-
Teilchen Hilbertraums 7—[?\}.

/ / /
<7’l1, Ng,Ng, ... |7’l1, n2,ng,... > = 57L’1,n16n’2,n25né,n3 T (VII46)

Definition VII.5.1 (Hilbertraum mit variabler Teilchenzahl: Fock-Raum F). Sei Hy ein Hilber-
traum mit N Teilchen:

F=HioHs®Hz® - = P Hy (VIL47)
N=1
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VII. Nichtrelativistische Vielteilchensysteme

Zerlegung der Identitat:

o

1= )" |na,ng,...)(n1,na,. .| (VIL.48)

ni,na,...

Bisherige Operatoren wirkten stets im Raum fester Teilchenzahl N.

Nun:
Erzeugungsoperator azT : HN = Hinta
Vernichtungsoperator a;: Hn — Hn-1
a;r erzeugt ein Teilchen, a; vernichtet ein Teilchen. Dies lisst sich sehr einfach in der Besetzungszahl-

basis des Fockraums darstellen.
Definition VII.5.2 (Wirkung des Erzeugers).

Das heifit a:-r erhoht die Besetzungszahl n; des Zustands i) um eins:
= (cooonfyoa; =+ 1. np+ 1,
= (coosmiyeail oo mis o) = VMibns n, (VIL50)

Das heifit a; erniedrigt die Besetzungszahl n; um eins.

Behauptung:

ail ... g, ) =Ml oom—1000) fir n; > 1
ail....ni=0,...)=0 (VIL51)

Beweis:

o0
Leoailoomiy. )= oomh ) mh s a]ma,)

Il
e -
2.

3
=%}
S
E
i

n;=0
i...’ 7:_17... 7]21
_ ke ) 0 (VIL52)
0 sonst
Bose-Vertauschungsrelationen:
lai,a;] =0 [a],al] =0 [a;, al] = d;; (VIL53)
Beweis: Relation fiir ¢ # j offensichtlich, da die Operatoren dann in verschiedenen Teilrdumen
wirken:
z.B. (i #j): aia;|...,ni,...,nj,...>
=niy/n;+1 ... =1, n;+1,...)
_a’;ai| s My o v vy T, >

110
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Sei nun ¢ = j, dann ist nur [a;, aZ] = 1 zu beweisen:

al-aﬂ...,ni,...):ai n;+1]...,n;+1,...)

= (aiaj—ajaiﬂ...,ni,...): e g,

Somit [a;, a}] = 1. Gilt auch fiir den Spezialfall n; = 0, wie man leicht sieht.

Die Bose-Erzeuger und -Vernichter erfiillen die Algebra des harmonischen Oszillators!

Teilchenbild < Ostzillatoranregung

Ausgehend vom Grundzustand, das heiit dem Vakuumzustand |0) := |n; = 0,ne = 0,n3 = 0,...),

lassen sich alle Zusténde aufbauen:

Vakuum |0)
1-Teilchen-Zustand aj |0)
1

2-Teilchen-Zustand —(ah)?0

ﬁ( i)710)
bzw. fiir i # j alat|0)

1
Allgemeiner Mehrteilchenzustand ny,ng,...) = ﬁ(ai)”l (@)"2 .
nyng::--

Der Teilchenzahloperator: Der Besetzungszahloperator des Zustandes |i)
n; = aIai
Erfiillt

ﬁ1|,n1,):n1|7n1,) n; € IN

Der Operator der Gesamtteilchenzahl

Erfillt

0)

(VIL54)

(VIL55)

(VIL56)

(VIL57)
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VII. Nichtrelativistische Vielteilchensysteme

Falls keine Wechselwirkung zwischen den Teilchen vorliegt und i) = |¢;) ist, das heifit, die |¢) sind
die Eigenzustidnde des Einteilchenhamiltonoperators, dessen Eigenwerte ¢; sind, dann gilt:

(o)
N-Teilchenhamiltonoperator: Hy = Z €M
i=1
Holni,...) = (Z niei> n1,...) (VIL58)
i=1

Allgemeine Einteilchen- und Mehrteilchenoperatoren T sei Operator des N-Teilchen-Systems,
der durch die Summe von Einteilchenoperatoren gegeben ist.

N
T=t+b+ - +in=> la (VIL59)

a=1

zum Beispiel
. p2

Kinetische Energie to = =2

2m
Potential to = V(ia)

In der |i)-Basis: (Einteilchenoperator: ¢ = > tisli) ()

T= Z tij Y 1i%) (5 (VIL60)

Wie liisst sich 7" iiber a; und a] ausdriicken? Betrachte zuniichst den speziellen Operator 3™ [k®) (5.
i) Sei k # j:
(Z|ka><ja|)|"'anka"'vnjv"’>
[e%
e e +1; . . - 1
= Z|k (%) S |11,Z2713,---71N>ﬁ
a [SIE) (o 5%] =0

N 1
s+(z| a||¢1,¢2,...,ia,...,im)—
\/’I’L1!’I’LQ!’I’L3!"~

a=

[

al 1
(3 i)
aZ:I ]’a|1 2 T N> ’I’Ll!ng!ng!---
N
1
(Z%) L my— 1,
a=1 Ny
—_———
= niv/n;+ 1. ngg,.ny— 1,000
—aka| Sy e ey My o) (VIL.61)
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ii) Sei k=j:
(Z|j°‘><ja|>|...,nj,...> =nj|...,nj,...)
«@
:a;aj|...,nj,...>
N
Somit: Z i%) (5% = aja,
a=1
Und fiir beliebigen Einteilchenoperatoren:
T = Ztijajaj mit tij = <’L|£‘j>
irJ

Spezialfall: |i)= Energiebasis eines freien Hamiltonoperators Hy:
Hy = Z €; a;r a;
i

Und fiir Einteilchen Potential
V=2 Viala,
iy

mit Vi; = (&;|V]e;).

(VIL62)

(VIL63)

(VIL64)

(VIL65)

Allgemeine Zweiteilchenoperatoren Wir wollen einen ortsabhéingigen Zweiteilchenoperator be-

trachten:

1 S5
F= 3 Z F(Z,,25)
aF#fB

Beispiel: Coulomb-Wechselwirkung von Elektronen:

= = C
f(Q)(xO”:I;B) = m
Es gilt:
1 A
F= 3 Z <z,]|f(2)|k,l> aI a; a, a

i,9,k,l
it TP = [ dody i@ )1 @ D@ @)
wobel (@i = pi(%)
Beweis:

(VIL66)

(VIL67)

(VIL68)

(VIL69)
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VII. Nichtrelativistische Vielteilchensysteme

Es ist lediglich

S i, %) ke mf| = af al oy a,,

a#f
zu zeigen.
D 1) ke mP = 3 (1) (k1) (157 (m?))
arp a#B
_ -y « .3 B\ _ . o o
o 2 ) 2070 m ") = (H3) 3 1) m|
Skj
= a;r Ay a;r_ Oy, — 5ija;-ram
——
=aja, +8;x
=alg;aa, O (VIL70)

VIL.6. Fermionen: Fock-Raum, Erzeuger und Vernichter

Nun miissen wir vollstéindig antisymmetrisierte Zustéinde betrachten:
ST li1,d2,03,. .. ) (VIL.71)
Sind zwei Zustédnde identisch, verschwindet der Fermionzustand:
S i1, d2,43,...) = =S |iz,41,13,...) (VIL.72)
Das heifit falls zwei Zusténde identisch sind, folgt:

S_|i1,...,%‘7...,%',...>:—S_|i1,...,i7...,i,...>:0 = Pauliverbot! (VIL73)
o B

Wir charakterisieren Fermionzustéinde durch Besetzungszahlen:

|n1,ng,ng,...) mitn; € {0,1} (VIL.74)

Betrachten wiederum Fock-Raum = Raum variabler Teilchenzahl.

e Zerlegung der Eins:

1

1= Z |n1,n2,n3,...)(nl,ng,ng,... (VII75)
ni,ng,ng,...=0
e Skalarprodukt:
(nh,ny,my, . Ny, M, N3, ) = Ot Optn, Ontn, < (VIL.76)
e Einfithrung von Erzeugungsoperatoren a;f:
S_|i17i27i37"‘7iN> = a’j',—l a-z"—g azg ’a;rN ‘0>
ST ]9, 01,43, -, iN) :a; ajl az3 ,aZTN |0)
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VII.6. Fermionen: Fock-Raum, Erzeuger und Vernichter

(VIL.72) impliziert dann:
{al,al} =0 (VIL77)
(VILT7S)

wobei {A, B} := AB + BA der Antikommutator ist. Manchmal auch als [A, B], geschrieben.
Insbesondere gilt (aI)Q = 0 (nilpotent) < Pauli-Verbot.

Besetzungszahldarstellung fiir Fermionen:
In1,mg,n3,...) = (al)™ (a})"* (al)™ ---|0) mit n; € {0,1} (VIL79)
Hierzu ist eine bestimmte (aber willkiirliche) feste Anordnung der Zustéinde |i) vonndten!

all .oy = (L—ng) (=D)2s<™ | mi+1,...) (VIL80)
—_—— — ——

1 fiir n;=0 Vorzeichen durch
0 fiir n;=1 Antikommutieren

Wirkung des Vernichtungsoperators a;:

(oo ag] ) = (1= ng) (= 1) 220%™ (VIL81)

ai|...7n;7...>:Z\...,ni,...><...,ni7...|ai|...,n’i7...>
n;

1
Sl )= ) (1) 206

g =0

_Jo n,=0
Tl =0, (D)2 = 1=y =0
= nl(—1)2s< ... )

/
,n; — 1

Zusammenfassung:
T _ Z nj
al... gy ) =1 —n;)(—1)&i<i 7| n; + 1.
loomine) = M= m)(~DX= i+ 1) _—
ai|...,ni,...> :ni(—1)2j<inj|...,ni —17...>
Hieraus folgt:
aall.. . miy. ) = (g + D)(1—n)(=1)220< ™). ng,..) fiie ng € {0,1)
—_—
lfnlefni
alay...,ni,...) :ni(l—ni—&—1)(—1)221<i"1|...,ni,...)
Addition ergibt:
{a,al} =1 (VIL85)
offensichtlich gilt: {a;, a;-} =0 fiir ¢ # j (VIL.86)
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VII. Nichtrelativistische Vielteilchensysteme

Antikommutatoren fiir Fermionen:

{ai,a;} =0 {al,al} =0 {a,, a;- =0;j (VIL.87)

[ REad]

Algebra des fermionischen harmonischen Oszillators

Ein- und Mehrteilchenoperatoren fiir Fermionen Man zeigt wiederum:

> 1% = ala;
«

Z [i%5°) (k1P| = aja;-alak = —aj-a;r-akal (VIL.8Y)
a#f

unter Beachtung der Reihenfolge! Somit Fin- und Zweiteilchenoperatoren:
T = Z tijalaj
,J

1
- = 5] £(2) Tt
F = 5 E (@, 317 |k, Dajajaray, (VIL.89)
i,3,k;1
Beispiel:

Hamiltonoperator eines Vielteilchensystems mit kinetischer Energie T', potentieller Energie V' und
2-Teilchen-Wechselwirkung f(?):

N 1 o
H= Z(tij + uij)azaj + 3 Z (z,j|f(2)\k,l>a3a;alak (VIIL.90)
0,J 0,9kl

VIL.7. Feldoperatoren

Transformationen zwischen verschiedenen Basissystemen Zwei verschiedene Basissysteme {\z>}
und {|A)} des Einteilchenhilbertraumes seien gegeben, etwa Energiebasis {|e,) } und Ortsbasis {|Z) }.

Frage: Wie héngen die Operatoren a; und ay zusammen?

Entwicklung der Einteilchenbasis |A) nach |3):
RSEDOIGEY (VIL91)

+

a, erzeugt Teilchen im Zustand |¢). Demnach:

al = Z al (i) (VIL92)

und die adjungierte Relation lautet:

ax = a;i(\i) (VIL.93)

i
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Feldoperatoren Wichtiger Spezialfall: Ubergang von der diskreten Basis |i) in die Basis der Orts-

eigenzustinde |Z)

(@i} = ¢i(Z) (VIL.94)
Definition VIL.7.1 (Feldoperatoren).
@) = ag (@) =l
@ = Y eil@i @) = Y e @l
baw w = [ Eaoi@i@) o = [ @@t @

Y1(Z) erzeugt Teilchen am Ort &, ¢)(Z) vernichtet Teilchen am Ort &

Kommutatorrelationen:

«) Bosonen

[W(Z), (7)) =0
[Wi(@), 4 (@) =0
(@), (@)] =P (7 - 7)

B) Fermionen

Typische Operatoren im Feldoperatorformalismus:
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VII. Nichtrelativistische Vielteilchensysteme

i) Kinetische Energie

> —~—
’ »; (Z) »; ()
‘e h2V2 B
_/de (ZGI% (@) (— o ) (Z %(@%)
Y1 (Z) ¥ (Z)
h2 3 = T —d
;.%/d z V' (Z)Vy(Z) (VIL.95)

ii) Einteilchenpotential, Ortsabhiingig:
U=>aluja; = al(i|U(&)]5)a;
] i,J

_ = / &P )N (@)U (2)(@) (VIL96)

analog

iii) Zweiteilchenpotential:

1
F=3 > (gl Pk, m)alala,,a, (VIL97)

i,7,k,m
Sei (&, 77| fP|Z,5) = V(Z,3]) - (& — &) - 6 (5 — i) Dann:
1 = =\ 7 N
F= Q/dsx Iy V(Z )N @YD) (Z) (VIL98)

Gilt fiir Bosonen und Fermionen unter Beachtung der Reihenfolge der Feldoperatoren!

iv) Hamiltonoperator:

1 N (N (2 N (N
+3 [ [Evi@vt @@ pu@ea (VIL99)
v) Teilchenzahldichte:

Operator der Teilchenzahldichte: 7(%) = ¥T(Z)y(7)

Gesamtteilchenzahloperator: N = [ d3zn (%)

Formale Ahnlichkeit des Teilchenzahldichteoperators 72(Z) eines Vielteilchensystems zur Wahr-

scheinlichkeitsdichte n(Z) = 1* ()Y (Z) eines Teilchens im Zustand 1 (Z). Diese formale Ahnlichkeit

hat zu dem irrefiihrenden Begriff ,Zweite Quantisierung® gefiihrt. In der Tat wird aber nichts
zweimal quantisiert. Der Begriff ist als Ubergang von einer Einteilchentheorie zu einer Vielteil-
chentheorie zu verstehen und wird auch so verwendet.
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Feldgleichungen Die Bewegungsgleichung der Feldoperatoren im Heisenbergbild

D (E,t) = () e T (VIL100)
lauten fiir den Hamiltonoperator (VII.99):

ZhatwAH (fa t) = 7[1:[7 Yn (fv t)]
(- Evrv@) e+ ([ il @ 0V @ 2yt a0
(VIL101)

Form einer nichtlinearen Schrodingergleichung wegen V (Z, ') Term.

Beweis der Feldgleichung: Zu bestimmen ist —[H,¥u(Z, t)] = —e'™"/"[H, ¢(&,0)] e=""/". Wir be-
nutzen die verallgemeinerte Kommutatorregel [AB,C| = A[B,C| — [C, A]B = A{B,C} — {C,A}B
je nach Bose/Fermi Fall.

e kinetische Energie:

2 e -
/ ! o[ ) V(@) ()
H,_/H,_/ ——

B C
/f'—f ), V't ()] V(@)
V5@ (& - &)
= h—zﬁ%(f) (VIL.102)
2m

e Potentielle Energie:

A B C
:_/fﬁUWHM@WWﬂH
53 (&' —7T)
U@ (VIL.103)

e 2-Teilchenwechselwirkung:
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Nun ist:
W (@) (@), v(@)] = T (@)W1 (&), (@) — @), 1 (@) L0 (Z")

= @)@ - ) - 69 - Bt (D)

1
)

() [ @ vt@wvE. s p@ue)

— _(/ 32’ P &)V (Z, f’)@(f’)ﬂ(f) da V(z,7") = V(¥ %)
(VIL.104)

VIL.8. Impulsdarstellung

Fiir translationsinvariante Systeme ist die Impulsbasis besonders niitzlich. Wir legen ein Normie-
rungsvolumen im Ortsraum mit den Abmessungen L, Ly, L, zugrunde. Die normierten Impulsei-

genfunktionen lauten dann (l; Wellenzahlvektor):

- 1 .
or(Z) = (T]k) = —=e™* 7 (VIL105)

mit V = L,L,L,
Die Forderung periodischer Randbedingungen (¥ + €, L.) = ¢j(Z) etc. diskretisiert die Wellen-

zahlvektoren k-

k=or (Z—Z %Z %) mit n; € Z (VIL.106)
Orthonormalitétsrelation:
/ &x ol (&)p (8) = 07 1 (VIL107)
i) Kinetische Energie:
e T
T = Z o kaa (VIL.108)
E
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VIL.S. Impulsdarstellung

P+q k—q
___S__
q
P k

Abbildung VII.4.: Feynman-Diagramm zum Impulsaustausch. Der Gesamtimpuls bleibt erhalten!

mit fouriertransormiertem Potential

U(k) ::/dee%E'fU(i’)

1 P
= U==> Uk-F)ala, (VIL.109)

iii) Translationsinvariantes Zweiteilchenpotential: Sei V(#, &) = V(& — &’), dann lautet die Fou-

riertransormierte:
V() ::/deV( 7)e 197
N % e
& V@%:VE;V@MJ (VIL110)
q
Dann Zweiteilchenmatrixelement:
PRGN = g [ [ 7Ty e
_ WZ:/dfix /d3x/67iﬁ“.g‘c‘7zk:' & +ig(Z—x")+ip- F+ik-z’ V(_)
q
1 > 2
:;V§§;vq@5_ﬁ+ﬁ¢;5 peaigV (VIL111)
Somit:
F=1 S abal (o, FIVIp Ragay
7k Bk
1 1~
25 Z V ((j’)aa,a aka«éﬁ qurﬁég, E_@
7k ok
1 ;
:ﬁZﬁWWkE* (VIL112)

Graphische Interpretation: ,,Feynman-Diagramm* (Abbildung VII.4)

Vertauschungsrelationen in der Impulsdarstellung:

Bosonen: lag,ap] = 0= [a]%, alg’}

0z al] = 63 (VIL113)
Fermionen: {ag,ap} =0= {GTE’ a;

faral} =6z (VIL114)
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Fouriertransformation der Dichte Wir wollen den Teilchenzahloperator n(Z) = 41 (Z)i(Z) fourier-
transformieren, um ihn im Impulsraum darzustellen:

g = / Bra(F)e 0T = / Bzt (Z)(Z)e 1T (VIL115)
mit (7) = — e ay, (@) = Lzeﬂﬁ” al,
VT ’ Vg ’
1 L,
= g = V/dsxz:a;r;,aqe’(p p=q)E
7
= Zat aﬁ 4
P PP P—4
P
_ t
=> alas, . (VIL116)
7

Beriicksichtigung des Spins Bisher haben wir die Spinfreiheitsgrade vernachléssigt. Fiir ein System
von N Elektronen mit z-Komponente des Spins o = £1/2 hat man

Feldoperatoren: Y(E) = Yo (T)
wT(f) N 1/)2(5) (VIL.117)

erzeugen (vernichten) ein Elektron am Ort & mit Spin o.
Vertauschungsrelationen:

{vo (@), Vo (&)} = 0= {9](2), 4], (&)}
(VIL.118)
{00 (@), ], (&)} = 05,08 (&, &)
Bzw. in der Impulsdarstellung:
{0,1;'70_, aE’,o"} =0= {CL;% o’ aTE/ J/}
7 (VIL119)
{ag gral, |} =000 8 (K, K)
Weiterhin:  Dichteoperator:
AE) = Y YL@ (@)
o==+1/2
fg=7_af, apigo
7,
Spindichteoperator:
~ N N ~
S@) = 6(F—Ta)Sa
a=1
h WU S
=5 > (@)oo (T) (VIL.120)
(VIL121)

mit & = (01,092, 03) Pauli-Matrizen.
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VIL.9. Anwendung I: Elektronengas (nicht und schwach wechselwirkend)

L7

Abbildung VIL.5.: Fermikugel eines Elektronengases

Verbindung zur Dirac-Gleichung Die Dirac-Gleichung (iv*0,, — m)y(t,Z) = 0 ist als Bewegungs-
gleichung des 4-Komponentigen Feldoperators Q/A}H(t,i") im Heisenbergbild zu verstehen! Das heif3t
(&, t) = Yu(t, @)

Lésung:

~ . dgp m ~ —ipuzt 5t ipuzt
Yu(t,T) = N {bppur(p)e P+ dl v (p)e' "} (VIL122)

Komplexe Amplituden b3, und dg . — Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren.

Interpretation

Aﬁ,,.: Vernichtet Spin-1/2-Teilchen (Elektron) mit Impuls ' und Polarisation r (= Spin im Ruhesys-
tem)

dja’,r: Erzeugt ein Anti-Teilchen (Positron) mit Impuls p und Polarisation (= Spin im Ruhesystem)

Analog: ]} enthilt b und dj,

VIL.9. Anwendung I: Elektronengas (nicht und schwach
wechselwirkend)

Als einfachste Anwendung des Formalismus der ,,Zweiten Quantisierung“ betrachten wir ein System
von N freien Elektronen im Volumen V im Grundzustand:

90) = T Tl

P
|pl<kr

0) (VII.123)

mit der Fermi-Wellenzahl kr (siehe hierzu auch Abbildung VIL.5). Erwartungswert des Teilchenzahl-
operators im Impulsraum:

1 fiir |7 < ke

. (VIL124)
0 fir |p| > kp

N = (dolal  apoldo) = {
Weiterhin:
o Fiir [§] > kr gilt azo]é0) = 0 da azoléo) = (<)Y (TTjg<hp .o ko) a500) = 0

e Fir |p| < kr gilt jedoch ap»|¢0) # 0 — Erzeugung eines Lochs (Abbildung VII.6).
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7|

—

p
Abbildung VIL.6.: Erzeugung eines Lochs in der Fermikugel (dem Grundzustand)

Zusammenhang Gesamtteilchenzahl < Fermiimpuls

N = ana_z Y 1=2V. /(d) (VIL.125)

|P|<kp

(Da y°r f(k) = ZE E3E S f (k) — (2L:)3 [ &3k F(k)) Mit A: Volumenelement im k-Raum: (5P =A

d®p = pPdp dQ /dQ =4r

kr
47 \%4
N =2V dpp® = — ki
~ (2m)3 / PP = 5atF
0
3 2 IV 2
= kp =37 V= 3 n (VIL.126)

mit der Teilchenzahldichte n = %

Teilchendichte im Ortsraum

(n(z)) = Z(aﬁolwl(f)%(f)ww
_ Zzle—m # <¢0\ap ot o190)

-

g p,p <

Zusténde orthogonal
fir ' #p

M

V<¢>o|ap 555 100)

p,o

%Z (Goligoldo) = 7560l Koo}
p,o

E

=N

v

Teilchendichte ist 6rtlich homogen, wie man erwartet!

Angeregter Zustand des Elektronengases (bei erhaltener Gesamtteilchenzahl): Teilchen-Loch-
Paar (Abbildung VII.7

|6) = al |$0) (VIL127)

k20‘2 klo'

mit k1| < |kg|, [k2| > |kel.
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@ -
koo

,, Teilchen-Loch-Paar*

Abbildung VIIL.7.: Angeregter Zustand des Elektronengases, ,, Teilchen-Loch-Paar*

Elektronengas mit Coulomb Wechselwirkung FEinschalten einer Coulomb-Wechselwirkung zwi-
schen den Elektronen:

2V

k.k"\0,0,q

-2
~ thj 1 62 47 t t
H=3 5 0k, + 5y 7 er0 %o O (VIL128)
k,o

Einschub: Fouriertransformation radialsymmetrischer Potentiale

V(@) = o o v;;:/d?’xe—“f'f e 9 (VIL129)

Schwinger-Trick: i dt 5~ Lt 7

=
—

@ =
0\8

oo oo
Da: dtts=le=t® — L /dt’ s=te—t’
v=t.z2 (T?)°
0 0
~—_——
I'(s)
Somit
o0

Quadratische Ergénzung:

s Lo
X X 2tq
o2 72
, o 1G-T g
t2—>t<2— ——)
* . PENYE:
=2 =2 =2
" . s q q w2 4
—ti? — g F— I - = i -
oo ST T
Somit
oo
. =2
V(q) = /dt —‘()‘) (/d?’xe*“f) t5le~ %
S
0 —_—

s (fare)" = (3

_an”? /dtts,%e,g
© /

r
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VII. Nichtrelativistische Vielteilchensysteme

Substitution: § = 'Z—j St= (%) %, dt = —% : %
ar’/? i B g s ( 2)5 3/2
= Vi(q) = T(s) /d882 e 1
0
=I'(3/2—s)
2\ $—3/2
q C2=s) o,
=\{- — II.1

- V(@ ( 1 ) I(s)y " (VIL.130)

Das heifit im Fall des Coulombpotentials (s = 1/2, V() = %):

() 4o’ _Ara
V(]) = T 2 - (VIL131)

Betrachte nun fiir das Elektronengas mit Coulomb-Wechselwirkung (VII1.128) die Wechselwirkung
als Storung. Betrachten zunéchst die Energie des ungestorten Systems Ey im Grundzustand:

h2
= (¢o|Hyin|bo) = Zk 0 (ke — ||)
k:o'

2 1% -
= .9. A3k k0 (kg — |k
R KO
B2 voF f;kF
3
=— 2. — _Ax | dkk* = 7< F)N VIIL.132
2m (2m)3 7r/ 5 ( )
 __
Nebenbemerkung: N = %5 kg
1. Ordnung Stoérungstheorie
2
= (ol Hnrléo) = o5 > = 7 (ola! LS o i L (VIL133)
k g q,0,0"
|g170

mit |¢pg) = (H\E\<kp " aq )|O> Der divergente Term |g] = 0 wird ausgeschnitten. Man kann zeigen,
dass dieser Term sich fur Elektronen in einem Festkorper gegen die Wechselwirkung der Elektronen
mit den positiv geladenen Gitterionen heraushebt (siehe z.B. Schwabl, QM II).

Wegen |G| # 0 liefert (VIL.133) nur dann einen nichtverschwindenden Beitrag fiir den Fall k' = k 4 ¢

und ¢ = ¢’, ansonsten kommt es nicht zur Kompensation der Erzeuger und Vernichter.

e 47 R R
Bi=gy 2. @leoluna((L) 0olie g, 100

k,k',q,0,0 Vertauschen

227r

Z 2 -?9 (ke — |k +q1) - 0 (ke — |K])

711 Spln

_Ame? 1 -

(2m)°
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VII.10. Anwendung II: Schwach wechselwirkendes Bosegas

Integrale:
1 k
Bk ————0(kp — k') = 47k F(—)
/ £ — k[ (ke = k) = dmke P { 32

1+§ und damit

mit F(z) = 3 + 152

762/61:‘/ / d3k ] k%—kQ n ke + k B §62kp
0 (2m)3 2kkp krp — k 4 7
k<kp
3 62]{?}?
= Ei=—- N (VIL.135)
4

VI1.10. Anwendung Il: Schwach wechselwirkendes Bosegas

Wir betrachten nun ein System von N Spin-0-Bosonen unter dem Einfluss einer Zweiteilchenwech-
selwirkung (zum Beispiel kalte Atomgase). Weiterhin gelte i = 1:

_ - T
Z o kak + — Z Vq Fa g%, (VIIL.136)
k Pq

mit [a., aT] o5 Vo= [ d3z e~V (%) und V(%) = V(|Z]). Grundzustand (bei tiefen Temperatu-

-

ren): Bose-Einstein-Kondensation im k& = 0 Zustand:

1

|po) =~ Ny!

(ab) o)

mit Ny ~ N. Das heifit, fiir die Zahl der angeregten Teilchen gilt N — Ny < N. Naherung: Ver-
nachléssigung der Wechselwirkung der angeregten Teilchen untereinander. Wir betrachten lediglich
die Wechselwirkung der angeregten Teilchen mit dem Kondensat! Wir schreiben von nun an 0 = 0.

Insbesondere ag) = ag und Vq*:ﬁ = V.

Entwicklung von H nach der Zahl der a, und a(T):

= Z—aﬁa + 7‘/0%%%% VZ Vo+V; )aoaoa}a,;

—VZ: VE(a]%aianao + aoaoa,ga,,;) + O(a%) (VII.137)
k
mit ZI = Z
k )

Niherung:

a0\¢0> = aO\NO,...) = \/N0|N0 — 1,> >~ \/No‘N07...>
abldo) = ab|No,...) = V/No+1|No +1,...) =~ v/No|No,...)
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VII. Nichtrelativistische Vielteilchensysteme

Da Ny = N > 1. Damit wird a, und aé effektiv zur C-Zahl. Wir setzen

CLOZ\/NO ag = \/NO

und begehen dabei einen Fehler der Ordnung O(1/n).

Der Hamiltonoperator in dieser Naherung sieht wir folgt aus:

! N

2V V 4 ko 2V

~2
- k NZVy N /
H = Z: %alga}z + 200 N (o + VE)aTEa~ + JZ VE(a;%aiE taza o)+ O(a%) (VIL.138)
i i

k

Ny ist aber nicht konstant, sondern die Gesamtteilchenzahl N ist konstant.

/
N = Ny + Z a;%alg = const.

Einsetzen und Vernachléssigung der (’)(a%) Terme:

N2V,

k

-Q

I:I—Zlg—zaTa + +EZ/VaTa +£Z'V (aT
_EQmEE 2V VE EETk 21/’_5 k

A
ROy

) +0(a3)

(VIL.139)

Die durchgefiihrten Nidherungen gehen auf Bogoliubov (1947) zuriick. Sie sind giiltig, falls die Dichte

N

der Teilchen auBerhalb des Kondensats n’ = % klein gegeniiber der Teilchendichte n = 3 ist.
(VIL.139) ist quadratisch in Erzeugern und Vernichtern in dieser Niherung!
Ziel: ,Diagonalisierung®, das heifit Transformation in eine Form

E
mit T
[Oé];:" aﬁ/] = 5[;7]2/
S S I |
[aE,aE/] =0= [0‘,;’0‘,;/]
iiber sogenannte Bogoliubov- Transformation. Ansatz:
a’; = UEO‘E + UEa_E
AT AT .
aE = ukaE + Uka_];

2 _
Uy — UE =1
Umkehrung:
A = Ur @ — v~aT -
E k7E k™ _k
T — u-af — o~
Q= Uplz — Vpa_ -
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VII.10. Anwendung II: Schwach wechselwirkendes Bosegas

Es folgt fiir H:

2V k

=2

. 1 1k

H=_-—"—N?V,+ Z (% + nV,;) [u%a;%a’; + ’U%CYEO% + ugvg(ataig + 0‘,;0‘_,;)}
k

1 I
+ 52 nV; [(u% + v,%) (agoj_g toza o)+ ZuEvg(agaE + aEag)}

Forderung:

=2
k n !
(% + ?”LVE> ugvp + §VE(U% + 'U]%) =0 (VH.143)

D.h. wir haben 2 Gleichungen (VII.142) und (VII.143) fiir die 2 unbekannten u; und vg.
Lésung:

1 1 [k }
2 _ — - .
T T g [Qm v
-2
1 1 [k }
2
2 - _Z A Ve
' 2+2w,;{2m+”k
" B (122>2+n/22v,2
mi wp = o -
Weiterhin ist uzvy = —ZZE Es folgt fiir den Hamiltonoperator:
k
~ N2 1 / EQ / At oA
H =55V — 52 (% +nV; — w,g) + Z wpdla. (VIL.144)
k k
Grundzustandsenergie des Kondensats Anregungsenergieen

der Quasiteilchen

Erzeuger und Vernichter von ,,Quasiteilchen*:

a6tk = o 7,
e Grundzustand:
lgo) :  agldo) =0V (VIL.145)
Nebenbemerkung:
agl¢o) # 0

= Das heifit auch im Grundzustand des Systems befinden sich Teilchen auflerhalb des
Impuls 0 Zustandes.
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VII. Nichtrelativistische Vielteilchensysteme

e Zahl der Teilchen auflerhalb des Kondensats:

(N') = (9|3 dlatglo)
E
= <¢o|zlvlz@_gvlzai,§|¢o>
E
= Z/U%<¢0‘6¢EO¢£|¢Q> = Z/’U%
K E

2

-2
1 1 {k }
- — - Vﬁ
2+2W}2 2m+n k

/

(VIL.146)

e Dispersionsrelation der Quasiteilchen:

\/ "WVOUQ fiir |k| < 1; Phononenanregungen mit Schallgeschwindigkeit ¢ = \/
w]; = .2 .
g—m +nVg  fiir |k| > 1; Teilchen mit mittlerem Potential nV;

o Einfacher Spezialfall fiir das Vz: Kontaktpotential

V(@) = (@) = | V= (VIL.147)

mit einer Kopplungskonstante A\. Wir wollen einige Figenschaften des Systems in diesem Spe-
zialfall berechnen:

— Energiemoden:

PEAN e

Integration liefert:

, N (m/\n)?'/2

n_W_ 372

Das heifit solange A < 1 ist, gilt n’ < n und unsere Niherung ist selbstkonsistent.
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