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2.5 Magnetmoment

Klassische Definition des Magnetmoments durch die Energie des Systems:
dEl = —mdB

(folgt auch aus m =% [ dr [r x j(r)] und aus den Maxwell-Gl'en). Da in Quan-

tenmechanik E = (1| H [¢)), kann man einen Operator des Magnetmoments
einfiihren: X
fi=—VgH.

In der QM gilt fiir den Hamiltonian eines Atoms (z.B. in Hartree-Fock Néhe-
rung)

ﬁzgm:giﬁmrﬂmW+wm

(V(r;)- selbstkonsistentes Potential). In Ortsdarstellung gilt unter Coulomb-
Eichung divA = 0 fiir den Einteilchen-Hamiltonian
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Da in diesem Fall

gilt
A?(r) = i(B x r)?

(in Polarkoordinaten A(r) = {B?r?sin®6) und

A~

.1 .1 . 1
A(r;))p = 5 (Bxr)p :§B (rxp)= §BL

(priifen komponentenweise, keine Kommutatoren, da p; und z; nie in einem
Produkt zusammen vorkommen), so gilt es:



1. Glied: permanentes Moment (verantwortlich fiir Para-, bzw. Ferromagne-
tism, groBwenn nicht L = 0), 2. Glied - induziertes Moment, kleine nichtli-
neare Effekt. Fiir das Gesamtatom L =), L; und i =), fi;. Vernachléssi-
gen wir zundchst das diamagnetisches Glied, so hebt in der 1. Ordnung das
permanente Moment die Entartung in Magnetquantenzahl m auf: Fiir ein
Teilchen im Zentralfeld
Hn,l,m) = Epim|n,1,m)
mit
En,l,m = Eﬁ?l) + ,U/BBm

wobel

eh {9.27-10—24 A - m?
/’LB: =

0.579-107% eV/T
ist das Bohrsches Magneton, m—Elektronenmasse.
Fiir Bahndrehimpuls gilt

2m

A € e KB 2
_ _ " f1=_FB
pL 2m h
Fiir den Spin besteht ein dhnlicher Zusammenhang,
~ Ms
s — ——/8S
h

mit pus = gup, g ist der Landé-Faktor; fiir das Elektron ist g ~ 2. Insgesamt
gilt also fiir das Elektron
o= L (L4 28)
u 5 +25).
Da § in dem 2-dimensionalen Raum der Spinvektoren wirkt, kann man auf die
Idee kommen, die Gesamtenergie als Summe der "normalen” Bahn-Hamiltonian,
und entsprechendem Spin-Hamiltonian /i,B
2 L. 2 2 BB,
o (B A+ V)| 4220
zu formulieren, wirkend auf die 2-dimensionale WF. Diese Gl. wurde von
PAULI 1927 postuliert (um die Experimente, bei denen die Spineigenschaften
des Elektrons in nichtrelativistischem Limes wichtig sind, zu beschreiben):

L0 [ (a,t) 1, 2 ; Ur(z,)

= ’ — [ = (p: — eA(r: V)T B ’
ih ( by (2 ) 5 (i —eA(r;))” +V(r;) ) I + ppo ()
mit o = (04, 0y,0,). Diese Gl. werden wir in Folgendem aus relativistischen
DIRAC-Gleichung (1928) herleiten.



2.6 Die Dirac-Gleichung

Die nichtrelativistische QM in Ortsdarstellung wurde entlang folgender Lini-
en gebaut: man fangt mit dem Energiesatz an,

2
= 1y

2m

und " quantisiert”

0
E — ihE
p — —ihV.
Fiir das freien Teilchen in relativistischen Fall ist der Energiesatz quadratisch
E? = 2p® + m2c,
Bemerkung: typische Schreibeweise

a 2 2
P Pa=mC

mit
b = —, VM Uy, ’Ymvya YU,
C

kontravariante 4-Vektor, p,— kovariante 4-Vektor

E
Do = (—, —YMUz, —YMUy, —’ymvz>
c

mit
1

7 V1—v2/c

Kontravariante 4-Gradient
N 0 10
O =g = (za’ —V)
P — iho®

o — 1070, = w20 =12 (A L0
P*Pa o = h0= ao0 )
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Einfachste Relativistische Quantengl. — Klein-Gordon-Gl.

1 02 m2?

Nicht sonderlich beliebt, da 2. Ordnung in der Zeit: am Anfang haben wir
gefordert, dass die giiltige QM Gleichungen (wie Schrédinger-Gl.) 1. Ordnung
in der Zeit sein mussen. = " FKine Hélfte Wellengleichung”: vom

E* - *p* —m?ct =0 (1)

Zum
(E - CZ a;p; — ﬁm02> (E + CZ a;p; + ﬁm02> =0. (2)
i J

(komponentenweise geschrieben), wobei a; und  so gewihlt sind, dass die
GlL.(2) der GI1.(1) dquivalent ist. Daher

Z O;05DiP; = Zp?, ZaipzﬂmCQ =0, 6% =1.
4,J i j

Wenn «o; und ( Zahlen gewesen wiéren, kénnten diese Bedingungen nicht
erfiillt werden. Dirac hat angenommen, dass «; und § Matrizen sind. Dabei

[Cki, Oéj]+ OéiCtj + ozjai = 25,”1
i, B, = a@if+Ba;=0
2 = I

Aus der 1. Gleichung a; ' = «;, aus der letzten Gl. 37! = 3. Wenn man
das spéitere H in der ”héalfte” Hermitesch haben will, muss man «; und [
Hermitesch nehmen: o = o;, 37 = 3 = «; und 3 sind unitér. Aus mittlerer

Gleichung, mit a; multipliziert ozl-_lﬁozi =—0=
Sp(a; ' Ba;) = SpB = —Spf = 0.

Betrachten wir eine Darstellung, in der 3 diagonal ist. Da Spg = 0 und
(3?2 = I, stehen auf der Diagonale von 3 die Zahlen +1 und —1 in gleicher
Anzahl = «; und ( sind die Matrizen gerader Ordnung. Die Komponenten
von /3 kénnen so numeriert werden, dass

(o %)
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(besteht aus 0-Matrizen und Eineitsmatrizen). Daher, wenn man fiir o; den

Ansatz macht
o = ( P Qi )
r, S;

aiﬁ+ﬁai=2(gi 0‘):0

(2

bekommt man

mit p; =s; = 0 = q; sind spurlos. Aus Hermitizitét

()= (e )

bekommt man q; = r;", so dass es nur eine Matrix, nimlich q; zur vollstéindi-
gen Beschreibung notig ist. Aus [oy, 5], = 26;1 bekommt man qiq; +
qrq; = 20 Fiir i = k q,q] + q;q = 21, q;,q; =1 = q; unitér.

Eigentlich kennen wir schon einen Satz solcher Matrizen: das sind die
Pauli-Matrizen:

2 _
o; =1

und
[O'i, O'j] = O

fiir ¢ # 7. = Wir haben schon ein Modell

(05) (E%) e

Dieses Modell ist minimal:

Fiir ¢ # k gilt qiqf = —qxrq;”. Multiplizieren wir alle drei Gl'en mitei-
nender, so erhalten wir q;q3 9293 q3q] = —q29; q3q; q1q3 . Nehmen wir die
Determinante und bekommen

det(q1q3 9297 q3q]) = det(q192q3q; 95 q7)
det(—q2q; 9393 9197 )
= (-DY(q1q2q397 a5 q3)

wobei N die Dimension von Matrix q; = ist N — gerade, o; und (8 haben
Rang 4K, wir nehmen K = 1.
Notation: Ab hier benutzen wir die Notation o = e, + ey, + €. a..



Die Darstellung GI.(3) heisst Standarddarstellung. Man hat:
H = cap + mc?f

wirkend auf die 4-komponentige Wellenfunktionen. Die zeitabhéngige Dirac-
GI. ist dann

0
’Lh@’@/} = (—ihcaV + mc26) Y
(i.e. ist eine Schrodonger-Gl.). Die stationdre Dirac-Gl. lautet daher
Hy = Ey
oder
mc? 0 —ihc —ihe(Z — ia%) s
0 mc? —ihc(% + @'8%) ihc% s
—ihc —ihe(Z — i%) —mc? 0 V3
—ihe(Z + ia%) ihc 0 —mc? (oA

2.6.1 Stationire Losung der Dirac-Gl.: Freies Teilchen

Betrachten wir die Losung mit einem vorgegebenen p-Wert, p = (py, py, pz).
Die Lsg. existiert falls

mce*—E 0 cp- c(pe — ipy)
2 _ ; _
det 0 mc E C(p33 —Qi_ Zpy) CP- — 0
cp. c(py —ipy) —mc*—E 0
c(px +ipy) cp. 0 —mc® — F

Die Determinante ist gleich null falls
2\2 2 2 2]%
(mc ) —FE +cp?| =0
= Energiewerte
2p2 + m2ch

mit A = 41 oder —1 (die erste Lsg. werden wir als positive (elektronische)
Lsg., die zweite als negative (positronische) Lsg. bezeichnen).
Schreiben wir die 4-komponentige WF' als 2 zweikomponentigen:

o=(w) =)
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Unter des Benutzung der Standarddarstellung von Matrizen a; und [ be-
kommt man

E¢ = copx+mco
Ex = copo—mcy.

Die Wellenfunktionen mit einem vorgegebenen Impulswert p geniigen daher
dem Gleichungssystem

(mc> = E) ¢+ copy = 0
copop — (m02 + E) x = 0.

Eine der WF kann immer durch die zweite ausgedriickt werden, z.B.

cop

~ e + E¢'

X

Aus 4 Komponenten der WF konnen nur 2 unabhéngig gewihlt werden. Sei

o (2 ) o (2)

mit Konstanten a;, ay. Dann ist
= TP (9 (ZE>
X = mc2+ E \ a P h

_ c P21 + (pe — ipy)as exp (ZE>
me2 + E \ (pz + ipy)ar + p.as h/°

In einem Bezugssystem, wo die Bewegung nichtrelativistisch ist gilt
E = \mc® +¢)

(¢ - nichtrelativistischer Energiewert, i.e. kinetische Energie p?/2m) und es
ist

cp b
X me? + E¢ 2m02¢ <¢
fiir A =1 und 9
cp mc
~ ~N —— >>
X mec? + E(b ¢

In nichtrelativistischen Fall sind zwei aus vier Komponenten der WF immer
klein.



2.6.2 Drehungen
Multiplizieren wir die beide Seiten der Dirac-Gl x (/¢

ih 0 .

Betrachten wir die rdumliche Drehung des Koordinatensystems. Benutzen
wir die Darstellung, bei der v = const und die Vektoroperatoren sich als
Vektoren verhalten. mc ist ein Skalar = fSap ist ein Skalar, und S« ist ein
Vektor. Unter Rotationen

p'=U"pU

mit U = exp (—%f)qu) Daher: ist ein Operator S zu finden, so dass

e Bae™™® = Bay cosd+ Passin ¢
ei2¢ﬁa2€*i2¢ = —faqsin¢ + Bas cos ¢
e Baze™™? = PBag

(3 ist der gesuchte Erzeugende infinitesimaler Drehungen um die z-Achse).
Wie iiblich betrachten wir infinitesimale Drehung um d¢ und benutzen die
expliziten Formen von «;, so dass

. 0 g1 . 0 09 . 0 03
/8&1_<_01 0 >7 Ba2_(-0’2 0 )7 ﬁa?)_(_o_g O )7
und bekommen: .

~ 1 g3 0 Sz
Y= —= =——.
2 < 0 o3 ) h

Die Operatoren S‘Z und f/z wirken in verschiedenen Rdumen und kommutieren
daher. Das gibt uns den gesamten Operator der Drehung

& . ZA—Jz S’z

und der dhnliche Operatoren fiir Drehungen um die anderen Achsen. Man
iiberzeige sich durch explizite Rechnung, dass V; kommutiert mit H. =

I

ViBHV =8H = 3VTHV.
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D.h. im Falle freier Bewegung ist
J=L+S

ein Bewegungsintegral, S ist ein Spinoperator. Betrachten wir die Projektion

von S auf p:
cn (oD O .
Sp—(o a'f))_ph

mit o = e o0, + €,0, + €,0, (p wird als Betrag des Impulses betrachtet, fiir
freie Bewegung bleibt das konstant). Da

o 0 O'f) 2 I 0

kommutiert dieses mit H. Daher [ﬁ, H ] — 0 = hist ein Bewegungsintegral,
und kann 2 Werte annehmen,

h=ty
Hilfsmittel: die Identitét
<0'A> (UB) —AB+io (A X B) (4)

(komponentenweise priifen!).
Bemerkung: Die 3 Matrizen

0100
Sw_sl_i(o 01)_5 0001
0010

0 —i 00

hi(aoy 0 Al i 0 00
Sy_SZ_E(o ag)_i 00 0 —i
0 i 0

1 00

hiaog 0 Ao —-100

% = 5 5(0 03)5 00 10
00 0 —1

sind tatséchlich die 3 Komponenten des Drehimpulses: Es gilt
[Si, Sj] = zhswkSk



2.6.3 Kovariante Form der Dirac-Gl.

Der metrische Tensor ist

(d.h.

10 0 O

o -10 o
9=loo —-10 |

o0 0 -1
der Regel fiir Indexmanipulation z, = g,a”, «* = ¢"z,). * = (ct,1),
Pt = ih%. Fiihren wir die Dirac-Matrizen ' (mit i = 0, 1,2, 3) ein, mit

" =B

’Yk = Do.

Diese Matrizen haben die folgenden Eigenschaften:
VY A = 291
Die Indexmanipulation erfolgt wie iiblich:
7 =9"n.
Die Dirac-Gl. lautet dann:
(v*pu — me) b = 0.
Bemerkung: Oft fithrt man zu den 4 Dirac-Matrizen noch

5 - 0.1.2 3 2
= —1y =

und der Einheitsmatrix v* = I, hinzu.

2.7 Zuriick zur Pauli-Gleichung.

Betrachten wir die Dirac-Gl. in &uflerem EM-Feld. Die relativistische Lagrange-

Fkt. im Feld lautet
2
E:—mCQ\/1—U—2+eAV—e<I>
c
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(Gauss-System, in MKS eAv). Der Impuls ist daher

po = pg+e<1>/c
p = V,L=p/ +eA.

(p’ - die Impulskomponenten eines freien Teilchens). Die Dirac-Gl. lautet
daher

V" (pu — €A,) —mc|y = 0.
Betrachten wir nun den nicht-relativistisches Limes dieser Dirac-Gleichung,

und konzentrieren uns auf die Ls’gen mit scharfen Energiewerten. Zerlegen
wir die 4-komponentigen v in 2 zweikomponentigen Funktionen:

(E—e®—mc®)¢ = co(p—eA)x
(E—e<I>+m02)X = co(p—-ecA)o.

Betrachten wir nur schwache Felder: E — e® — mc? < mc? und nur die
positive (elektronische) Losung. Unter Einfiihrung der nichtrelativistischen
Energie ¢ = F — mc? bekommen wir

ep = co(p—eA)x+edo
ca(f)—eA)gZS
E—ed+me?"

X

Da ¢ < mc? und e® < mc? sind, bekommen wir in der niedrigsten Ordnung
fiir x:
1
~ —o(p—e€A)o.
(=~ g cA)s
Einsetzen in die Gl. fiir ¢ ergibt:

co= 5[0 (b~ cA)lo (b~ cA)] 6+ @0

Benutzen wir die Identitét (4) so bekommen wir

10

o= 5 (b cA) o+ 3 (D= cA) x (b~ eA) &+ e

Das Vektorprodukt zweier gleicher Operatoren verschwindet nicht, weil die
Impulse mit den Funktionen der Koordinaten nicht kommutieren! Schreiben

11



wir das Vektorprodukt komponentenweise aus und benutzen wir die Identitét
[pi, f(r)] = —ih%f(r), so bekommen wir

h h
iog[(p—eA)x (p—eA)] = —;—marotA =— 2€—ma'B.

So erhalten wir die stationare Pauli-Gl.
1 h
ep = {— (P —eA)” — e—O'B:| o+ edo.
2m 2m

Das ist die stationédre Pauli-Gleichung; der Pauli-Hamiltonian stellt eine 2 x 2-

Matrix dar: . 5
T (5 eA)? _en
H, = [Qm (b —eA)” + e@] I, 2m0’B

Bemerkung: Uberall ist die negative Elektronenladung als e bezeichent,
e =—1.602...-1071°C.
Es ist ein Hamilton-Operator des Teilchens mit der Masse m, Ladung e
und magnetischen Moment
eh KB

—2—8 = —upo.

M= om? T T

Fazit:

e Spin s = (h/2) o existiert als fundamentale relativistische Eigenschaft
der Elektrons. s ist ein Drehimpuls.

e Mit dem Spin ist ein magnetischen Moment verbunden, s = uss, das
sich im Hamiltonian linear an B koppelt.

e Der Landé-Faktor g des Elektrons, us = —g (up/h) ist exact gleich
zZwel.

2.8 Relativistische Effekten in einem Atom

Bei der Herleitung von Pauli-Gl. haben wir alle relativistischen Korrekturen
(von der GréSenordnung (E — e®)/mc?) vernachlissigt. Pauli-Gl. beinhaltet
daher keine relativistische Effekten (ausser der blofilen Existenz des Spins).
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Die relativistischen Korrekturen sind allerdings spektroskopisch bemerkbar.
Sei A =0, e® = U(r). Dann:

(e—-U(r)¢ = copx
(e4+mc®—U(r))x = copo.

Beriicksichtigen wir nun die néchsten Glieder der Entwicklung von :

e—U(r)] op
~ |1-— .
X { 2mc? } 2mc¢
Fiir die Funktion ¢ bekommen wir dann
1 . e=U(r)] .
_ - 1—
e~ U)o = 5oop |1 500 oo

Es ist moglich, diese Gleichung zu vereinfachen: Man verifiziere zunéchst die
Kommutationsbeziehung

(oD, fop] = —ih(ogradf)(op)
(komponentenweise, mit der Hilfe von [p;, f(r)] = _iha%i f(r)), schreibe
opf(r)op = [(ob)’ +[ob, f(r)op]

= fp — ih(ogradf(r))(oD)
= fp°—ih(Vf(r) - p+io[Vf(r)xp]).

In der letzten Zeile benutzen wir wieder unsere Lieblingidentitéit Gl.(4) !
Die Gleichung fiir ¢ nimmt jetzt folgende Gestalt an:

o[- ;mii”] i
ﬁ ih
+U(r)o t e [(VU) pl¢ — W(VU)P¢-

In dem 1. Glied auf der rechten Seite der Gl. kann man mit guter Genauigkeit

annehmen
]52
e—Ulr) ~ —.
(r) ~ o~

'Nolting fingt hier mit dem symmetrisierten Ausdruck an, was zunichst unmoti-
viert scheinen kann. Wir bekommen am Ende ein nicht-hermite’sches Glied und werden
nachtréglich symmetrisieren miissen.
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Schliefllich bekommt man:
H = Hy+ H, + Hy + H;,
mit
9

Hy = 2p—m+U(r)

(nichtrelativistischer ” Grundhamiltonian” )

A4
2 p
H,=—
! 8m3c?
ist die relativistische Korrektur zur kinetischen Energie
~ ho
Hy = ——|(VU) %
2 Am2c [( ) p] )

was die Spin-Bahn- Wechselwirkung beschreibt. Diese kénnen wir interpretie-
ren als Wechselwirkung zwischen dem bewegenden Magnetmoment und dem
elektrischen Feld. Das letzte Glied ist

hZ
T 4m2e2
Mit diesem Glied haben wir ein Problem, da dieser Operator nicht Hermitesch
ist

Hy (VU)V.

. . B2
Hf = —Hjz+ WAU'
(bei Nolting taucht dieses Problem nicht auf, da er vorher symmetrisiert,
allerdings bleibt dann unklar, wozu man iiberhaupt symmetrisieren muss).
Wir ersetzen Operator durch seinen hermite’schen Teil:
N h?
Hs = 8m?2c?
Dieses 3. Korrekturglied (DARWIN-Term, oder Kontaktwechselwirkung) hat
keine klassiche Interpratation.
In einem kugelsymmetrischen Potential wirken H; und H; nur auf die ra-
dialen Teile der WF. Den Operator H, kann man folgendermassen schreiben:

i, L<1d—U) (L.-3).

2m2c2 \ r dr

AU.

Jetzt sind der Banddrehimpuls L und Spin § nicht mehr mit dem Hamiltonian
vertauschbar, ihre Summe J = L + § aber doch: Der Gesamtdrehimpuls ist
ein Bewegungsintegral.
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2.8.1 Relativistische Korrekturen fiir wasserstoffihnliche Ionen

Betrachten wir die relativistischen Korrekturen zu Energieniveaus wasser-
stoffihnlicher Ionen. Am besten benutzen wir die Atomeinheiten der Energie,
Lénge und Zeit.
Die Léngeneinheit (wir benutzten das Gauflsystem, da in diesen Ein-
heiten sehen die Naturkonstanten etwas fundamentaler!)
ﬁZ

ag = — = 0.520 - 10~%cm
me

ist das Bohr’sche Radius, die Zeiteiheit ist

h3

to = — = 0.242-107'%
me
und die Energieeinheit ist
4
me
2Ry = F,
i,e. die doppelte Rydbergzahl. In iiblichen Einheiten ist
degh? (47eg)?R? me*
o me? ’ 0 met . Y (47eg)?h?

Die Energieniveaus der Ionen sind dann

ZZ

E,=—2.
2n3

Die charakteristische Geschwindigkeit in einem Atom ist daher

Qo e

Vo = .
" %%  h

Fiir die Groenordnung der relativistischen Korrekturen ist vor allem der

Wert von

Vo (&
o= — = —

c  he
charakteristich (die Feinstrukturkonstante, eine Naturkonstante!) mit



Die Korrekturen sind alle von der GréBenordnung von o?, da sie von der
Richtung der Geschwindigkeit unabhéngig sind. Die Feinstrukturkonstante
a charakterisert auch die Starke der WW in der Quantenelektrodynamik. In

ublichen Einheiten

62

a= .
dreghc
Die relativistischen Korrekturen sind klein, es reicht die 1. Ordnung der
Storungstheorie. In diesen Einheiten ist

. a? | A a2, 1dU .~ o
Vi=—gp', Va=—gle o Vy=
Das Ausrechnen der Korrekturen von Vl und Vg ist ganz einfach, da diese
Operatoren nur auf die radialen Anteil der WF einwirken. In einem Coulomb-
Feld

2
~ 7
Vs = %4#5 (r);
ist daher die Korrektur 2 71
o
AFEs = )
3 o3 0

(da nur s-Zusténde die nichtverschwindende Elektronendichte am Kern ha-
ben). Der Operator V; kann folgendermassen umgeschrieben werden:

2 2
‘flz_a—(E—f—g) .
2 r

o?
2

Die Ausdriicke fiir die entsprechenden Mittelwerte wurden in QM1 (Vorle-
sung iiber das Atom) angegeben:

IN 2
Bt
2) T Basie);

272
AElz—a Z i— 1 .
2n? \4n 1+1/2

Dabher:

ABy = =% (B2 +22E,r T+ 2%72).

so dass

16



Das Ausrechnen des Betrags der Spin-Orbitalen WW ist etwas miithsamer.
In 0. Néherung héngt die Energie nicht vom Spin ab. Daher nimmt man als
AusgangsWF das VONS der Operatoren J?, J, und L?. Es gilt:

so dass

und
E, — aZZ ,,13 .(.—f‘l)—l(l—l—l)—% (l;é())

Unter Benutzung der KRAMERS-Relation (Vorlesung aus QM1 7 Atom”) be-
kommt man

<%> ~ I+ 1Z/32)(l 1)

a?Zj(j+1) —1(1+1) —3/4
AEQ ==
4n3 {1+ 1/2)(1+1)
fir 1 #0. Da j =1+ 1/2 (fir [ = 0) bekommt man fiir [ # 0

und

AE, — yr e U =1+1/2)
2= o2z 1 _
(I=1-1/2)

T an® (141/2)1

Die Summe von 2 ersten Korrekturen AE; + AFE, nimmt bei jedem [ und j
die folgende Form an (I # 0)

a?Z [ 1 3
AE, + AE, = — -2,
Prak =TS (j +1/2 4n) (5)

Fiir [ = 0 ist AFE; = 0 daher AE3 # 0, die Berechnung zeigt, dass die G1.(5)
auch in diesem Fall giiltig. ist Die Gl.(5) beschreibt die feine Struktur des
Atomspektren und wurde zuerst von Sommerfeld in Rahmen der ” Alteren”
Quantentheorie berechnet. Die relativistischen Korrekturen fithren zu einer
teilweisen Aufhebung der Entartung: Die Energien hédngen nicht nur von
n sondern auch von j ab. Jedes solches Niveau ist zweifach entartet, j =
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[ +1/2. Diese Entartung ist nicht die Folge der Ndherungen (und wird nicht
in hoheren Ordungen aufgehoben)?.

Die 2. Ordnung Stérungstheorie wird die Korrekturen von der Groflenord-
nung v*/c* (das heisst a*) geben. Die sind physikalisch unhaltbar, da unsere
Lagrange-Fkt. nur bis zur Ordnung v?/c? stimmt: in der Ordnung v3/c® muss
man schon die Strahlung (WW mit Photonenfeld) beriicksichtigen!

2.8.2 Die Hyperfeinstruktur

Die Pauli-Gl. beschreibt zwar nicht die Feinstruktur der Atomniveaus, aber
ihre Hyperfeinstruktur. Die entsteht in Atomen mit nichtverschwindendem
magnetischen Moment des Kerns. Der WW-Operator ist daher (1. Ordnung
in A)

~ 1
Das Kern wird als klassisches Punktformiges Magnetmoment p aufgefasst,
so dass im Gaufsystem

A:—[uxvl}
,

und
3(ru)r  p

B = .
ro r3

(In iiblichen Einheiten X fi9/4m multiplizieren!). Insgesamt bekommen wir:

A pso(r) — st 3lur)(r) _ L

V = UB
r3 7 r3

Die Berechnung der Mittelwerte erfolgt wie in vorherigen Beispiel den relati-
vistischen Korrekturen. Bei dem Ausrechnen der Korrekturen in 1. Ordnung
der Storungstheorie muss man bedenken, dass in s-Zusténden (I = 0) die Mit-
telwerte von =2 und r=° divergieren. Dabei ist aber der Mittelwert des letz-
ten Stérungsoperators 0, und die 2 anderen summieren sich zu —(pV)(8V)+.

2Es existiert némlich ein zusitzliches Bewegungsintegral, das mit J nicht kommutiert,
das Analog von Runge-Lenz-Vektor

~ 2r o Gh an N
R= 2S—|—Zf(SL +1)7%° (H - ch’yo) .
T me
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Die Integrale vereinfachen dann stark, wenn man zuerst iiber die Winkelva-
riablen integriert: Nach der Mittlung iiber die relative Orientierung von p
und § geht dieser Operator in §(u8)Al/r = $(u8)4nd(r) iiber. Das Kernmo-
ment ist mit dem Kernspin i verbunden: m = N, iy — das Kernmagneton.

Insgesamt ist fiir s-Zustand eines Wasserstoffatoms (wichtigste Anwen-
dung!)

Die Eigenwerte von §i lassen sich wie vorher ausrechnen und sind: f (f +
1) —i(i+1) —s(s+ 1), wobei f der Gesamtdrehimpuls des Atoms ist, f =
i +£1/2. Das 1s Niveau von H spaltet sich in 2 Niveaus mit dem Abstand
AE =2pupuyag® (5.9-107° eV, Wellenldnge 21 cm).

2.9 Noch eine Anwendung der Pauli-Gl.: Der Stern-
Gerlach-Versuch

Betrachten wir die Bewegung eines geladenen Teilchens mit Spin im inhomo-
genen Magnetfeld. In einem Stern-Gerlach-Versuch kann dieses inhomogenes
Feld durch

B, =kx, By,=0, B,=DBy—kz

formuliert werden (y-Achse parallel zur Richtung der Teilchenbewegung).
Wir betrachten Teilchen mit Magnetmoment g und Spin 1/2 (Neutronen,
und unter Einschrénkung, Wasserstofatome (noch besser Deuteriumatome
mit Kernspin 0)). Wir geben hier nur die qualitative Beschreibung und ein-
fache Abschédtzungen. Das Wellenpaket, das unser Teilchen beschreibt wird
bei ¢ = 0 durch die Mittelwerte £ = y = z = 0 charakterisiert, die mitt-
lere Geschwindigkeiten (d.h. die Komponenten von ©; = #; ~ p;/m sind
Uy, = v, = 0, ¥, = v. Diese Geschwindigkeit entspricht solchen der Wérme-
bewegung, v ~ 10%m/s. Die Verbreiterung (Zerfliessen) des Wellenpakets
wéahrend des Teilchenfliigs durch das Magnet wird vernachléssigt. Die Ab-
messungen des Pakets sind klein verglichen mit dem Abstand zwischen der
Polen des Magnets.
Die zeitabhéngige Pauli-Gl. lautet:

N 01 10 W
mg () == () o {000 ) 2er (0 20 2 ().
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oder, komponentenweise,

o h?
iy = —g Db+ piskzis + ps(Bo — k2)y
2

o h
ihpy = —%A@DQ + pskxy + ps(Bo — kz)s.

Wir suchen nach der Lsg. des Systems in Form

di(r) = wi(r)exp (-z“sBOt),

h
s B
o(r) = wua(r)exp (z'uh 0t>
und erhalten fiir u;(r) und us(r) die Gl'en
h? sB
thi, = ——Auy + puskxrusexp 22’” 04) — sk zuy
2m h
h? sB
thiy = ——Aug + puskruy exp —2@‘“ O ) + sk zus.
2m h
Exponentielle Fkt. in den rechten Teilen der Gl’en oszillieren mit der Periode
T =27 i
,USBO

(fiir die Magnetfelder in Stern-Gerlach Versuch ist T' ~ 1071%). T ist klein
verglichen mit der Fliigzeit durchs Magnet 7 = L/v ~ 107°s. Man kann
deswegen iiber die Oszillationen wiahrend der Fliigzeit mitteln und diese ver-
gessen. Daher:

— h2
zhul = ——Aﬂl — [,Lsk’Zﬂl

2m

_ h2
ZhUQ = ——Aﬂg + HSkZEQ.

2m

Jeder von diesen Gl’en hat eine Form von nichtstationdren SGI. fiir ein Teil-
chen in einem homogenen Kraftfeld, das von der Spinrichtung (1 oder |)
abhéngt. Da die Evolution der Mittelwerte der Koordinate z (durch En-
RENFEST-Gleichungen beschrieben) der klassischen Hamilton’schen Evoluti-
on ahnelt, kann man sagen, dass die Mittelwerte von z anwachsen werden
fiir T-Komponente, und abfallen fiir die |-Komponente.
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