1 Einleitung

Thermodynamik:

o Alte, klassische Disziplin der theoretischen Physik, jedoch kein Teil
der Klassischen Physik. Sie trifft auf alle physikalischen Systeme zu,
vorausgesetzt dass sie gro und komplex genug sind.

e Thermodynamik wird phédnomenologisch (~axiomatisch) aufgebaut. Die
Axiome ("Hauptsétze”) beruhen auf experimentellen Erkenntnissen.

e Aus der Thermodynamik stammen solche wichtigen Begriffe wie: Physi-
kalisches System, Physikalische Grofle, Zustand, Prozess, Energie, Entro-
pie. Das Wort ”Modell” wird aber kaum zu treffen.

Untersucht werden Systeme mit sehr vielen mikroskopischen Freiheitsgraden;
man interessiert sich fiir makroskopische Beschreibung durch wenige relevante
GroBen kollektiver Natur (Zustandsgrofien).

Klassifikation thermodynamischer Systeme:
e Isolierte Systeme: — keine Wechselwirkung (WW) mit der Umgebung

e Abgeschlossene Systeme: — kein Teilchenaustausch mit der Umge-
bung

e Offene Systeme.

2 Die Hauptsitze der Thermodynamik

2.1 Zustandsfunktionen und 0. Hauptsatz.

Erfahrungstatsache: Jedes von der Umgebung isolierte System geht nach hin-
reichend langer Zeit in einen Zustand iiber, den es spontan nicht mehr verlésst
(Gleichgewichtszustand, GG). Dieser Zustand wird durch wenige Zustands-
variablen beschrieben.



Thermodynamiches Gleichgewicht zweier Systeme.

Zwei Systeme und werden in Kontakt gebracht: . Das Gesamt-
system geht ins Gleichgewicht iiber. Dieses Gleichgewicht wird nicht
zerstort wenn der Kontakt fiir einige Zeit aufgehoben und dann wieder her-
gestellt wird:

(AlB] —[A][B] —[A[B]..

(d.h. nach dem Kontakt keine Anderungen der Zustandsvariablen festzustel-
len sind).

Wenn nach dem Kontakt zweier vorher isolierter Systeme A und B keine
Zustandsédnderungen stattfinden, dann waren (und sind) diese Systeme im
Thermodynamischen Gleichgewicht miteinander. Die Zustandsvariablen (od.
Zustandsfunktionen) sind die Messgrofien, die fiir jedes thermodynamische
Gleichgewicht eindeutig definierten Wert haben.

0. Hauptsatz: Zwei Systeme die sich in thermodynamischen Gleichgewicht
mit einem dritten System befinden, sind auch untereinander in thermodyna-
mischen Gleichgewicht.

Es existiert eine skalare Grofle, die bei Systemen im TD GG gleich ist:
die Temperatur 7. Im GG von A und B ist Ty = Tp.
Bemerkung: 7' ist eine nichtmechanische Grofle.

Intensive und Extensive Groflen. A und B waren im Gleichgewicht und
werden ausser Kontakt gebracht. Nun sind A und B isoliert:

[A[B] —[A][B]

Nach der Trennung bleiben A und B im Gleichgewicht. Das Gleichgewicht
eines homogenen Systems ist seine interne Eigenschaft, und héngt nicht von
der Grofle des Systems ab. Er ist durch Zustandsfunktionen definiert, die
nicht von der Systemgrofie abhéngig sind: dies sind die intensiven Groflen.
Beispiele: Temperatur 7', Druck p.

Die Groflen, deren Werte proportional zur Masse oder Volumen des Sys-
tems sind, sind eztensiv. Beispiele: Volumen, V' = )" V;, Masse M = . M,,
Energie £ =), E;.

Bemerkung: Jeder Quotient zweier extensiven Grofien ist intensiv, so z.B. die

Dichte p = M/V.



Man unterscheidet auch zwichen von aussen festgelegten externen Grofien
(Parameter) und internen Grossen, die ihre Werte als Antwort auf die Para-
meter(énderungen) einstellen.

Man betrachtet oft Situationen, bei denen ein kleineres System (ferner
als System bezeichnet) sich im Kontakt und im Gleichgewicht mit einem
viel grofieren System (Bad, d.h. Wéarmebad, Teilchenbad) befindet. Das Bad
bleibt in einem vorgegebenen Gleichgewichtszustand unabhéngig von den
Zustandsénderungen des Systems. Das Gesamtsystem (System + Bad, das
“Komposit”) ist als isoliert anzusehen.

0 Arbeit
Wirme

Stoff

—

Ein in physikalischer und chemischer Hinsicht homogener Bereich eines
thermodynamischen Systems wird Phase gennant. Innerhalb einer Phase
héngen die intensiven Zustandsvariablen nicht vom Ort ab. Verschiedene
Phasen sind voneinander durch Grenzflichen getrennt.

2.2 Prozesse und Zustandsinderungen

Die Thermodynamik betrachtet nur die Anderungen, in deren Anfangs- und
Endzusténden thermodynamische Zustédnde sind, d.h. entweder die Gleichge-
wichtszusténde des ganzen Systems, oder wenigstens Gesamtzusténde eines
Systems bestehend aus mehreren Subsystemen, von deren jedes Subsystem
in seinem Gleichgewichtszustand ist (die Subsysteme miissen jedoch nicht
unbedingt miteinander im Gleichgewicht sein).



Die Zwischenzustédnde konnen beliebig kompliziert sein. Diese Zwischen-
zustande sind nur dann die Gleichgewichtszusténde, wenn der Prozess lang-
sam genug gefithrt wird (quasistatisch). Wenn der Prozess von Zustand A
nach B auch in umgekehrte Richtung gefiithrt werden kann, und die gleiche
Abfolge von Zwischenzustdnden durchgeht, nennt man den Prozess reversibel.

Quasistatische Prozesse in abgeschlossenen Systemen (keine Teilchen- und
Energieaustauch, nur Arbeit) heiflen quasistatische adiabatische Prozesse.
Die Prozesse bei T' = const (Energieaustausch moglich) sind isotherm, bei
p = const isobar, bei V' = const isochor.

Kreisprozesse. Bei einem Kreisprozess sind der Anfangs- und der End-
zustand gleich. Fiir einen quasistatischen, reversiblen Prozess gilt fiir jede
Zustandsfunktion F'
f dF(l) = 0.
L

F ist ein totales Differentiall

F(z,y) dF = g—F dx + (‘(39_]7 dy
<= L

A(z,y) und B(z,y) sind nicht unabhéngig, es gilt:
0A  O°F  0°F 0B
oy Oxrdy Oydxr Ox’
Fiir eine beliebige Differenzialform d¢ = C'(z,y)dx + D(x,y)dy gilt:
oc_op
dy Oz

0¢ totales Differential &



und

B
/ 0¢ wegunabhéngig & 0¢ — totales Differential.
A

Das kann zu beliebiger Anzahl der Variablen verallgemeinert werden.

2.3 1. Hauptsatz.

Die wichtigste (und offensichtlichste) Zustandsfunktion ist die Energie. Die
Energie eines abgeschlossenen Systems kann durch Verrichtung der Arbeit
oder durch Zufuhr bzw. Abfuhr von Wéarme geéndert werden:

E,—Ei=A44Q

Weder die Arbeit noch die Warme sind Zustandsfunktionen, d.h. sie héingen
von dem Protokoll des Prozesses ab. Die dem System zugefithrte Warme
zéhlen wir positiv; das gleiche mit der Arbeit. Die Energie E eines Systems
im Gleichgewicht ist die Summe der mechanischen Energie des Systems als
Ganzen und der inneren Energie U. Wir betrachten vor allem die Fille bei
denen die mechanische Energie konstant bleibt: £ — U.

Differentiale Form:
dU = 6A + 6Q).

Wenn das System nicht abgeschlossen ist, muss man noch die Energieinde-
rung durch Stoffaustausch mit beriicksichtigen. Der 1. Hauptzatz ist die auf
thermodynamische Systeme speziell zugeschnittene Form des Energiesatzes,
oft als Satz iiber die Unmoglichkeit der Existenz eines Perpetuum mobile I
Art formuliert .

!periodich arbeitende Maschine, die Arbeit abgibt, ohne die Energie in irgendeiner
Form aufzunehmen



Arbeitsdifferentiale

intensive extensive
Phys. Prozess Zustandsvariable Zustandsvariable 04
Kompression/
Expansion Druck p Volumen V' —pdV
in Fliiiden
i.a. bei elastischen Spannungs- Deformations- d
Deformation tensor o, 4 tensor €, g 2o, e lEap
Oberflachen- .
vergroferung Oberfliichen- Flache F odF
. Spannung o
-verkleinerung
Ladungstransport Potential ¢ Ladung ¢ wdq
El. Polarisierung Feldstarke E Polarisierung P EdP
Magnetisierung Feldstéirke H Magnetisierung M HdM

Beispiel: Leiten wir z.B. das Arbeitsdifferential eines Dielektrikums her.

Das elektrische Feld in einem Medium kann durch die Ladungen auf ir-
gendeinem Leiter erzeugt werden. Um diesen Leiter zu laden, braucht man
die mechanische Arbeit fiir den Ladungstransport:

oW = pdq = /goépdV.

Aus der Maxwell-Gl. fiir die dielektrische Verschiebung D = ¢gE + P (P -
Polarisierung), divD = p (p ist die Dichte der &ufleren Ladungen) bekommen
wir
wip = edivéD = div(pdD) — Ve - D.
Daher
W = /E5DdV+/div(gp§D)dV.

Den 2. Summand wird mit Hilfe des Gaufi’schen Satzes in ein Oberfléchen-
integral tiberfithrt, welches (da ¢(r — o0o) — 0) verschwindet.

SW ist die Anderung der Energie des durch das Stoff gefiillten raumlichen
Gebiets. Wir interessieren uns aber fiir die Anderung der inneren Energie des
Dielekrikums. Diese ist der Unterschied zwischen der Arbeit W in Anwe-
senheit des Stoffes und 61’ = ¢y [ ESEdV bei Abwesenheit desselbigen:

GA =W — W' = /E5PdV.
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In einem homogenen Feld mit der Gesamtpolarisierung P = JPdV ist §A =
EfP. Im Weiteren werden wir diese (integrale) Gesamtpolarisierung als P
bezeichnen.

Bemerkung: Es ist stets 0A = (intensiv) x d(extensiv) d.h. 0A = x;dX;.
Intensive Variablen z; nennt man thermodynamische Krifte (von Typ i),
iiber exstensive sagt man, dass diese zur Kraft x; konjugiert sind. i.A.

dE = 0Q + > widX;.

2.4 Entropie und 2. Hauptsatz

Das Postulat iiber die Existenz des Gleichgewichtes in jedem (isolierten)
System setzt die Existenz einer physikalischen Gréfle voraus, die bei der
Anndherung an das Gleichgewicht monoton wéchst, und im Gleichgewicht
ihr Maximum erreicht?. Daher gilt:

e Es gibt eine extensive Zustandsgroe S(U,V, N, ...), die Entropie, die
den Ablauf der Prozesse regelt.

e In einem isolierten System kann die Entropie nicht abnehmen, dS > 0.

Im thermodynamischen Gleichgewicht erreicht S ihr Maximum unter den
vorgegebenen Randbedingungen.

Die adiabatischen Prozesse mit dS = 0 sind reversibel (alle Zustidnde
sind Gleichgewichtszusténde, kein irreversibler Ubergang). Die adiabatische
Prozesse mit dS > 0 sind irreversibel.

Ui | Uy Uy + U,
Ny | Ny — Ny + Ny
Vi | Vs Vi+V;
Wand Wand entfernt

Bemerkung: In der statistischen Physik werden wir sehen, dass die Entro-
pie ein Maf fiir die Unschérfe unseren Kenntnis iiber den mikroskopischen
Zustand des Systems darstellt. Unsere Kenntnis iiber den genauen Mikro-
zustand ist zur Zeit der Prédparation des Systems am grofiten, im Laufe der

2TrOMSON (1851), CLAUSIUS (1867)



Zeit, wenn das System equilibriert, verliert ein Teil dieser Kenntnis ihr Rele-
vanz: Die Entropie wichst an. Da einige Grolen (z.B. E oder die Masse M)
erhalten bleiben bzw. von aussen vorgegeben sind (wie V'), und die Kenntnis
dariiber nie verloren wird, ist die Entropie eine Funktion von diesen. Das ist
die statistische Intrerpretation der Entropie, nicht ihre Definition!

Die Entropie ist die Zentrale Grofle der Thermodynamik und statistischen
Physik. Sie ist eine nicht-mechanische Grofe. Alle andere nicht-mechanischen
GroBen (0Q), T',...) konnen aus der Entropie hergeleitet werden.

2.4.1 Entropie und Temperatur

Zwei Systeme in thermischen Kontakt

Uy || Uy U | Us
Nl N2 — N1 N2
Vil Va Vi | Vs
adiabatische Wand dU, = —dU,
(keine Warmeleitung) wérmeleitende Wand

Die Gesamtentropie S = S1(Uy, Vi, Ny) + S2(Us, Vo, No). Daher

. aSl(UIa‘/laNl)dU + aSQ(UQa‘/QaNQ)
— 1

ds oUy oU,

dUs,.

Im Gleichgewicht (stabiler Gleichgewichtszustand) gilt: dS = 0. Da dU; =
—dUy = dU muss gelten

o o 881(U1,‘/1,N1) 652(U2;‘/2aN2)
0=dS = < U o0, dU.

Da das einzige Eigenschaft beider Systeme ist, die bei thermischen Kontakt
gleich sein muss, ist die Temperatur

Tl - T27

05/0U eine Funktion der Temperatur. Die Temperatur wird in der Thermo-

dynamik wie folgt definiert:
1 98

T  oU



Bemerkung: Die Temperatur war natiirlich viel frither definiert als die Entro-
pie. Als Absoluttemperatur nimmt man die Temperatur die durch ein Ther-
mometer mit einem idealen Gas als Arbeitsmedium gemessen wird, d.h. durch
Messung des Drucks in einem Gefaf3, welches mit einem sehr verdiinnten Gas
gefiillt wird. Fiir sehr kleine Dichten verhalten sich alle Gase gleich, so dass

_pV_pV

= FT Nk
Hier sind v bzw. N- die Molzahl des Gases bzw. Anzahl der Molekiile,
R = 8.314510J/ (mol - K) ist die universale Gaskonstante, k die Boltzmann-
Konstante, k = 1.380658 - 10723J /K. k oder R sind Konstanten, die die me-
chanische Einheiten p und V' in Einklang mit der Temperatureinheit ” Grad”
bringen. Die Dimension der Entropie ist daher J/K. Diskussion spéter.

Wiarme. Der Wirmeaustausch bei einem reversiblen Prozess beschreibt
den Energieaustausch ohne das Arbeit geleistet wird. Dabei gilt

1

dS:T

1
dU = =9
T Q
(D.h., dass T~ ein universelles integrierendes Multiplikator fiir jede erlaub-
te Differentialform von Q) ist. Genau so wurde Entropie von Clausius ein-
gefiihrt!). =
0Q =1TdS.

Die Entropie des Gleichgewichtszustandes 2, welcher aus dem Gleichgewichts-
zustand 1 durch einen reversiblen Prozess erreicht werden kann ist

)
522514—/?@.

Bei dem irreversiblen Prozess ist auch das spontane Anwachsen der Entropie
mit zu beriikchsichtigen, so dass

5Q < TdS.

Die Entropie wird im Inneren des Systems produziert (d.h. die Entropie kann
nur produziert aber nicht vernichtet werden!). Diese Ungleichung ist eine der
moglichen Formulierungen des 2. Hauptsatzes.



Richtung des Energieflusses bei T} # T;

25, 1 08, 1
ou, T U, T Ur+dU, =0

dU,  dUs 1 1
ds =2 L 2 g (S L
0<dS T + T U, (T1 T2)

= fiir T, > T7 hat man dU; > 0: die Warme wird von wirmeren zum kélteren
System iibertragen.

2.5 Gibbs’sche Fundamentalgleichung

Aus der differenziellen Formulierung des 1. Hauptsatzes
dU =60 + A

und der Entropiednderung bei reversiblen Prozessen

_ @

d
o T

bekommt man die Gibbs’sche Fundamentalgleichung:

dU = TdS + Z z:dX;.

Fiir ein fluides System (Gas, Fliissigkeit) lautet sie z.B.
dU =TdS — pdV
Fiir so ein System gilt dann
(@) )
Bemerkung: Fiir Systeme mit verénderlicher Teilchenzahl N
dU =TdS — pdV + udN,

wobei g der chemische Potential ist (Anderung der inneren Energie bei
Einfiihrung eines neuen Teilchens).
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Bemerkung: Die unabhéngigen Verédnderlichen S, V, N wovon die innere Ener-
gie abhéngt (man spricht auch von ihren natirlichen Variablen) sind alle
extensiv.

Aus der Gibbs’schen Fundamentalgleichung folgt die differentielle Form
fur die EntropieS(U, X;) (fiir ein fluides System S(U,V, N):

_ U

as T

€
—dX;
T

i

2.6 Der 3. Hauptsatz

Dieses Paragraph ist ganz kurz.

Die Entropie eines chemisch homogenen Korpers endlischer Dichte strebt
bei T — 0 einen endlichen Wert an, der von p, p (und anderen intensiven
GroBen) nicht abhéngt (NERNST). Man nimmt

lim S = 0.

T—0

Diskussion spéter.

3 Kalorische und thermische Zustandsgleichun-
gen

Oft ist nicht U(S,V, N) (od. i.a. U(S, X;) ) bekannt, sondern U(T, X;). Die
Abhéngigkeit U = U(T, X;) nennt man kalorische Zustandsgleichung des Sys-
tems. Die Abhéngigkeit(en) x; = z;(7, X;) nennt man thermische Zustands-
gleichung(en), insgesamt so viele wie unabhéingige extensive Variablen X;
fiir das Beschreibung des System nétig sind. Die kalorische und thermischen
Zustandsgleichungen fiir verschiedenen Systeme sind entweder experimentell
ermittelt, oder folgen aus der statistischen Physik.

3.1 Beispiel: Einatomiges Idealgas.

e Kalorische Zustandsgleichung
U= gN kT

(k - die Boltzmann-Konstante)

11



e Thermische Zustandsgleichung

_ NKT

P="y

3.1.1 Entropie eines einatomigen Idealgases.
au 3 _dU av

%Py = 2N @
dS = = + 7dV = SNk + Nk—

Die Integration dieses Ausdrucks ergibt?

3 U V
S S[)—l-QNk‘ H(UO)+ k’n<%)

Folgerung: Die Adiabatengleichung eines Idealgases
In (U3/2V) = const.

Unter Benutzung der kalorischen und thermischen Zustandsgleichungen be-
kommen wir die andere Formen, wie

T32V = const

oder
pV°/3 = const.

[.A., 16st man die kalorische Zustandsgleichung nach T auf, T' = T'(U, X;),
ersetzt man 7" in thermischen Zustandsgleichung durch 7'(U, X;) und benutzt
man die Gibbs’sche Fundamentalgleichung, somit erhédlt man

1 1

ds = mw NG9 Z z:(T(U, X;), X;)dX;.

Aus dieser Gl. bekommt man S(U, X;) durch Integration, bis zu einer addi-
tiven konstante.

3Hier entsprechen Sy, Uy und Vj der Parameter eines Referenzzustandes. Deren Kom-
bination ist einfach die Integrationskonstante. Der Grund, die getrennt einzufiihren, ist es,
dass die Argumente der Logarithmen dimensionslos sein miissen.
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3.1.2 Gleichheit des Temperatur des idealen Gases und der Ab-
soluttemperatur.

Die Temperatur, die durch Gasthermometer gemessen wird, ist die empirische

Temperatur T¢:

»V = NkTs, U= gNkTg.

Die "richtige” thermodynamische Temperatur ist T = f(Tg). Wir zeigen,
dass sich T" nur durch eine Messeinheit von T unterscheiden kann.

Aus )
- P
dS dU + =dV

(a0 (1), = (v (7)),

v
Fiir ideale Gase ist T' = f(T¢) = f(2U /3Nk) volumenunabhéngig. Daher
i
v
_i<£) _NELO (Te\\ _ 2 (0 (T
~\ou\r/), v \ou\T)), 3V\9Tc\T)),
Das bedeutet:
or; (5tty) =
e \ f(Te)

T = const - T.

Die Konstante wird so fixiert, dass der Tripelpunkt des Wassers per Definition
bei T' = 273.16K liegt.

folgt

und

und

3.2 Abhéangigkeit zwischen kalorischer und thermischer
Zustandsgleichung

Die kalorische und die thermische Zustandsgleichungen sind nicht unabhéngig.
Aus den Integrabilitdtsbedingungen fiir S als Zustandsfunktion folgt

o (1 2SO/
0X; (T) T 0X,0U  oU (‘T) '
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Fiir beliebige Fluide (unabhéngigen Variablen 7" und V') aus der kalorischen
Zustandsgleichung folgt

ou ou
== T — :
dU (8T)Vd +(8V>Tdv

Aus der Fundamentalgleichung dU = T'dS — pdV folgt demnach

1 1 1 [/oU 1 /foU

Betrachten wir nun S als Funktion von 7" und V/,

oS oS
= —= T —
dsS (8T>Vd +(av)TdV
so bekommen wir

(), -7 (), o), -2 l(a), o]

Bilden wir die Kreuzableitungen, so sehen wir dass
O LU\ ]_ ¢S _ o [1f(ovy |
ov T \ar),| ~arov ~or \T |[\ov ), T|J

woraus folgt dass
OUN _p(o) _
o), “\or), ?

(die zweite Ableitungen 9?U/OVOT in beiden Seiten der Gl. kreuzen sich
weg!). Z.B. fir das ideale Gas

pV = NET

or), - v ~\ov), v P~

<8U)T —0 baw. U=U(T).

hat man

d.h.
v

Diskussion: Der Gay-Lussac-Versuch.
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3.2.1 Einige thermische Zustandsgleichungen

Hier sind einige oft benutzte thermische Zustandsgleichungen zusammenge-
fasst:

H System \ Zustandsgleichung H
Ideales Gas pV = NKT =vRT
NTN (v bN) = NAT
Van der Waals GI. fiir reales Gas P V2 )=
a,b — Eigenschaften des Stoffes
4
p= 3—UT !
c
Hohlraumstrahlung ¢ - Lichtgeschwindigkeit, o—
Stefan-Boltzmann Konstante*.
C
Paramagnetika M = TH
C — Materialkonstante
. = ¢ H
Ferromagnetika T—T.
T, — Krit. Temperatur, 7" > T..
C
Fi lektrik: P = E
erroelektrika T T
* o 27r5k:% o _8 21, —4

3.3 Wichtige thermodynamische Groéssen

Die wichtigsten Typen von Prozessen wurden schon diskutiert:

p=const — dp=0 isobar
V =const — dV =0 1isochor
T =const — dI'=0 1isotherm

In magnetischen Systemen unterscheidet man zusétzlich noch Prozesse
bei konstantem Feld und bei konstanter Magnetisierung.
Wichtige (direkt messbare) thermodynamische Grofien sind

e Spezifische Warme
_AQ

C=Ax7
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(Wirme die benétig wird um die Temperatur umgerechnet um 1 Grad
zu erhohen). Die spezifische Wirme eines Systems bei konstantem Vo-

lumen ist z.B. AQ 55
o= (&%), 7(57),

die spezifische Warme bei konstant gehaltenem Druck ist

AQ oS
AT/, aor),
Spezifische Warmen sind extensiv. Oft definiert man die molaren Wérmency,

und ¢, (intensive Grofien).

o Kompressibilitdten

Ks = —% (%—‘;) ) (adiabatisch)
1 [oV :
Kr = —¢ (8_19) . (isotherm)

e Ausdehnungskoeffizient

e Magnetische Suszeptibilitét

~(OM
= \ow ),
Alle diese Grossen sind die Ableitungen der extensiven Gréfien nach intensi-
ven Groflen, oft als verallgemeinerte Suszeptibilitdten bezeichnet.

3.4 Mathematischer Einschub: Variablenwechsel leicht-
gemacht

Wie éndert sich das Verhalten ein und desselben Systems bei unterschied-
licher Prozessfiihrung (unterschiedene Variablen dndern sich bzw. werden
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festgehalten)? Welche Schlufifolgerungen kann man z.B. aus dem Verhalten
bei isochorer Prozessfithrung fiir das Verhalten bei isobaren Prozessfithrung
machen? Hierbei vollzieht man folgenden Variablenwechsel

(@), (a),

Anders: wie kann man aus 8_U> die Form von (8_U) ausrechnen? Solche
T T

p
Arten der Variablenwechsel geben die Zusammenhénge zwischen den oben

definierten thermodynamischen Gréflen an.

Jakobi-Determinanten (Funktionaldeterminanten). Gegeben seien zwei
Funktionen f(z,y) und g(x,y). Definition

of Jg
af.9) Qr Qv | _9f9 9f9g
oz, y) det ?}j 8_9  0xdy Oy oz
Yy Yy
Rechenregeln:
o Es gilt:
a(f.9) _ _9(/.9)
Oz,y)  Oy,x)

(Beweis aus der Definition)

o= (50),

(Beweis aus der Definition)

o Es gilt:

e Seien x = z(u,v) und y = y(u,v). Es gilt:
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(" Kettenregel”) Beweis folgt aus der "normalen” Kettenregel:

of dg (3f0x 8f8y 6g8x Ggé?y
ou  Ou dxdu ' Oyou Oxdu  Oyou
det 3_? %ﬁ det | 9f ou afay g 0z aZay
ov  Ov Az Ov 8@/ v Oz v ay o
AV
= el | G Gy || OF 9
L\ dv v dy Oy
oz 0y of g
det % %ﬁ - det g)_Jfé g_g
ov  Ov Oy Oy

Anwendungsbeispiel: Die Ableitungen der extensiven Gréflen nach in-
tensiven Groflen sind nicht unabhéngig; die Zusammenhinge zwischen sol-
chen Groflen gehoren zu den wichtigsten thermodynamischen Beziehungen.
Wir zeigen z.B. dass

_ . br
C,=Cy -
Beweis:
_ a5 a(S,p) ., 0(S,p) (S, V) o(T,p)
@ =T (aT) =T, = T a(S.V) o(T.V) O(T.p)

(@), (), (&),

q.e.d.

A

= Kg CVH%

(o), (&),

4 Kreisprozesse.
Wirkungsgrad einer Wiarmekraftmaschine.

Kreisprozesse: die Prozesse bei denen Anfangs- und Endzustand gleich
sind. Der Arbeitszyklus jeder periodisch arbeitenden Warmekraftmaschine
ist ein Kreisprozess. Das Betrachten der “moglichen” und “unmoglichen”
Wiérmekraftmaschinen ist ein wichtiger Mittel der Beweisfiithrung in der Ther-
modynamik.
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Carnot-Zyklus: Eine Maschine, die zwischen zwei Reservoiren mit den Tem-
peraturen 77 und 75 (T} > T3) arbeitet. Der Arbeitszyklus besteht aus 2 Iso-
thermen (bei Temperaturen 77 und 75) und 2 Adiabaten. Als Beispiel kann
man solche Maschine mit einem idealen Gas betrachten, fiir welchen

_ NkT

P="y

T, P

v AQ=0 AQ=0
5

V

»
»

Abbildung 1: Carnot-Maschine und das dazugehorige p-V-Diagramm

o Arbeitsvorgang reversibel = ¢ dS = 0.

@ _,
T, T,

(@1 - vom Reservoir 1 aufgenommene Wérme, ()3 - dem Reservoir 2
abgegebene Wirme).

e Energieerhaltung: Maschine arbeitet zyklisch = ¢ dU = 0 und
A=0Q1— Qo

o Wirkungsgrad n = A/Q1 =

1 =Qy TV -

nrevers - Q 1 Tl
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Bemerkung: Die Carnot-Maschine ist reversibel auch in dem Sinne, das sie
als eine Warmepumpe benutzt werden kann.

Fiir eine irreversible Maschine wird die zusétzliche Entropie ASirevers > 0
produziert. Allerdings, gilt bei eine zyklisch arbeitenden Maschine ¢ dS =0
immer noch. Nehmen wir an, dass die abgenomene Wirmemenge @Q); die
gleiche ist. Die produzierte Entropie muss dann dem 2. Reservoir mit der
Wiérme abgegeben werden:

Q. Qs _

T ASirrevers - 7
T + 15

= Q5> Q@ und A" = @, — Q) < A. Daher

0

Tirrevers < Tlrevers-

’Wirkungsgrad der Carnot-Machine <= 2 Hauptsatz.

4.1 Andere Formulierungen des 2. Hauptsatzes

Es existieren andere Formulierungen des 2. Hauptsatzes. Die sehen unter-
schiedlich aus, aber es kann gezeigt werden, das sie alle gleichwertig sind!
Diejenigen, die sich der Sprache der “Maschinen” bedienen sind oft sehr hilf-
reich.

e Es existiert kein Perpetuum mobile II Art, d.h. keine periodisch ar-
beitende Maschine, die Warme aus nur einem Wéirmebad in Arbeit
umwandelt.

Die Maschine durchlauft eines Kreisprozess und ist im Kontakt mit
dem Bad mit der Temperatur 7. =

]{dSZ]{%Z%j%Q:O = f&@:o

(unabhingig davon, ob das System stdndig im Kontakt mit dem Bad
bleibt, oder zeitlich auch abgekoppelt wird).

de:Jqf&A+jfaQ:o = faA:o,

keine Arbeit produziert.
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e Variante nach KELVIN: Es gibt keine Prozesse, bei denen die Warme in
die Arbeit iibergeht, ohne irgendwelche anderen dauernden Anderun-
gen im System hervorzurufen.

e Formulierung von CLAUSIUS. Es existiert keine periodisch arbeitende
Maschine, die keine andere dauernde Verinderung hervorruft, als dass
bei einer Temperatur einem Warmebad die Wéarme entnomen und die
gleiche Warmemenge einem anderen Warmebad bei hoheren Tempera-
tur zugefiithrt wird

Aquivalenz dieser Formulierungen kann mit der Hilfe der ”Maschinen”
bewiesen werden.

Eine Kombination aus ”Clausius-Pumpe” und Carnot-Maschine verletzt
den 2. Hauptsatz in der Formulierung von Kelvin. Die Kombination aus
"Kelvin-Maschine” und die Carnot-Maschine, die als Warmepumpe arbei-
tet, verletzt der 2. HS in der Formulierung von Clausius.

di
Q:Q1_ Q2

9 9

9% 19
T

Abbildung 2: Ein Aggregat aus “Clausius-Pumpe” (d.h. einer hypotheti-
schen Vorrichtung, die die Wéarme von der kilteren zur warmeren Reser-
voir iibertrdgt, ohne dafiir die Arbeit zu bendtigen) und einer Carnot-
Maschine verletzt die Formulierung des 2. Haupsatzes nach Kelvin: Es wére
ein Perpetuum-Mobile 1T Art.
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Abbildung 3: Ein Aggregat aus dem Perpetuum Mobile IT Art und einer als
Wiérmepumpe benutzten Carnot-Maschine verletzt die Formulierung des 2.
Haupsatzes nach Clausius: Es wére ein System, das die Warme von kélteren
zu wiarmeren Reservoir iibertréagt, ohne irgendwelche dauernden Verdnderun-
gen hervorzurufen.

Es gibt andere, mathematisch ausgerichtete Formulierungen des 2. Haupt-
satzes, wie z.B. die von CARATHEODORI:

e In der néhe jeder TD Zustandes eines homogenen Systems existiert ein
anderer Zustand (mit beliebig kleinen Abweichungen von der Werten
der Zustandsvariablen), der nicht aus dem ersten Zustand durch einen
reversiblen adiabatischen Prozess erreicht werden kann.

Diskussion: Sieh R. Kubo Thermodynamics: An Advanced Course with Pro-
blems and Solutions, Elsevier, 1968, od. M. Bailyn, A Survey of Thermody-
namics, AIP, 1994, und auch E.H. Lieb and J. Yngvason, “The Physics and
Mathematics of the Second Law of Thermodynamics”, Physics Reports 310,
1-96 (1999).
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5 Thermodynamische Potentiale

5.1 Formale Einfiihrung der Potentiale

Es ist moglich, die extensiven Zustandsfunktionen (mit der Dimension der
Energie) zu bilden, die die anderen Variablen als S, V, N u.s.w. als natiirliche
Variablen haben. Das geschieht mit der Hilfe der Legendre-Transformation.
Wir fiihren sie zunéchst formal ein.

5.1.1 Allgemeines Schema.

U(Y;) (mit Y; = S, V, N usw., alle extensiv),Y; (d.h. S, V, N us.w.) und y; =
(OU/0Yy)y. ;4 (dh. T, p,pus.w.) sind die Zustandsfunktionen. Daher sind
y;Y; und P, = U — y,;Y; auch Zustandsfunktionen. Die Funktionen

ou
Pi=U—yY,=U - Y,
U—-y U (aYi>Yj

sind die Thermodynamischen Potentiale. Die Transformation

ou
U%P—(a—y>Y

ist die Legendre-Transformation (analog zur Transformation H = o PRk —
L in der Mechanik). Es gilt:

dP = dU —d(y;Y:) = Zydej — y;dY; — Yidy;
J

= Zyjdyj — Yidy;.
J#

Die natiirlichen Variablen von P sind demnach Y; mit ¢ # j und y;. P hat
daher als natiirliche Variablen die extensiven Variablen Y; mit ¢ # j und
die intensiven Variablen y;. Man kann die entsprechende Prozedur mehrmals
wiederhohlen, um die Potentiale mit mehreren intensiven natiirlichen Varia-
blen zu bekommen. Die wichtigsten thermodynamischen Potentiale sind in
folgender Tabelle zusammengefafit:

23



H Potential \ Definition \ Gibbs’sche Fundamentalg]. H

Innere Energie U(S,V, N) — dU =TdS — pdV + pudN

Freie Energie F(T,V, N) F=U-TS dF = —=SdT — pdV + pudN

Enthalpie H(S,p, N) H=U+pV dH =7TdS + VdP + pdN

Freie Enthalpie G=F+pV

(Gibbs’sches Potential) =H-TS dG = =SdT + Vdp + pdN
G(T,p,N) =E+pV =TS

Grofies Potential (T, V, ) | o= =N 140 = —sdT — pav - Ndp
Vs — E—TS—uN

Bemerkung: Alle TD Potentiale enthalten die gleiche Information iiber das
System. Es ist eine Frage der Zweckmaéssigkeit, welches davon benutzt wird
(Zum Informationsverlust bei beliebigen Transformationen siehe z.B. G.Adam,
O. Hittmair “Wérmetheorie”, §3.23).

Mnemonische Regel (fiir N = const): Das Guggenheim-Quadrat.

H Sun E=U
peak

G Trees

Valley
F

Abbildung 4: English

5.1.2 Bedeutung der Potentiale

Wenn bei der Prozessfithrung irgendeine Zustandsvariable z konstant gehal-
ten wird, lohnt es sich bei der Beschreibung des Prozesses, ein Potential zu
wiéhlen, das z als natiirliche Variable hat. Dann wird dz = 0, und die An-
zahl der relevanten Variablen verringert sich. Fiir die Beschreibung spezieller
Prozesse sind folgende Potentiale besonders geeignet:
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>
S U V
H F
p G T
0O

Abbildung 5: Englisch: “Good physicists Have Studied Under Very Fine
Teachers”.

e Isotherme Prozesse: F'.

dF = 8dT —pdV + pdN: F ist der Anteil der Gesamtenergie, der (bei
=0
N = const) fiir Arbeitsleistung benutzt werden kann.

e Isobare Prozesse: H.

dH = d(U + pV') = 6Q + pdN — pdV + pdV + Vdp = 6Q: Daher, bei

=0
o B0 _ (o
POAT  \oT p’

allerdings ist T keine natiirliche Variable von H.

N = const

e Isotherm-Isobare Prozesse: G.

Typisch fiir chemische Reaktionen, die bei konstantem Druck gefiihrt
werden, d.h. wenn die Expansionsarbeit nicht zur Verfiigung steht.
dG(T,p,N) =d(U =TS+ pV), dU = 6A+TdS = 6W — pdV + TdS,
—pdV ist die Expansionsarbeit, und 0 sonnstige Form der Arbeit
(Arbeit unter Abzug der Expansionsarbeit). Dann ist

dG(T,p,N) = 6W —pdV +TdS — TdS — SdT +pdV — Vdp
0
= =0

= IW.

25



5.2 Die Maxwell-Beziehungen

Die Integrabilitdtsbedingungen fiir die obengenannten Potentiale liefern die
Maxwell-Beziehungen. Zum Beispiel (fiir N = const)

aus U (g_ggs - (Bg_g)v
aus ' | (5%), = (57)y
aus H (g—i)s = (g—g)p
aus G | — <g—‘§>T = (%)p

5.2.1 Anwendungsbeispiel: der Joule-Thomson-Prozess

Bei diesem Prozess handelt es sich um eine irreversible Strémung durch ein
pordses Medium (Drossel) bei konstanter Druckdifferenz. Da das Fluid im
porosen Medium gebremst wird, kann kinetische Energie vernachléassigt wer-
den. Das Ganze ist wérmeisoliert.

dU = dU, + dUs = —p1dVy — padVa = —d(pi Vi) — d(p2V2)
da die Driicke festgehalten werden. Daher

d(Uy + piVi) + d(Uy + paVa) = 0,

die Enthalpie bleibt konstant.

Der Prozess entspricht der isenthalpischen Bewegung der vorgegebenen
Masse der Fluides (oder vorgegebenen Teilchenzahl N) durch eine Drossel.
Man kann sich vorstellen, dass am Anfang die ganze Masse sich in dem lin-
ken Teil des Behilters befindet, am Ende befindet sich die ganze Masse in
dem rechten Teil. Bei diesem Vorgang kann die Temperatur des Fluides sich
andern. Das Druckdifferenz Ap = py — p1 < 0 wird als klein angenommen,
die mogliche Temperaturdifferenz ist auch klein, daher sind die Volumina des
Fluides am Anfang und am Ende praktisch die gleiche.

Von Interesse ist der Joule - Thompson - Koeffizient

AT oT
— ~ | = = K.
Ap ( dp ) HN -

Diese ist
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P

I

Drossel

Abbildung 6: Der Joule-Thomson-Prozess.

~—

(o) -0 _omm oty (o) /(o).

o
oT

T ist keine natiirliche Variable von H. Aus der Fundamentalgleichung

T

~C,.

p

N——

S5}
n

atif =TS+ Vap =T (22Y ar 7 (22 ap+vap
oT ) op ) 1

Aus der Integrabilitdtsbezihung (Maxwell-Beziehung) fiir G folgt

(@)~ (@),

so dass oK o1
— ) =V-T|—=—) =V1-T

(%), (5r),~va-To

und V(Ta — 1)
a —
Ko —
JT c,

Im Versuch ist Ap negativ (Druckverminderung) =

Kjyr >0 Temperaturabnahme

K;r <0 Temperaturzunahme
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Fiir das Ideale Gas
LoL(ovy 1
S vi\er), T

und K;r = 0. Fiir ein van der-Waals Gas ist K ;7 eine Funktion von T
und p und verschwindet i.A. nicht. Die Kurve in (p, T')-Koordinaten, so dass
Kyr(p,T) = 0 heifit die Inversionskurve des Gases. Sie ist durch

ov
() —v=
<8T) V=0
p
gegeben (Hausaufgabe).

5.2.2 Weitere Anwendungsbeispiele.

e Abhéngigkeit spezifischer Warmen von Volumen bzw. Druck

v ), ov or )1 ), or \ov ) .1,
=T [i (@) } (Maxwellbeziehung aus F)
or \otr )|,

2
— T (8_};) ‘
012 ),

Fiir das Van-der-Waals Gas

_ NKT  aN?
P=V "Ny ™ V2

Op\ _ Nk (0
or), V —Nb orz),

Daher ist fiir dieses Gas Cy volumenunabhéngig.

Gleichermassen gilt
2
(), (),
op )+ oT »

e Mit der Hilfe von Maxwell-Beziehungen kann die folgende Identitét
bewiesen werden (Hausaufgabe):

2T (0C,\ [OT a0y \ [T
_ 9Ly _(9%Cv (91 _4
(G =) 57 * ( ap)v<av)p (av )p(ap)v
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Da auf der linken Seite nur die unmittelbar messbaren Groéfien stehen,
hat man diese Beziehung zum Nachpriifen der Hauptsétze benutzt.

5.3 Thermodynamische Potentiale als homogene Funk-
tionen

Das Differential der inneren Energie
dU =TdS — pdV + pdN

ist ein totales Differential. Die innere Energie U und ihre natiirlichen Varia-
blen S,V und N sind allesamt extensiv. Somit gilt, dass

U(aS,aV,aN)=aU(S,V,N)
(v > 0). Anhand des Euler’schen Satzes iiber die homogenen Funktionen,

e Wenn f(axy,...,ax,) = o f(x1,...,z,) so gilt

n a_f_

X; =
Z@xi

rf

i=1

(Beweis: Nach « differenzieren und dann « = 1 setzen, sieche Hausauf-
gabe). In unserem fall ist r = 1.

Daraus folgt fiir die innere Energie:

oUu oUu oUu
V- (%)m“ (W)w” (a—N)V,SN B

Das heifit dass im Gleichgewicht insgesamt gilt:

) = TS—pV+uN
) = E—-TS=—pV+uN
H(S,p,N) = E+pV =TS+ uN
) = E—-TS+pV =uN (1)
) = F—uN=—-pV

Bemerkung 1: Obwohl G = N oder 2 = —pV recht einfach aussehen, sind
fiir ihre Benutzung die Kentnisse von (7', p, N) als Funktion der natiirlichen
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Variablen (T, p, N) bzw. p(T, V, u) als Fkt. der natiirlichen Variablen (7', V, i)
erforderlich. Die thermische Zustandsgleichung legt aber p als Funktion von
(T,V,N) fest.

Bemerkung 2: Wenn man es versucht, ein thermodynamischen Potential zu
bilden, das nur von intensiven Variablen abhéngt, P(T, p, i) so erhélt man

P=U-TS+pV —uN=TS—-pV +uN—-TS+pV —uN =0:
es gibt ndmlich keine solche.

5.3.1 Gibbs-Duhem-Beziehung

Da
U(S,V,N) =TS —pV + uN

so gilt es
dU = d(TS — pV + uN) = TdS + SdT — pdV — Vdp + pdN — Ndpu.

Anderseits,
dU =TdS — pdV + pdN.

Das heisst, dass im Gleichgewicht
SdT' — Vdp+ Ndp = 0, (2)

die Gibbs-Duhem-Beziehung.
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Bemerkung 1: GL.(2) ist die differentielle Formulierung. Sie ist equivalent zu
Gl.(1), G = uN, die man oft als integrale Gibbs-Duhem-Beziehung bezeich-
net.

Bemerkung 2: Die Gibbs-Duhem-Beziehung ist eigentlich die Fundamental-
gleichung fiir unser hypothetisches Potential P(T p, u).

Bemerkung 3: Aus der Gibbs-Duhem Beziehung folgen einige bemerkenswer-
te Zusammenhénge wie (Op/0p)r = N/V (Teilchendichte) oder (0p/0T),, =
S/V (Entropiedichte).

5.3.2 Schlussfolgerungen aus dem 3. Hauptsatz.

Der 3. Hauptsatz ist bei unserer ersten Begegnung etwas kurz gekommen.
Jetzt konnen wir den Satz und seine Folgen etwas genauer betrachten.

Die Entropie eines homogenen realen Stoffes strebt gegen 0 bei T" — 0
unabhéngig von Volumen, Druck, Phase, u.s.w.:

71}3)3(‘& T) =0, 71}3)5(]), T)=0.

Das ist ein empirisches Prinzip (NERNST), deren Erklarung mit der Annahme
des unentarteten quantenmechanischen Grundzustand des Systems gegeben
ist. Fiir intrinsisch klassische Modelle wie dem Idealen Gas, wird dieses Prin-
zip verletzt.

Bemerkung: Es gibt reale Systeme, die bei niedrigen Temperaturen ihr Gleich-
gewicht aus dynamischen Griinden nicht erreichen kénnen, d.h. ihre Relaxa-
tionszeiten sind grofler als die Lebenszeit des Universums (die Glaser). Fiir
solche Systeme ist S(0) # 0 (sie besitzen eine Restentropie).

Folgerungen aus dem 3. Hauptsatz:

e Satz gilt fiir alle V und p, somit

lim @ =0, lim @ =0.
-0\ 9V ) . 7-0 \ Op )

e Seien C¢ die spezifischen Wirmen (£ ist V' od. p), C¢ = T'(9S/9T),.
Entlang eines reversiblen Weges gilt:

T dT/
S6T)= [ GG + 5.0,

=0
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Da limy_,oS(¢,T) = 0 muss limp_,o C¢(T") = 0 gelten. Das heifit

Es gilt auch

1 — 1 8_‘/
et T TIE%)V oT )

(in der 2. Zeile wird die Maxwell-Beziehung aus G benutzt). Weiterhin
gilt

hmu_hm _ @ @ -0
=0 T 150 ovV ), \op/),

Bemerkung: Die Gleichung kann folgendermaflen bewiesen werden:

(o), 7 (@)

ar), oT ),
Das erste Glied in Klammern schreibt man unter Annahme S = S(7,V (p, T))
wie folgt um:

a5 o8 9s\ [0V
1(or), =1 Gor), o (), (or),
ar ), ar), "~ \ov),\or ),

Unter Benutzung der Maxwell-Beziechung aus G bekommt man

G0y (05) (03
T oV ), \0p)p

Der absolute Nullpunkt ist unerreichbar, es ist nur eine asymptoti-
sche Anndherung moglich. Da die verallgemeinerten Antwortfunktionen
(Suszeptibilitdten) eines Systems bei 7" — 0 verschwinden, kommen nur
die adiabatischen Prozesse in Frage (und, wie wir sehen werden, sind
auch diese uneffektiv). Betrachten wir z.B. die adiabatische Expansi-
on (das gleiche gilt fiir die Entmagnetisierung eines paramagnetischen

C,—Cy 1

T T
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Stoffes u.s.w.)

oS oS ov
0 = TdS—T(a—T>pdT+T<8—p> dp—deT—T(a—T)pdp
= CpdT — aVTdp.

(in der 1. Zeile: Maxwell-Beziehung aus G). Daher:

aV'T

AT =
Cp

Ap.

Da C,(T = 0) = 0, nehmen wir an, dass C,(7") >~ T* (xz > 0) fur kleine
T. Daraus folgt (siehe oben): S(T') ~ T% und oV ~ —T". Somit strebt
aV/C, gegen eine negative Konstante, und

aVT
Cp

xT — 0.

Die Kiihlwirkung des adiabatischen Prozesses verschwindet, und die
absolute Null bleibt (wenigstens auf diesem Wege) unerreichbar.

Da F=U-TS und S — 0 hat man F — U fiir T" — 0. Die innere
und die freie Energie streben bei 7' — 0 gegen den gleichen Limes
E =U(0,V). Dabei ist bei endlichen Temperaturen U > Fund F' < E.
Beweis:

T
U(T,V)=E + / Cy(T')dT’
0

>0

(wie wir es sehen werden sind die spezifische Wérmen stets nicht-
negativ);
FTV) = UT,V)=TS(T,V)

T T !
= E+/ (JV(T’)dT’—T/ AT
0 0 T

= E—T/OT [CV(T,) - CV(T/q AT’ < E.

1’ T
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5.4 Gleichgewichts- und Stabilitidtsbedingungen
5.4.1 Extremaleigenschaften der Potentiale

Die Hauptsétze der Thermodynamik lauten

dU = 6Q — pdV + pdN + Y x;dX,

J

wobei X alle andere relevante extensive Variablen darstelle, die wir im Wei-
teren vernachlssigen werden (das Erste) und

0Q <TdS
(das Zweite). Daher gilt
dU <TdS — pdV + pdN.

In einem abgeschlossenen System bei konstantem Volumen und Entropie
(dS =0,dV =0, dN = 0) gilt daher

au <0.

e Die innere Energie nimmt bei irreversiblen Prozessen ab und erreicht
im Gleichgewicht ihr Minimum.

Die Situation trifft bei Kontakt zweier Systeme auf:

S, S, ST ]S
N | N, — Ny | N;
Vil Va ViV
U, = U(S1, Vi, Ny) + U(Ss, Va, No) U, = U(S,, VI, N!) + U(S,, Vi, N})

Wenn, nach dem ersetzen der adiabatischen Wand durch einer Wand, dass
Wiéirme-, Arbeit- oder Teilchenaustausch erlaubt die Gesamtwerte der Entro-
pie, Volumen und Teilchenzahl festgehalten werden, S; + Sy = S| + S5,
i+ Vo=V + V], Ny + Ny = N| + N, ist die innere Energie U, in ei-
nem neuen zustang kleiner oder gleich solcher im Ausgangszustand, U,.

Diese Zusammenhang ist theoretisch wichtig, praktisch aber unhandlich
wegen der Notwendigkeit Entropie festzuhalten.
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Also in jedem beliebigen (Gleichgewichts- oder Nichtgleichgewichts-) Zu-
stand, der gleiche Werte von S, V, N... wie der entsprechende Gleichgewichts-
zustand haben, ist 6U = 0 (mit 6U die Anderung von U bei beliebigen Pro-
zessen, die nicht weit aus dem Gleichgewicht fithren). Die zweite Variation
(62U)gy > 0 ist stets nicht-negativ (der Fall 6*U = 0, sprich neutrales
Gleichééwicht ist mathematich nicht verboten, trifft aber physikalisch selten
ein: Wir nehmen an, dass der GG-Zustand eindeutig definiert ist und in end-
licher Zeit erreichbar ist). Gleiche Uberlegungen treffen auch fiir die anderen
Potentiale zu.

Aus unserer Grundungleichung

0> —-TdS + dU + pdV — pdN + ...
folgt bei konstant gehaltenen Druck p, Entropie S und Teilchenzahl N
0>dU + pdV =d(U + pV),

da bei der auferlegten Nebenbedingung dp = 0. Daher dH < 0.
Bei konstanten 7', V und N folgt

0> —TdS + dU = d(U — TS),

so dass dF <0, u.s.w.

In Gleichgewicht gilt dU = 0, dH = 0, dF = 0 u.s.w. (wegen die Exten-
sivitdt der Potentiale), und bei Anneherung an das Gleichgewicht aus einem
Nichtgleichgewichtszustand nehme die thermodynamische Potentiale ab.

e Die thermodynamischen Potentiale erreichen im Gleichgewicht ihre ein-
fachen Minima.

Nun nehmen wir an, dass die entsprechende Potentiale nahe am Gleichge-
wicht die hinreichend glatte Funktionen der Parameter sind. Dann

OU)gyy = 0 (8°U) g,y =0,

SV,N =
(5H)s,p,N =0 (52H)S,p,N >0,
OF)pyy = 0 (*F) 20,
0G)ppy = 0 (8°G)y,y 20,
07y, = 0 (8°Q)5,, >0

(was konstant gehalten wird sind die Parameter des Gesamtsystems).
Zustzlich bemerken wir dass
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e Fiir adiabatische Ubergiinge (relevante Zustandsfunktion S(U,V, N))
gilt

08)pyn =0 (6°9) N S0

Die Entropie erreicht im GG ihr Maximum.

Folgerungen: Betrachten wir, wie immer, unser System als aus 2 Teilen be-
stehend. Am Anfang war das System im GG-Zustand. Nehmen wir an, dass
wegen des Warmetransports von links nach rechts (z.B. fluktuationsbedingt)
die Entropien der Hilften sich gedndert haben 657 = —dS5; (45 ist hier die
Variation), wobei die Volumen und die Teilchenzahlen konstant geblieben
sind V7, V5, Ny, Ny u.s.w. bleiben konstant.

S, [ S, STl Sh
Vil Vs — Vil Vol
Ny | N, N, | N,
Dabei gilt:
1 /02U 1 /02U
AU =690 = = | == 682 + = [ =— 55,)2.
2(65%)%,%( 2 *2(65§)V2,N2( 2
Nun ist

und (651)% = (652)?. Daher

1 7T T
5(2) — (5 2 1 1 — (5 2
=305 ((Jvl o) T

wenn wir annehmen, dass die beide Hélften des Systems gleich sind, und die
gleiche Temperatur haben. Aus AU > 0 folgt dann

[

Betrachten wir nun 6 H, so bekommen wir
0*H oT T
2 = % = 5 > 0,
aS p,N p,N p

36




d.h.

C, >0\

Gleichermassen geht es bei Volumenédnderungen:

V2 ) gn - \ov S,N N (OV/0p)s N Vs 7

d.h. aa

5> 0]

Gleichermassen, aus

d.h.

<32_F> __(@> R
V2 )N B V) rn B (OV/0p)r n  Vkr 7

F=0)

Aus Q und G bekommt man

Op; Opi
> > 0.
(8]\7@-)57‘/ =0 (aNi>T,p ="

Alle diese Beispiele sind Spezialfiille des allgemeinen Satzes:

Sei ® ein thermodynamisches Potential (innere Energie oder eine Legendre-
Transformation davon), als Funktion von natiirlichen Variablen y, ..., y,
(intensiv, d.h. T, —p, p; fiir mehrere Teilchensorten, z;, ...) und Y44, ..., Y,
(extensiv, d.h. S, V| N;, X;, ...), so dass

dP = iyiin - i Yidy;.
i=1

i=r+1

Es gelten dann die Stabilitéitskriterien

(ayi) > 0.
i) oy 1v) i

<%) _
Wk )y aviyise
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e Physikalische Deutung dieser Aussage ist das Prinzip von LE- CHATELIER:
Jede spontane Anderung des Systems aus dem Gleichgewicht fihrt zu
Prozessen, die zur Herstellung des Gleichgewichts streben (direkte Re-
aktion).

Zum Beispiel: Warmezufuhr fiihrt bei Cy > 0 zur lokalen Erhohung der
Temperatur, die (durch Wéarmeleitung) zur Wéarmeabfuhr fiithrt, d.h. zum
Temperaturausgleich.

5.4.2 Weitere thermodynamische Ungleichungen

e Die Zweite Variation der inneren Energie ist stets nicht-negativ. Be-
trachten wir nun beliebige Anderungen alle extensiven Parameter §Y;
in beiden Subsystemen, wobei dY;; = —0Y;, gilt (da die Werte der
Parameter Y; des ganzen Systems fixiert bleiben).

1 0*U 1 0*U

U = - ayale‘W Way(syzéyﬂ
- > 8?;5;} 8Y;16Y;, > 0.
In jedem davon
AU = 2 %5)@55@:
= zi:a%( gg)amy (3)

v
Yj

- Z (Z 0y, 5y> 0Y; = dy;6Y; > 0.
J

Z.B. 0TS — 0péV + >, 02;0X; + >, 0p;6N; > 0. Das ist eine allg.
Bedingung, wobei die intensive und die extensive Variablen gleichwertig
vorkommen.

Die quadratische Form, Eq.(3) ist dann und nur dann nichtnegativ
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definiert, wenn alle Hauptminoren der Matrix

92U 0%U 92U
0%Y; 0Y10Ys ot 8Y]28Yn
02U 02U o0°U
0Y20Y1 02Y5 Tt 9YL0Y,
02U 22U
v, ov, B2y,

nichtnegativ sind. Die im vorherigen Paragraph erwédhnten einfachen
Ungleichungen sind die fiir die diagonalen Elementen:

OV _ (%) >0
PV \i)yiy

(25)
OYk ) Yy

Die 2. Minoren geben einen weiteren Satz der Ungleichungen, z.B.

PUPU  (PUN T ([ op\ Ty’
0529v2 \ovas) Cy \ v ), \oV )¢~

(das 2. Glied folgt aus der Adiabatengl.!), u.s.w.

oder umgekehrt

Nehmen wir nun 2 verschiedene Variablensétze (d.h. 2 Potentiale, eins
davon mit einer natiirlichen Variable Y}, extensiv, der anderen mit der
antsprechenden intensiven Variable y,. Alle weiteren Variablen sind

gleich. Es gilt:
(ax), < (%)
<
9Y; Yk 9Y; Yy
(), (&)
<
ayi Y, ayz Y
(k # 7). Das heisst, z.B.
08 08
(6_T)V < (8_T>p = Oy <,

(31) >(3_V) .
op )¢ op ) r s

oV av _
(da <%>S <0, <‘9_p>T < 0 und beachte dass y = —p.).

bzw.

oder
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(3%) _ 3(yz,yk)
a(yuyk) (Y;’Yk)

(Y3, Yi) O(Y3, yk)
y; Ay Y Oyr,
Y, )y, \ Vs i)y \OY: )y

Jetzt nutzen wir die Maxwell-Beziehung aus:

oy; Oy, U
)y \OYi /)y — OVidY;
und bekommen

(), (), - (), (), < ()

./, Y; aY; Yi Y )y,

(das 2. Glied in dem mittleren Ausdruck ist nichtnegativ da (Qyx/0Y%)y; =
0*U/0Y;? > 0). Wie immer, physikalisch ist die Ungleichung normalerweise
streng. Die Interpretation solcher Ungleichungen ist das Prinzip von LE-
CHATELIER — BRAUN:

Wenn das System im GG einem dufleren Finflufl unterliegt, dann streben
die indirekten Reaktionen des Systems dahin, die Wirkung des Finflusses zu
mindern.

Zum Beispiel: Warmezufuhr fiithrt zu lokaler Erhéhung der Temperatur T —
T+ AT, die (durch Warmeleitung) zur Warmeabfuhr fithrt, d.h. zum Tempe-
raturausgleich. Das ist eine direkte Reaktion. Wenn das System sein Volumen
dandern kann, z.B. wenn der Pozess bei konstantem Druck gefiihrt wird, dndert

sich das Volumen V' — V + AV so dass der Temperatureinstieg kleiner wird.
Daher (AT),, > (AT), und Cy < C,.

-1
()
Y. Y

6 Heterogene Einkomponentensysteme

Heterogene Einkomponentensysteme kénnen aus mehreren Phasen bestehen.
Die Phasenbergéinge und die Koexistenzbereiche werden in (p, T") oder (p, V)-
Diagrammen sichtbar.
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Fliissigkeit

Festkorper

Abbildung 7: Phasendiagram mit Koexistenzlinien in der (p,T)-Ebene. K —
kritischer Punkt, T — Tripelpunkt.

Phasenkoexistenz in Systemen Gas-Fliissigkeit, Festkorper-Fliissigkeit und
Festkorper-Gas. Typische Situation bei der Phasenumwandlung: die Werte
von T, p und N sind vorgegeben (z.B. Eisschmelzen bei atmosphérischem
Druck). Das TD-Potential, das im GG minimal ist, ist daher G(T,p, N). Die
Gesamtzahl N der Molekiile verteilt sich zwischen den 2 Phasen, z.B. V;
Molekiile in Phase 1 und Ny Molekiile in Phase 2, so dass

G(T,p, Ny, N2) = G(TJ% Nl) + G(T7p7 N2) = Nl,ul(T7p) + N2M2(T,p)

Da T und p konstant bleiben und AN; = —AN,, so ist im GG bei der
Koexistenz der Phasen p; (T, p) = po(T,p). Beim Uberqueren der Linie der
Phasenkoexistenz wird eine Phase mit kleinerem p realiziert, da diese stabiler
ist.
Fithren wir nun Ap(p, T') = pe(T, p) = p1 (T, p). Im Gleichgewicht ist bei
Phasenkoexistenz
Au(p,T) = 0.

Daraus folgt die Temperatur der Phasenumwandlung 7" = T'(p) als Funktion
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des Drucks.
Bei der Koexistenz dreier Phasen

pa (T, p) = po(T, p)pr (T, p) = pa(T, p).

Diese zwei Gleichungen knnen nur fiir einen Punkt (73, p:) (Tripelpunkt)
gleichzeitig erfiillt werden.

6.1 Clausius-Clapeyron-Gleichung

Betrachten wir ein Zweiphasensystem. Bei Anderung des Drucks

8A,u) (aA,u)

— | AT+ | —— | Ap=0.

( or J, op )

Es wird angenommen, dass die entsprechende Ableitungen nicht verschwin-
den (Phaseniibergang 1. Art).

Nun ist
8Au . iaGQ(T,p, Ng) _ L8G1<T7P,N) . _&_’_ i i —s
or ), N,  oT N, or N, N T

(G1(T,p, N) und G5(T,p, N) sind die freien Enthalpien fiir die entsprechen-
den reinen Phasen 1 und 2) und

OAp 1 0Gy(T,p,N2) 1 0G\(T,p,N) Vo Wi
_— = — _—— = — — — = Vo — 0V
dp ) N Op Ny dp Ny, Ny 2
(die rechten Seiten sind die Entropie und das Volumen pro Molekiil in der
entsprechenden Phase). Daher gilt:

Ap _ 52785 _ 4q
AT Vo — U1 T(Ug — Ul)

(4)

wobei ¢ die Umwandlungswirme oder latente Wirme des Uberganges pro
Molekiil ist. Die ist bei Phaseniibergéingen 1. Art nicht Null.

Man kann auch die molaren Groéflen benutzen, und ¢,v; und vy als die
molare Umwandlungswirme und molare Volumen in entsprechenden Phasen
interpretieren. Die G.(4) heifit CLAUSIUS-CLAPEYRON-Gleichung.

Anwendungsbeispiele:
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e Schmelzen des Festkorpers. Phase 1: fest, Phase 2: fliissig. In der Regel
v < vy (wichtige Ausnahme: Eis / Wasser um 0°C) und ¢ > 0 so dass
dp/dT > 0: Die Schmelztemperatur nimmt mit dem Druck zu.

e POMERANCHUK-Effekt. Im *He (wegen Spineffekten) ist im Bereich um
p = 30Bar und 7' = 1K die Umwandlungswérme ¢ < 0 und v; < vs.
Daher dp/dT < 0. 3He zeigt sehr ungewdhnliches Verhalten:

— Fliissiges He wird durch Erwarmen fest

— Durch adiabatische Kompression entsteht eine Kiihlung des Sys-
tems (POMERANCHUK-Kiihlung).

e Sieden. Phase 1: fliissig, Phase 2: Gas. vy — v1 &= vy = RT/p (viel Gas,
wenig Fliissigkeit). Daher

dp  qp

dT ~ RT?
Bemerkung: Die Clausius-Clapeyron-Gleichung kann sofort aus dem Carnot-
Wirkungsgrad fiir einen Kreisprozess mit 1 Mol eines Stoffes bestimmt wer-
den, z.B. fiir den Fliissigkeit-Gas Ubergang. Bei einem solchen Ubergang
bleibt der Druck konstant wenn das Volumen des Systems sich zwischen vy
und vy &ndert. Fiir V' < v; hat man das Einphasensystem (Fiissigkeit), fiir
V' > vy ist das System gasformig, fiir v; < V' < vy haben wir ein Gemisch aus
Gas und Fliissigkeit. Die Volumina v; und vy sind natiirlich von der Tempe-
ratur und vom Druck abhéngig, wobei aber diese Abhéngigkeiten im Bereich
zwischen T und T + AT und zwischen p und p + Ap vernachléssigt werden
konnen.

oder P = po eXp (—%) .

Volumervergroflerung bis V' = vy

Abkiihlung bis T'

bei dem Druck p 4+ Ap N
und Temperatur 7'+ AT (Volumen vs)
f !

Volumerverkleinerung bis V' = v,
< bei dem Druck p
und Temperatur T’

Erhitzung bis zur
Temperatur 7'+ d7T" (Volumen vy)

AT und Ap sind klein. A = (vy — v1)Ap. Die Wirkungsgrad
_6A AT

n 7 T
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daher
Ap q

AT B T(UQ — Ul)‘

6.2 Modell zum Ubergang Fliissig-Gas: Die Van-der-
Waals-Gleichung

Einfache thermische Zustandsgleichung, die das “Eigenvolumen” und die an-
zichende Wechselwirkung zwischen der Molekiilen beriicksichtigt. Die Glei-
chung lautet:

(v —b)(p+a/v®) = kT.

v = V/N ist das Volumen pro Molekiil (inverse Dichte des Gases), a und b
sind Parameter.

Bei hoheren Temperaturen sind die Isothermen p(V,T') monoton fallende
Funktionen von V. Bei niedrigeren T werden sie nicht-monoton. Die Uber-
gang zwischen 2 Typen des Verhaltens findet bei der kritischen Temperatur
T. statt. Die kritische Isotherme enthélt einen kritischen Punkt (p.,v.) so
dass in diesem Punkt

dp 0?p
% —_— 07 w — 0.
Dieser Punkt ist durch folgende Werte der Zustandsvariablen charakterisiert:
8 a 1 a
= —— = 3b d = ——.
gy T omd s Re=orp

Die dimensionslose Kombination

KT,

PcUc

8
= — =~ 267
3

fiir das VdW-Gas. Experimentell fiir viele reale Gasen kT, /p.v. = 3.2 + 4.3.
Die Einfithrung der kritischen Parameter erlaubt es, die Gleichung in einer
dimensionslosen, reduzierten Form zu schreiben:

<ﬁ+%> (30— 1) =8¢t

mit p = p/pe, @ = v/v, und t = T/T, (Gesetz der korrespondierenden
Zusténde).
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p/p
| — T/TC=1.1
4 mm—— T/Tc=1.05
——— T/Tc=1
m— T/Tc=0.95
m—— T/Tc=0.9
.
5
.
0
0 1 2 3 4 V/V

Abbildung 8: Isothermen eines Van der Waals Gases.

Koexistenzkurve und Spinodale Bei T < T, existiert der Volumenbe-
reich V; <V < V5 (oder v; < v < v9) wobei das System aus 2 Phasen besteht.
In solchem Zweiphasenzustand hédngt der Druck im System nicht vom Volu-
men ab. Die Zusammensetzung des Systems hiangt vom Volumen derart ab,
dass der Anteil  der Molekiile zur Phase 1 (Fliissigkeit) und Anteil 1 — 2 zur
Phase 2 (Gas) gehort. Diese Anteile sind volumenabhéngig. Bei V' = V; ist
x =1, bei V =V, hat man x = 0. Der Wert von z folgt aus der Minimierung
der gesamten freien Energie, F(T,V, N) = Fy(T, Vi, xN)+Fy(T, V,, (1—z)N)
iiber z unter Beriicksichtigung des Gleichheit der Driicke in beiden Phasen,

OR|  _OF
oV IV

Hier sind Fy(7,V,N) und F»(T,V, N) die Werte der freien Energien in den
entsprechenden reinen Phasen 1 und 2.

Das Festlegung des Drucks p und der molaren Volumen v; und vy erfolgt
durch die sog. MAXWELL-Konstruktion. Nehmen wir an, dass die von der
VAW-GI. beschriebene V-Abhéngigkeit des Drucks uns erlaubt, die Freie
Energie des homogenen System zu bestimmen, unabhéngig davon, ob solche
homogenen Systeme in der Natur als stabile Gleichgewichte realisierbar sind.

V=W V=vV-V1;
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p/p

1.10
1.05
1.00
0.95 | T/T
1.01
i 1.00
0.90 0.99
| | | ‘ ‘ ‘ 0.98
0.7 0.9 1.1 1.3 15 17 VIV

Abbildung 9: Maxwell-Konstruktion, Binodale (- — —) und Spinodale (- - -)
eines VAW-Gases in der Néhe des kritischen Punktes.

Benutzen wir jetzt diese Abhéangigkeit, um die freie Energie der reinen Phase
2 zu bestimmen,

F(T, v5, N) = F(T, 01, N) — / C v )av,

v1

Anderseits, da im richtigen Fliissigkeit-Gas-Gemisch der Druck p(V) = p
konstant bleibt gilt

F(T,v3, N) = F(T,v1,N) —/ pdV = F(T,v1, N) — p(vg — vy).

U1

Die beiden miissen gleich sein. Auf dem Bild heisst das ¢ pdV = 0.

Die Kurve (hier im (p,V)-Diagramm), die aus 2 im kritischen Punkt
zusammenlaufenden Zweige p(vq (7)), p(v2(T)) besteht, ist die Binodale, oder
die Koeristenzkurve, die den Phasenkoexistenzbereich abgrenzt.

Die Maxwell-Konstruktion entspricht der folgenden Eigenschaft des Gra-
phen von F(T,V,N) als Funktion von V: Die Driicke in Punkten 1 und 2
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sind gleich:

_ OF(T.V,N)|  9F(T,V,N)
b= ov - WV oy,

V=V

d.h. dass die Steigungen der Tangenten zu F'(V) in Punkten 1 und 2 sind
gleich. Anderseits, da p; = po und das gesamte Teilchen (Teilchenzahl N)
in Punkte 1 und 2 nur einer Phase angehort, ist G(T',p, N) = uN in beiden
Punkten gleich. Daher F'(V;) + pV; = F(V3) + pVs und

F(Vi) = F(V)
V-V,

= Die Punkte 1 und 2 auf den Graphen von F(V') haben eine gemeinsame
Tangente.

p=-

Das Kriterium des stabilen Gleichgewichts fordert
O’F  Op
RV oV
Die Abhingigkeit p(V') ist aber fiir 7" < 7T, nichtmonoton, und zeigt ein
Minimum bei v} (7)) < v, und ein Maximum bei v5(7") > v.. Die Kurve, die
aus 2 im kritischen Punkt zusammenlaufenden Zweigen p(vi (7)), p(vh(T))
besteht, ist die Spinodale. Im Bereich des (p, V')-Diagramms innerhalb der
Spinodale ist die Existenz des homogenen Stoffes unmoglich.

Das hinterfragt unsere vorherige Diskussion, da die Teile der Isothermen
innerhalb der Spinodalen eigentlich nicht existieren. Die Maxwell-Konstruktion
ist trotzdem korrekt. Wir betrachten jetzt einen Zugang, der Kenntniss iiber
die nicht realisierbaren Zustédnde nicht voraussetzt.

Nehmen wir an, dass GG in Punkt 1 bekannt ist. Da G; = G5 gilt es

(Up = Uy) =T(S2 = S1) + p(Va = V1) = 0.

> 0.

Wir berechnen jetzt U und S, entlang eines Weges Wis, der von 1 nach 2
fithrt, aber auf dem Abbildung 9 vollstdndig oberhalb der Binodale liegt.

ou ou
U2 Ul /I/Vu U /VVlz |:<8V)T v+ (8T>V :|
op
[ (), oo [ v
N2a 1 1
- -9 — N =~ — ).
/W12 v2dV—i—0 a<V1 Vz)
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(siche Kap. 3.1). Das Integral von Cy verschwindet da fir VAW-Gas Cy
volumenunabhéngig ist, und die Punkte 1 und 2 auf einer Isothermen liegen.

Die Volumenunabhéngigkeit von Cy folgt aus der Definition Vo = T'(0S/9T)y
und der Maxwell-Bezichung (0S/0V')r = (0P/0T)y, so dass

2 2 2
oCy _ 7 0°S _7 0°S oy 9p .
ov ), ovor arov o172 ),
Laut VAW Gleichung verschwindet diese zweite Ableitung da der Druck li-

near in Temperatur anwéchst.
Gleichermassen bekommen wir

oS oS
Sy — S —/ ds = / [(—) dV+<—) dT]
’ ' Wiz Wi2 ov T or \%
L5
= — | dV + —dT
/VV12 <8T \% Wi2 T

Nk Vy — Nb
= dV +0 = NkI .
/WMV—Nb * Vi Nb

Insgesamt erhalten wir

1 1 Vo — Nb
N%q | — — =) — NEkT1 + (Vo —V;) = 0.
a(Ll [/2> n[/l—Nb p( 2 1) 0

Da anhand der VdW-Gleichung gilt:

Vo Vo NkT N2a
p(V)dV = / ( - > dv
/Vl vi \V—=Nb V2

1 1 Vi — Nb
= N?a|——— | - NEkT1
“(% vl) Y

bekommen wir die Bedingung fiir die Maxwell-Konstruktion

p(Va — 3) = / Cp(V)av.

\%1
7 Mehrkomponentensysteme

7.1 Die Mischungsentropie

Der Prozess des Mischens zweier idealer Gase ist irreversibel. Somit wachst
die Gesamtentropie des Systems bei einem solchen Mischvorgang an.
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Diskussion. Betrachten wir zunéchst 2 verschiedene ideale Gase (thermische
Zustandsgleichung pV' = NET oder pV = nRT, n — Molzahl) bei gleichem
Druck p und bei gleicher Temperatur 7" in zwei zunéchst getrennten Teilen
eines Behélters vom Gesamtvolumen V. Es gibt insgesamt N; Molekiile des
Gases 1 und Ny Molekiile des Gases 2. Die Volumina der beiden Teile des
Behiélters sind demnach V; = VN;/(N; + Ny) und Ny = VN /(N7 + No).
Das Resultat der Mischung (anhand des Dalton’schen Gesetzes) ist ein ho-
mogenes Gemisch bei gleichem Druck p und gleicher Temperatur 7. Beim
Mischvorgang wurde keine Arbeit geleistet.

Die Reversibilitdat des Mischvorgangs wiirde bedeuten, dass dieses Ge-
misch ohne Arbeitsleistung wieder getrennt werden kann, z.B. mit der Hilfe
einer hypothetischen Membran, die die Molekiile von der Sorte 1 nur von
rechts nach links, und die Molekiile von der Sorte 2 nur von links nach rechts
durchlésst. Die Existenz einer solchen Membrans verletzt aber den 2. Haupt-
satz, da man dann durch einen Kreisprozess, der auf dem reversiblen Trenn-
prozess und Osmose beruht, Arbeit aus nur einem Wéarmereservoir gewinnen
kann. Der Arbeitszyklus unseres Perpetuum mobile ist in der Abbildung dar-
gestellt.

V2

»V T=const P2y

.

Abbildung 10: Links: Ein Perpetuum Mobile 2. Art basiert auf der reversiblen
Entmischungsvorgang. Rechts: Eine semipermeable Membran.

7
|4

Der Arbeitszyklus dieses Perpetuum Mobile 2. Art mit 1 Mol vom Gas 1
(blau) und 1 Mol vom Gas 2 (gelb) ist wie folgt:

1. Als Ausgangszustand liegt ein homogenes Gemisch der Gase 1 und 2
bei Temperatur T vor: Zustand 1.
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2. Eine hypothetische Membran wird eingefiihrt. Diese ist asymmetrisch
und ldsst nur die Molekiile von Gas 1 (gelb) nach rechts und nur die
Molekiile von Gas 2 (blau) nach links. Nach einiger Zeit kommt es zur
vollstdndigen Entmischung der beiden Gase. Die Temperatur am Ende
des Vorgangs ist wieder 71": Zustand 2.

3. Jetzt werden beide Gasen isotherm entspannt. Die Gase leisten dabei
die Arbeit A = —2 [}/ (RT/V')dV' = —2In2RT: Zustand 3.

4. Man fiihrt nun eine semipermeable Membran, die die Molekiile von
Gas 1 nicht durchlésst, aber den Austausch der Molekiile von Gas 2
zwischen den zwei Behélter erlaubt (so was gibt es tatsdchlich: solche
Membrane spielen bei Osmoseeffekten eine grofie Rolle). Die Gase im
linken Behélter mischen sich. Der Druck im rechten Behélter féllt iso-
therm bis p/4 ab. Es wird keine Arbeit geleistet: Zustand 4.

5. Jetzt wird der rechte Teil des Behilters nach links gedriickt. Auf die
rechte Wand des Behélters wirkt nur der Druck des gelben Gases. Da
dem gelben Gas das Gesamtvolumen V' + Vi (Vg — das Volumen des
rechten Teils des Behélters) zu Verfiigung steht, ist die Arbeit nun
A =— f;{//(RT /V)dV'" =In2RT. Am Ende dieses Vorganges sind wir
wieder im Zustand 1.

Die Gesamtarbeit ist A = A+ A’ = —In2RT, und die wird aus der Warme
aus nur einem Reservoir gewonnen!

Das heisst: Die isothermische Entmischung von 2 Gasen erfordert die Ar-
beit A =1n2RT, damit die Gesamtarbeit Null bleibt. Da die innere Energie
des Systems vor und nach der Mischung die gleiche ist, ndmlich Cy; T+Cy 1T,
gilt A=TAS mit AS = RIn?2 fiir die Mischung von jeweils 1 Mol verschie-
dener Gase. AS ist die Mischungsentropie. Léisst man die gleiche Maschine
mit unterschiedlichen Molzahlen der Gase arbeiten, so kann man zeigen, dass

+ no In
ni ng

AS:R(nllnn1+n2 nl—l—n2>'

Erortern wir nun die Situation ohne Verweis auf die Maschine.
Ideale Gasen bestehen aus nichtwechselwirkenden Molekiilen. Die thermi-
sche und die kalorische Zustandsgleichungen des Gemisches lassen sich daher
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wie folgt durch die partiellen Driicke p; und die partiellen Energien U; aus-
driicken:

D =p1+ D2 mit in = N;kKT
U= U1 + U2 mit Uz == Cv’iNZ'T

wobei ¢,; mit ¢ = 1,2 die entsprechenden spezifischen Wérmen pro Molekiil
sind. Unter diesem Gesichtspunkt haben wir es hier mit zwei nicht wechsel-
wirkenden Subsystemen zu tun.

Aus der Gibbs’schen Fundamentalgleichung dU = T'dS — pdV erhalten
wir

dU  p dT dv

wobei wir die kalorische und die thermische Zustandsgleichung benutzt ha-

ben. Daher
Vv

T
S(T,V,N)=c¢,NIn — + NkIn —
(T,V,N) = eNIn 7 + Nk -
(To und V4 sind die Integrationskonstanten). Die Mischungsentropie ist der
Unterschied

AS = [S(T,V,Ny) + Ss(T, V, Ny)| — [Sy(T, Vi, Ny) + Sa(T, Vo, Ny)]

N J/

nachher vorher
= [coaNiInT + NikInV + ¢, oNoIn T + NokIn V] —

—[coaN1In T + NikIn Vi + ¢, 2o No In T + Nok In V5]

% \%
= k{NIn—+Noyln— ).
(111‘/1—1‘ 2nv2)

Man driickt demnach die Anfangsvolumina V; durch V und N; aus V; =
(N;/N)V mit N = N; + N, und bekommt

N N
AS:k(NllnE—I—NQInE). (5)

Bemerkung: Falls die zwei Gase identisch sind, so gibt es bei der Mischung
keine Entropieanderung. Die Gl.(5) ist nicht anwendbar: diese Aussage wird
GiBBS’sches Paradoxon genannt. Die Unterscheidbarkeit der Gase ist sehr
wichtig, da bei unterschiedlichen Molekiile es die prinzipielle Moglichkeit der
Trennung gibt, bei gleichen Molekiilen besteht solche Moglichkeit nicht.
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7.2 Chemische Reaktionen und das Massenwirkungs-
gesetz.

Die Allgemeine Reaktionsgleichung fiir eine (chemische) Reaktion hat ein
Form:
IilEl + K,QEQ + ...+ /imEm — ]{]1P1 —+ kQPQ + ...+ klPl

(z.B. Ny +3H, = 2NHj fiir die Ammoniakerzeugung). Die E; sind die Edukte
und P; sind die Produkte der Reaktion, die Koeffizienten x; und k; sind
die stéchiometrischen Koeffizienten. Diese Gleichung kénnen wir wie folgt

umschreiben:
n
E ViRi = 0,
i=1

mit n = m + [, mit Reaktanden

R — E; firl<i<m
) Pil, frm4+1<i<n

und stochiometrischen Koeffizienten

Y firl <i<m
Vi = ki firm+1<i<n ’
In unserem Beispiel 4, = 1, v, = 3 und v3 = —2. Fiir die Reaktion 2Hs+045 =

2H50 haben wir v; = 2, 1, —2. In der Situation, wo nur eine Reaktion im
System laufen kann, sind alle Konzentrationsidnderungen miteinander ein-

deutig gekoppelt,

on,  0ng on,

—=—=..=— =Jda,

141 1) Vn
a ist die einzige unabhéngige Variable, die den Reaktionsablauf beschreibt
(im Falle mehrerer moglichen Reaktionen gibt es mehrere solcher Variablen).
Sie heifit die chemische Variable oder Reaktionslaufzahl. Bei mehreren Reak-
tionen wird jede durch ihre eigene Reaktionslaufahl beschrieben. Im Weiteren
beschrinken wir uns auf den Fall, wenn es eine einzige Reaktion in dem Sys-
tem laufen kann.

Reaktionen in der Gasphase Der Reaktionsverlauf wird durch die Werte
der freien Enthalpie G(T,p, N;) = U + pV — T'S vorgegeben. Wir werden
nun die molaren Groflen benutzen; n; ist die Molzahl des entsprechenden
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Gases mit n = ) . n;, und ¢,; sind die entsprechenden molaren spezifischen
Waérmen. Die Zustandsgleichungen lauten:

U = E n;,u; = E nich
i i

pV = > mRT

Sei s;(T,p) die molare Entropie des i-ten Gases bei vorgegebenen T und p.
Die Gesamtentropie ist dann

n
T i) = isi(1, iIn —
S(T,p,n;) ;ns( P) + R;n nn,-

—_———— —_———
Entropien der Komponenten Mischungsentropie

Dabher:

n

n
= ilui+ RT —Ts;(T,p)] =T R Jn—
%n[u—k Vs( p)] %nnni
9:(T, p) —_—
Mischungsentropie

wobei g;(T, p) die molare freie Enthalpie fiir die reine Komponente i sei.
Bemerkung: Die Struktur des Ausdrucks G = ). n;g:(T,p) + AS ist ganz
allgemein, die spezifische Form der Mischungsentropie ist aber nur fiir ideale
Gase giiltig.

Im Gleichgewicht ist 6G (T, p) = 0 bei der Variation von n;. Die durch die
Stochiometrie geforderte Nebenbedingung ist dn; = 1;0a. Daher:

0=06G = Y on, {gi(T,p) — RTIn ﬁ]

7

—RT =L _
R an< - nz)

mn
— N g(T. ) — RTIn —
6a§ Vi (gz( ,p) — R nni)

7

53



(das Glied in der 2. Zeile verschwindet da >, ni[(>_; dn;)/n — dn;/ni] =
(22 ni) (D2, 0ny)/n — 32 0n; = 0). Daher

n
v;g;(T,p) = RT viln —.
Z i9:(T, ) Z o -~
K2 K]
Fiihren wir die relative Konzentrationen ¢; = n;/n ein, so schreiben wir

1
Xi:yi Ing; = &7 ;Vigi(T,p) =In K. (T,p),

oder
ch = K.(T,p) =e =2 vigi(Top)/RT _ ,—Ag/RT (6)
Fiir ideale Gase gilt
g _ Di
Ci=— = —.
n p
Daher kann man die GL.(6) fiir die Partialdriicke der Komponenten wie folgt
umschreiben: .
p
zl — = 5 191 T7 )
Ei:v n RT;VQ( p)
oder

HpV'L — T p —e EZ Vigi(Tvp)/RTle’ 1 (7)

Die Gleichungen (6), (7) formulieren das Massenwirkungsgesetz, GULDBERG
und WAAGE 1864, 1867.Dieses beruht nur auf der Form der Mischungsentro-
pie, und gilt demnach solange diese Form giiltig bleibt, d.h. fiir ideale Gase
und ideale Lisungen (spater). K, und K, sind die Konstanten des Massen-
wirkungsgesetzes.

Unter Anwendung des expliziten Ausdrucks fiir g; fiir ideale Gase (¢, ; =
const) kann man zeigen dass K, fiir solche druckunabhéngig ist:

1 1
InK. = RT Z vigi(T,p) = RT Z vi(hi(T',p) — T'si(T, p))

hoi — CpiTD Cpi , S04 , Cpii T b
= il - — =+ =4+ —In— —In—
z@:”( RT R RTR"T "

= f(T)— Zyilnp.
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(hi(T,p) und s;(T, p) — molare Enthalpie und molare Entropie, die Werte mit
Index 0 sind die Integrationskonstanten). Dann ist

In K, :1HKC+Z%1HP

p-unabhéngig: K, = K,(T) und K. = K,(T)p™ mit v = ) . v; (Moliber-
schuss).
Beispiel Ny + 3Hy = 2NH3. v =1+ 3 — 2 = 2, daher

3
CN, (CHQ) _ KP(T)
(enms)” p?
Fiir grofle NH3-Ausbeute muss p daher moglichst grofl sein.
Betrachten wir nun die Ableitungen der Konstante K.(7',p) nach T und

nach p.

9 _ 0 Eiyigi
(arms), = - (o7 5"),

_ Sovg L (O
- RT?  RT 4= "\0T),

——
Si (T7 p)

1 1
= RT?2 Z 1/1(91 + TSZ) = RT?2 Z Vihi<T7p)>

i

0 @
(8_Tanc)p = oo (8)

wobei (), die molare Reaktionswérme ist. Ebenso

0 V; 891 B vV
(%1DKC)T_ 27 (6‘p>T - RT
¢ ——

Vi=V

oder

Fiir ein ideales Gas ist dann

Die Gleichungen (8) und (9) geben die VAN'T HOFFsche Gesetze an (1. No-
belpreis in Chemie, 1901).
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e Druckabhéngigkeit:

— bei v < 0 steigt K, mit der Druckerhéhung: Ausbeute kleiner
— bei v > 0 nimmt K, mit Druckerh6hung ab: Ausbeute grifser

e Temperaturabhingigkeit

— bei @, > 0 (exoterm) steigt K, mit der Temperaturerhchung:
Ausbeute kleiner

— bei @, < 0 (endoterm) nimmt K, mit Temperaturerhhung ab:
Ausbeute grafier

Diese Verhalten kénnen in Rahmen des LE-CHATELIER-Prinzips diskutiert
werden.

7.3 Nicht-chemische Umwandlungen und Ubergiinge

Die Minimierung der gesamten freien Enthalpie unter den Nebenbedingun-
gen der Erhaltungssitze (Stochiometrie) gibt die Moglichkeit, viele andere
Situationen zu beschreiben. Die Form der Mischungsentropie, obwohl nicht
allgemein, stimmt auch fiir verdiinnte Lésungen.

7.3.1 Gefriertemperaturidnderung bei Losung

Betrachten wir das folgende (idealisierte) Zweiphasensystem: Eis (frei von
gelostem Stoff) und die wéfrige (ideale) Losung, insgesamt n Mol Wasser /
Eis (n’ Mol Wasser, n” Mol Eis) und n; Mol gelésten Stoffes. Die molaren
freien Enthalpien sind gy (T, p), gu (T, p) und ¢1(T, p).

Analog zu unseren Uberlegungen zum Massenwirkungsgesetz, ist die freie
Enthalpie des Systems:

G(T,p,n,n1) = n"ge(T,p)+n'gw (T, p) + n1g9:(T, p)
! !
—RT (nllnn ket +n/lnn —i—m) .

ny n’

(das erste Glied ist die freie Enthalpie von Eis, und die 3 weiteren Glieder
geben die freie Enthalpie der fliissigen Losung) an. m; bleibt konstant und
n” =mn —n'. Nach der Variation in Bezug auf n’ erhéllt man

n' +ny

—g5(T,p) + gw(T,p) = RT'In — RTIn (1 + %) — RT¢,

n/
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mit c¢;— Konzentration der gelosten Molekiile.
Bemerkung: Die Situation kann als Ubergang (Reaktion) bei der die Wasser-
molekiile aus der Wissrigen in der Eisphase und zuriick iibergehen: W = E
mit stochiometrischen Koeffizienten vy = 1 = —vg.

Sei Ty die Umwandlungstemperatur des Wassers (i.e. 0°C) bei atmosphéri-
schem Druck. Bei dieser Temperatur ist gw (7, p) — ge(T,p) = 0. Daher

(T —To) (a% lgw (T, p) — gE(T,p)])T ~ RTyc,

.

-~

—Sw (To,p)+SE(To,p)

oder

—(T — To)% ~ RTQCl
To

mit Qs— Schmelzwirme, Qs = [Sw(To,p) — Se(Ty,p)] /To (positiv fur alle
Stoffe ausser *He) und
RTOZC N RTE ny

Qs = Qs n
(betrachtet wird die Losung gerade bei Beginn der Eisbildung, n’ ~ n): Ge-
friertemperaturerniedrigung, d.h. Abnahme der Schmelztemperatur in einer
Losung.

Bemerkung 1: Dieser Effekt wird bei der Salzstreuung auf Strassen zur
Glatteisvorbeugung benutzt.

Bemerkung 2: In der Salzlosung dissoziieren die Salzmolekiile: Parallel zur
Losung lauft die Reaktion NaCl = Na + Cl. Die Konzentration der gelésten
Molekiile n; ist demnach hoher als die molare Konzentration der Salz.

Bemerkung 3: Dieser Effekt hat nicht unmittelbar mit der Temperaturer-
niedrigung des Gemisches bei der Losung des Salzes (z.B. zur Sektkiihlung)
zu tun (sieh unten).

Bemerkung 4: Die gleichen Uberlegungen gelten fiir die Siedepunkterhohung.
Die Umwandlingswérme ()g ist in diesem Fall ebenfalls positiv, aber das
geloste Stoff bleibt in der Phase mit niedrigerer molarer Entropie — umge-
kehrte Vorzeichen der Temperaturédnderung.

T—Toﬁ

7.3.2 Osmotischer Druck

Betrachten wir nun ein System mit einer semipermeablen Membran, welche
das Losungsmittel, nicht aber den gelosten Stoff durchléfit. Heuristisch: der
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Gesamtdruck in der Kammer mit geldsten Stoff wird um den Partialdruck
des gelosten Stoffes erhoht.

Losungsmlt_’ﬁel, Druck p nur Losungsmittel
geloste Stoff, Druck posm
k
Gesamtdruck p + posm Gesamtdruck p

Auch hier kann man entweder freie Enthalpien variieren oder formal den
Links = Rechts Ubergang fiir die Losungsmittelmolekiile als Reaktion be-
trachten.

Analog zu unseren vorherigen Uberlegungen,

G(T,p,n,ny) = ngg(T,p)

+ny, In
ny nr

ng +ny nL+n1>

(1. Glied: Rechte Kammer, 2. Zeile: linke Kammer, n; — Molzahl des gelosten
Stoffes). Nach nj wird variiert unter der Nebenbedingung ny + ng = n.
nr + ni

—gr(T,p) + 9.(T,p + Posm) = RT' In -
L

Unter der Annahme n; < ny, bekommt man:

(?) Dosm ~ RT—L
P o, T

v, molares Volumen
oder
Dosm = RTL = nlﬁ.
nrpv VL
Der osmotische Druck p,s, ist jener Druck, den ein ideales Gas mit der
Molzahl des gelosten Stoffes bei Temperatur 7" und Volumen V;, haben wiirde.

7.4 Nichtideale Mischungen und L6sungen.
Fiir die idealen Mischungen gilt

GMischung = ngi(T, p)+RTZn,- Inc; = Z n;19:(T,p) + RT' In¢;] = Z e

4in diesem Paragraf werden konsequent molare Gréfen benutzt!
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Daher ist die Anderung der freien Enthalpie bei der Mischung AG = G —
> 1igi(T, p) nur auf die Mischungsentropie zuriickzufithren. Das heisst, dass
bei der Mischung

AH=0, AS=-R)» n;jlnc.

e Bei vielen realen Mischvorgédngen verschwindet die Enthalpieinderung
nicht: es gibt die nichtverschwindene Mischungswérme. Betrachten wir

K

OH Koo
HMischung(pa T, Ni) = an (8_M)anl = Znihi

=1 =1

(aus Extensivitidt = Euler-theorem; [ # i, T — keine natiirliche Variable
von H). h; — Molare Enthalpie in der Losung.
Betrachten wir Mischung zweier Stoffe in gleichem Aggregatzustand
(z.B. Flussig-Fliissig, wie Wasser und Ethanol), so gilt
Hiow = nihy +nghy
Hupatk = nahy +nohy

Die Mischwarme ist dann
Qv = Hyach — Hyor = 711(711 —hy) + 712(52 — hs).

Die mittlere molare Mischwérme bei vorgegebenen Konzentrationen ist

dann
 Qu
Gm

_ = ¢1(h1 = h1) + ca(hy — hy).
T+ 13 61(1 1) 02(2 2)

Wird z.B. ein fester Stoff (2) in der Fliissigkeit (1) gelost, muss dazu
noch die Warme beriicksichtigt werden, die fiir die Zerstorung des festen
Molekiilverbandes noétig ist, d.h. die Schmelzwirme des festen Stoffes
qs = ho — ho fest- Das Andert nichts an der Gesamtform

m = cl<ill —hi) + CQ(iL2 — ho) + co(ha — ho fest)
= c1(h1 — h1) + ca(ha — hofest),

zeigt aber, dass die Warmen bei Losung fester Stoffe betrachtlich gross
sein konnen (Salz + Wasser).
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e Die Form des Mischungsentropie kann sich auch &ndern (statistisch
gesehen, dadurch, das die Molekiile des gelosten Stoffes in der Losung
sich nicht ganz zufillig verteilen). Man muss dadurch Korrekturen zur
Mischungsentropie beriicksichtigen. Man schreibt:

GMischung = Z n;[g:(T,p) + RT Ina;] = Z n;[¢;(T,p) + RT Inc; + RT In f;] .

Die Werte a; bezeichnet man als Aktivitdten und f; sind die Aktivitéts-
koeffizienten. In Abweichung von der idealen Mischung haben wir nun

pi = i+ pf = i+ RT I f

(u? — chemisches Zusatzpotential).

Klassifikation realer Mischungen. Wir diskutieren hier nur binédre Mi-
schungen. Betrachten wir die molare freie Zusatzenthalpie

ideal

Z Z
o = C14q +62,u2.

g

Da c¢; 4+ ¢o = 1, kann man schreiben

Opi | ¢ i

z z
= +c + = + ..
H Ml‘@:o ey | 2 dc3
aluZ C2 62,”2
z z 2 1071y
= + Sl
K K ‘01:0 “ ey * 2 Jc2 +

(u; hangen nur von der Konzentration der jeweils anderen Komponente ab!).
Beicy =1, ¢co =0 und bei ¢; =0, ¢ = 1 verschwinden ,uiZ, da wir mit reinen
Komponenten (bzw. sehr verdiinnten, d.h. idealen Lésung) zu tun haben, i.e.
p%‘qzo = pﬂCFO = 0. Daher ist in der niedrigsten Ordnung

op?  ou%
7z _ o Ops
o =aus (o + o

mit co =1 —¢q. LA, gilt

9" =l —c)fler, ).
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(mit ¢3 = 1 — ¢1). Entwickeln wir nun die Funktion f(c;,c2) nach der Kon-
zentrationsdifferenz ¢; — ¢y = 2¢; — 1, so bekommen wir die allgemeine Form

9" =c(l—c1) [A+ BQ2ci — 1)+ C(2c; — 1)* + ] |

Die Klassifizierung der Losungen erfolgt nach den Werten der Koeffizienten
in dieser Form:

e Fiir ideale Mischungen verschwinden alle Koeffizienten: A = B = ... =
0.

e Die Situationen A # 0 mit B = C' = ... = 0 entsprechen einfacher,
oder symmetrischer Mischung

e Verschwindet A und mindestens einer der weiteren Koeffizienten nicht,
so spricht man von einer unsymmetrischen Mischung.

Die Stabilitdt der Mischung erfordert

K
2 1 82G(T7p7 {nk}) ] S
0°G = 5 E Jnidn, on;on; > 0.

ij=1

e Die idealen Mischungen sind immer stabil

e Reelle Mischungen zeigen Ubergéinge zwischen unterschiedlichem Ver-
halten (die den Ubergingen von praktisch vollsténdiger bis hin zu prak-
tisch fehlender Mischbarkeit entsprechen). Es existiert eine Temperatur
T} (die Entmischungstemperatur), unterhalb oder oberhalb derer das
System in zwei Phasen mit verschiedenen Zusammensetzungen zerféllt.
Einige mogliche Verhaltenstypen auf (7, ¢p)-Diagramm: siehe Abbil-
dung.

7.5 Gibbs’sche Phasenregel

Betrachten wir nun ein hetherogenes System aus K Bestandsteilen (verschie-
dene Stoffe) mit ¢ phasen (z.B. ein Alkohol-Wasser-Gemisch mit Eis). Neh-
men wir zundchst an, dass es im System keine chemische Reaktionen gibt. Im
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Gleichgewicht des Systems ist AG = 0 mit Teilchenzahlen der Komponenten
Ny, = const (oder Molzahlen n; = const). In einem Mehrphasensystem gilt:

@
G =Y GUT,p,N", .. N,

=1

wobei GO(T, p, Nl(i), oy N (i)) die freie Enthalpie in der entsprechenden Phase
iist. G(T,p, N;) ist extensw daher

GOT,p,aN, ..aNQ) = aGO(T,p, N, NY).

Es gilt der Euler’sche Satz

K G K L A .
GO(T,p, N7, .., ND) ZN; ( ()) =S NOUNTp, NP, LN
Tp

Die chemische Potentiale ,uy) (T, p, Nl(i), o N ;?) sind vom jeweiligen N J@ un-

abhéngig (da sonst die Homogenitét verletzt wird).

Die intensive Zustandsfunktionen ,ug-i) (T, p,...) konnen nur von intensiven

Kombinationen von NN, kz abhéngen. Fiihren wir die relativen Konzentrationen

/Z N; (1) ein, so ist ,ug)(T D, Nl(z), ...,N( )) M; )(T D, cg), ...,c,(j)).

Da Z]K:l c; = 1, gibt es nur K — 1 unabhéngigen Variablen c;.

Die Gesamtzahl der Variablen T, p, {cg-i)} (allesamt intesiv) ist ¢p(k—1)+2.
Die Werte von N, die die chemische Zusammensetzung des Systems beschrei-
ben (insgesamt K Stiick) sind fixiert.

Im GG sind die chemischen Potentiale aller Komponenten in einer Phase
gleich (Beweis spéter *). Insgesamt gibt es deshalb ¢ — 1 Gleichungen pro
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Komponente und K Komponenten:
1

.

K Zeilen ¢—1Gl'en ,

e )
B —C

insgesamt K (¢ — 1) Gleichungen, deren ¢(K — 1) + 2 Variablen geniigen
miissen. Die Zahl der freien Parameter, die sich im Gleichgewicht dndern
konnen, ist dadurch

f=¢(K-1)+2-K(p—1)=K—¢+2.

Damit das Gleichungssystem i.A. erfiillt werden kann, soll f > 0 sein.

Beispiele:

e Einkomponentiges Zweiphasensystem: K = 1,¢ = 2 = f = 1. Die
Koexistenz zweier Phasen ist entlang einer Linie im (p, T")-Diagramm
oder im (p, V)-Diagramm moglich (Binodale).

e Einkomponentiges Dreiphasensystem: K = 1,¢ = 3 = f = 0. Drei
Phasen konnen nur in einem Punkt koexistieren (Tripelpunkt), d.h.
bei festen 1" und p.

e Es gibt keine Moglichkeit der Koexistenz von 4 Phasen in einem Ein-
komponentensystem.

e In einem zweikomponentigen System gibt es so eine Moglichkeit: f =0
bei K =2 und ¢ = 4. Z.B. Alkohol und Wasser sind in fliissiger Phase
und in Gasphase mischbar. Daher kénnen Dampf, Fliissigkeit und 2
feste Phasen koexistieren.

*Noch fehlender Beweis: Wir wissen, dass beim Kontakt zweier Einkompo-
nentensysteme die chemischen Potentiale gleich sein miissen. Hier ist die Ver-
allgemeinerung dieses Satzes auf ein mehrkomponentiges Mehrphasensystem.

Da im Gleichgewicht die freie Enthalpie ihr Minimum erreicht, betrachten
wir die Variation von G bei konstanten 7" und p

K ¢
0G =3 (T, p "N

k=1 i=1
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mit der Nebenbedingung

¢
SN = N
=1

Man kann die Variation unter Nebenbedingung mit der Hilfe der Lagrange-
Multiplikatoren-Methode durchfiihren, indem man die unbedingte Variation
sucht

K
5 -] o
k=1 =1

Ak, sind die Lagrange-Multiplikatoren (zusétzliche freie Parameter). 6V k(f) sind
beliebig, daher ist jede der Klammern getrennt gleich 0:

p =X =0, i=1,..¢ k=1, K
Ar konnen jetzt eliminiert werden.

Bemerkung: Sind in unserem System noch chemische Reaktionen moglich, so
sind bei R solchen Reaktionen noch R interne Variablen (Reaktionslaufzah-
len) vorhanden. Die Gesamtzahl der Freiheitsgrade verringert sich dann um
R und ist

f=K—-—¢—R+2.

Wie friiher, soll es f > 0 gelten.

8 Thermodynamik der Phaseniiberginge 2.
Art

8.1 Ehrenfest-Klassifizierung der Phaseniibergéinge

Bei Phasenumwandlungen sind die entsprechenden molaren freien Enthalpien
g(p,T,...) (bzw. die chemische Potentiale) beider Phasen gleich.

e Bei den Phaseniibergéingen 1. Ordnung (1. Art) zeigen einige ihrer 1.
Ableitungen (z.B. molare Volumen dg/dp) Unstetigkeiten (typischer-
weise endliche Spriinge). Kennzeichnend sind auch die endlichen Um-
wandlungswirmen (. Solche entsprechen formal einer starken Diver-

2

genz der spezifischen Wérmen "¢, = 00”.
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e Bei Phaseniibergéngen 2. Ordnung (oder 2. Art) sind die molaren freien
Enthalpien und ihre ersten Ableitungen (d.h. molares Volumen, molare
Entrope, u.s.w.) stetig, die 2. Ableitungen hingegen haben eine Singu-
laritdt (z.B. Spriinge in ¢,).

Man kann sich auch Phaseniibergénge hoherer Ordnungen vorstellen. Diese
wurden aber nie beobachtet. Man unterscheidet deswegen verniinftigerweise
nur die Phaseniibergénge 1. Art und die kontinuierlichen Phaseniibergénge
(2. Art).

Die spezifischen Warmen bei Phaseniibergéngen 2. Art zeigen typischer-
weise eine schwache (integrable) Divergenz

T — T\ ]
Chn X | ———— =
P Tc

(t = (T —1T.)/T. — reduzierte Temperatur) mit 0 < o < 1, die insgesamt der
verschwindenden Ubergangswérme

Q= / ¢(T)dT = 0

entspricht. Die Ubergéinge mit o — 0 entsprechen entweder einem endlichen
Sprung von ¢, oder einer logarithmischen Divergenz

¢ X In|T — T

(ein A-Punkt) wie es bei dem Ubergang von normalen zur suprafluiden Heli-
um zu beobachten ist.

Ab und zu sind bei Ubergingen 1. Art die Umwandlungswirmen so klein,
dass die entsprechenden Systeme fast {iberall (mit Ausnahme der n&heren
Umgebung der Umwandlungstemperatur) ein fiir Ubergéinge 2. Art typisches
Verhalten zeigen. Man spricht dabei von schwachen Ubergingen 1. Art.

Eine solche Situation kann anhand des Verhaltens des van-der-Waals Ga-
ses in der N&he des kritischen Punktes erldutert werden. Wir fangen bei
kleineren Dichten (bzw. groferen Volumen), d.h. in der homogenen Gaspha-
se, an. Bei T' < T, zeigt das System bei entsprechenden Werten des Volumens
(oder besser, der mittleren Dichte) Zweiphasenverhalten mit einem Ubergang
1. Art mit Entstehung einer neuen Phase (Fliissigkeit), welche durch einen
anderen Wert der Dichte als der Dichte in der Gasphase gekennzeichnet ist.
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Die thermodynamische Variable, die die Phasen am besten unterscheiden
l4sst, nennt man den Ordnungsparameter des Uberganges. Im Fall des Gas-
Fliissigkeit-Ubergangs ist das die Dichte: bei kleineren Dichten hat man es
definitiv mit dem Gas, und bei gréfleren Dichten definitiv mit einer Fliissig-
keit zu tun. Bei T = T}, verschwindet die Verdampfungswirme; der Ubergang
wird zu einem 2. Art. Oberhalb T, gibt es keine Moglichkeit mehr zwischen
Phasen zu unterscheiden (man beobachtet mehr oder weniger dichtes Fluid).
Nahe am T, (T < T.) ist die Verdampfungswéirme klein: Das Phaseniiber-
gang bleibt 1. Art, wird aber schwicher. Da der Fliissigkeit-Gas-Ubergang
bei T = T, ein Ubergang 2. Art ist, redet man oft von der Theorie der
Uberginge 2. Art als der Theorie der kritischen Phdnomeme.

8.2 Die Landau-Theorie der Phaseniiberginge 2. Art.

Wir betrachten diesen Zugang am Beispiel der Magnetischen Systeme (wofiir
es anfinglich auch entwickelt war). Andere Anwendungen: vor allem Su-
prafluiditat und Supraleitung.

Bei Ferromagneten in Abwesenheit des dufleren Feldes gibt es bei T' = T
(T — Curie-Temperatur) einen Ubergang aus dem paramagnetischen (T >
Tc) zum ferromagnetischen (7' < T¢) Zustand, der durch Entstehung spon-
taner Magnetisierung M im ganzen System oder in seinen makroskopischen
Teilen (Doménen) gekennzeichnet ist. M wird dabei als Ordnungsparameter
betrachtet. Fiir T > T, ist demnach bei H = 0 auch M = 0, bei T' < T,
ist M # 0 auch ohne dufleres Feld. Einfachheitshalber betrachten wir einen
stark anisotropen Ferromagneten, wo M nur eine Richtung annehmen kann;
M ist der Wert der Magnetisierung in dieser Richtung.

Nach LANDAU (1933) nehmen wir an, dass die freie Energie F(T, M)
des Einphasensystems in der Ndhe von T in eine Taylor-Reihe entwickelt
werden kann. Bei H = 0 ist unser System isotrop in dem Sinne dass die
beiden mogliche Richtungen von M gleichberechtigt sind: F(M) = F(—M).
Daher sind nur die geraden Potenzen von M in der Entwicklung erlaubt.
Deswegen

F(T,M) = Fy+ A(T,V)M? + C(T,V)M* + ...

In der Nihe des Uberganges ist M klein, und die hoheren Glieder spielen
keine Rolle. Da 0F/OM = H, ist ohne dufleres Feld

2A(T, V)M + AC(T,V)M? + ... = M [2A(T, V) + 4C(T, V) M?] = 0.
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Diese Gleichung hat entweder eine reelle Losung M = 0 (bei A(T, M) /2C(T,V) >
0) oder 3 reelle Losungen

0
M = { +/A(T, V) 2C(T, V) (10)

Die erste Situation ist klar mit der paramagnetischen Phase, die zweite Situa-
tion mit der ferromagnetischen Phase zu indentifizieren. Zunéchst betrachten
wir die Situation bei einem konstanten Volumen: A und C' sind nur von Tem-
peratur abhéngig.

Bei hoheren Temperaturen ist die paramagnetische (symmetrische, oder
ungeordnete) Phase stabil (d.h. (0*F/0M?),.,, > 0). Daher wird angenom-
men, dass fir 7 > T¢ gilt A(T) > 0. Bei T < T ist diese Phase instabil
(und nicht vorhanden), d.h. A(T" < T.) < 0. Schlussfolgerung: A(7T") &ndert
das Vorzeichen bei T' = T. Aus der Existenz der ferromagnetischen Phase
(mit niedrigerer Symmetrie, d.h. mit der hoheren Ordnung) bei T' < T folgt
dann C(T) > 0.

Annahme: A(T) und C(7T) sind analytische Funktionen von 7" bei T' =
Tc, d.h.

AT)=a(T —Tc) + ... (11)

und C(T) = C(T¢) + .... Daher gilt ist in der Ndhe von T = T¢:
F=Fy+aT—-To)M*+CM* + ...

Bemerkung: Die Annahme iiber das analytische Verhalten der Koeffizienten
ist zwar plausibel, aber nicht unbedingt richtig. Die Landau-Theorie versagt
oft in der unmittelbaren Nihe des Uberganges.

Der Ordnungsparameter in der Néhe des Phaseniiberganges verhélt sich
deswegen wie

0
M = .
{ +/56VIic—T
Die Freie Energie der Gleichgewichtsphase (wo M als interner Parameter
sich frei einstellen kann, und durch Gl'en (10) und (11) gegeben wird) ist
deswegen
Fo(T) fir 7' > T
F — a2 2 .
Fo(T) = 5z(Te =T)* + ... firT <T¢
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und ist zusammen mit ihrer 1. Ableitung bei T = T stetig. Die Entropie
und der Druck bleiben bei dem Phaseniibergang stetig, z.B.

o _(9F\  _ [ S(D) fiir T > Te
—\ar )y L S(M) +S(Te—T)+... fieT<To

Die Zweite Ableitung der Entropie erfihrt einen endlichen Sprung:

(82]7 ) (82F ) _a
aTQ V.Mga, T>Tc 8T2 V.Mga,T<Tc B

wobei Mgq der entsprechende Gleichgewichtswert der Magnetisierung ist.
Der Sprung in der spezifischen Wirme ist z.B.

oS a®

Die Spriinge in der Kompressibilitit x = —V =1 (0V/9p) und im isochoren
Druckkoeffizient 8 = p~! (9p/dT) sind mit der V-Abhéngigkeit von @ und C
(und dadurch diejenige von T¢) verbunden. Es gilt (mit 7 = T — T), z.B.
AB=p ' A(0p/dT), = p~ A (0S/OV) = p~' 57 [(a?/C) 7]y

Unter dem Einfluss des Magnetfeldes éndert sich die Gleichgewichtsbe-
dingung. Da (0F/0OM) = H gilt, so ist

2a(T — Te)M +4CM?* = H.

Fiir T' > T gibt es zu jedem H-Wert nur ein M-Wert. Fiir T' < T kann es
drei entsprechende Werte geben.

Allerdings entspricht der Teil der Kurve zwischen dem Maximum und
dem Minimum den thermodynamisch instabilen Zusténden, da 0H/OM < 0
ist. Fiir T' < T findet ein Phaseniibergang 1. Art statt (wie bei der VAW-
Gleichung). Dies ist ein Ubergang in der Orientierung von M mit einem
moglichen Koexistenzbereich (2 verschiedene stabile Werte von H bei glei-
chen M) und mit den durch Kreise markierten Extrema der Kurve durchge-
hende Spinodale.

Die Suszeptibilitéat

o (OMY OH\"' 1
XTaSo\oH ), = moM(u=g \OM ). ~ 2a(T — T¢) + 120M?
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v
7/
v

T>T, T< 1T

Im paramagnetischen Bereich T > T¢ ist limy_.o M = 0 und

1

X Su(T —Te)

in ferromagnetischen Bereich T' < T¢ ist limpyo M = /—a(T — T¢)/2C;

daher
1

X a(Te —T)

Die Suszeptibilitéit divergiert bei T — T¢. Das bedeutet allerdings nicht, dass
M als Funktion von H divergiert und weist lediglich auf nichtanalytisches
Verhalten von M (H) hin. Fur T' = T gilt

ACM? = H

H\ /3
8.3 Die Schwichen der Landau-Theorie. Die nichtklas-
sischen Kritischen Exponenten.

so dass

Bei den Ferromagnetika beschreibt die Landau-Theorie adédquat die Situati-
on fiir einen ziemlich breiten Bereich der Parameter, versagt aber im kleinen
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Fluktuationsbereich in unmittelbarer Nihe des Uberganges: das experimen-
tell gemessene Verhalten in diesem engen Bereich unterscheidet sich von dem
oben diskutierten. Grund: in unmittelbarer Nihe des Uberganges kann man
die Fluktuationen des Ordnungsparameters nicht mehr vernachléssigen, d.h.
die rdumliche Homogenitdt des Systems ist nicht mehr gewéhrleistet. Bei
Supraleitern ist der Fluktuationsbereich so eng, dass er praktisch (experi-
mentell) irrelevant ist.

Die Landau-Theorie schldgt potenzartige Abhéngigkeiten (Singulatitdten
oder Divergenzen) der thermodynamischen Parameter in der Nihe des Uber-
gangs vor. Die entsprechenden Exponenten der Potenzgesetze werden die
kritischen FExponenten genannt. Dieses Resultat ist durch Experimente und
numerische Simulationen bestétigt; die experimentellen Werte unterscheiden
sich aber von der Vorhersagen der Landau-Theorie.

Die Kritische Exponenten der Landau-Theorie (Ordnungsparameter M)
sind die gleichen wie bei dem Fliissigkeit-Gas Phaseniibergang im kritischen
Punkt (d.h. 7" — T, bei der fixierten Stoffmenge), gegeben durch die Van-
der-Waals Gleichung (Ordnungsparameter Ap = prp — pg, die Unterschied
der Dichten zweier Phasen). Die beiden Modelle geben die gleiche Werte der
kritischen Exponenten, die als Mean-Field oder Landau-Werte bezeichnet
werden. Im Folgenden werden wir die Ordnungsparameter durch p (u = M
oder i = pr — pg) bezeichnen. Die Mean-Field (MF) und die experimentelle
Werte der Exponenten fiir magnetischen Ubergang und fiir Fliissigkeit-Gas-
Ubergang sind in folgender Tabelle zusammengefasst.

Exp. Fliissig-Gas Magnetisch Temp.-Bereich | MF Exper.
o | G (T T Oy~ (07 T<T. [0 9] 01
a Cp ~ (—t)* Cy ~ (=)~ T>T, 0 0.1
3 Ap ~ (—t)° M ~ (—t)? T<T. 1/2 103+04
S I ) il I e i T<T. | I | 12
~ kr ~ (=) xr ~ (=t)77 T>T1T, 1 1.2+1.3
0 | p—pc~(Ap)° | H ~|M| sign M T=1. 3 42

*) Endlicher Sprung.

Grund: in der Landau-Theorie werden die thermischen Schwankungen nicht
berticksichtigt. Nahe am Ubergang ist F'(M) eine sehr ”flache” Funktion, so
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dass verschiedene Teile des Systems unterschiedliche Werte von M anneh-
men konnen ohne dass die gesamte freie Energie merklich ansteigt, d.h. es
bestehen lokale Fluktuationen des Ordnungsparameters. Im makroskopischen
(abgesehen von T' = T.) ist das System homogen. Die typische Léngenska-
la ab welcher das System als homogen angesehen werden kann heisst der
Korrelationsradius &:

£~ (=)™ fiir T <T,
|t fir 7> T,

und divergiert bei T... Die Entstehung der makroskopischen Inhomogenitéten
nahe an 7T}, ist fiir den Gas-Fliissigkeit Ubergang experimentell als kritische
Opaleszenz leicht zu beobachten. Diese Fluktuationen kénnen quantitativ
durch die Korrelationsfunktion der lokalen Magnetisierungen (Dichten) be-
schrieben werden, entweder auf mesoskopischem Niveau

Ge(r) = (M(0)M(x)) — (M)

(Mittlung iiber alle Positionen des Ausgangspunktes 0 im Systemvolumen)
oder auf mikroskopischen Niveau, wobei man statt M das Magnetmoment
(“Spin”) des entsprechenden Atoms benutzt. Die Korrelationsfunktionen kénnen
in Streuexperimenten experimentell gemessen werden. Bei grosseren Absténden
(fiir t # 0) fallt die Funktion G.(r) im wesentlichen exponentiell ab: G.(r) o
exp(—1/¢).

Die Exponenten «, o/, 7,7/, v, u.s.w. werden die kritischen Exponenten
genannt. Sowohl Experimente als auch theoretische und numerische Resultate
zeigen, dass die entsprechenden Exponenten an beiden Seiten des Ubergangs
gleich sind: a = o/, vy =7+, v="1"

Die Kombinationen kritischer Exponenten unterliegen einigen Unglei-
chungen, z.B.

a+28+v2>2.
Beweis: Es gilt
OM\>
Cy—Cu=T(=] x
=M (8T)HXT

(fiir ein magnetisches System) bzw.

2
C,—Cy =TVa’k;' = -T (Z—;) (S_X];)
T

p

71



fiir das fluide System. Da aus thermodynamischen Stabilitdt Cy; > 0 folgt,
so gilt

OM\?
> —_— .
CH_T<8T)H/XT (12)
Fiir t =& —0 hat man
CH X (—t)_a7
Xr & (_t)*’y’

(%—Af)H D) (1)

Daher fiir kleine negative ¢
(—t)™* > const (—t)*"72(—t)",
oder (—t~1)2+7 > const (—t71)272 d.h. a +v > 2 — 28 oder
a+28+v2>2

(RUSHBROOK, 1963).

Auf gleichen Wege ist es moglich, aus thermodynamischen Identitéiten
und Ungleichungen die weiteren Ungleichungen fiir die kritischen Exponenten
bekommen, wie z.B.

a+p0+1)>2

(GRIFFITHS, 1965),
10+1) = 2—-a)(d-1),

(sog. 2. Ungleichung von Griffiths) und
v—pB(6—1)>0.

Es gibt noch zwei wichtige Ungleichungen die v beinhalten und deswegen
nicht aus der Thermodynamik des Gleichgewichts (sondern aus der sog.
Fluktuation-Dissipation-Theoremen) folgen. Diese beziehen sich auf der Ei-
genschaften der Korrelationsfunktion

dv > 2 — «
mit d — Dimension des Raums (JOSEPHSON, 1967) und
T<E2-ny
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(FISHER, 1969) wobei 7 noch ein kritischer Exponent ist, der die rdumlichen
Korrelationen des Ordnungsparameters in verschiedenen Teilen des Systems
am makroskopischen Abstand r voneinender bei t = 0 beschreibt: fiir ¢ — 0
Go(r,t) ~ 1/rd=%n,

Wenn man alle diese Ungleichungen fiir die experimentellen Werte der
Parameter betrachtet, so sind die Unterschiede von der exakten Gleichheit
der linken und rechten Seiten unbedeutend. Die bekannten kritischen Ex-
ponenten eines exakt losbaren 2-dimensionalen ISING-Modells (ONSAGER,
1944)

d=2, a=0, B=1/8, ~y=T7/4, 6=15 v=1 n=1/4

erfiillen die Identitdten ebenfalls. Das gleiche ist der Fall fiir verwandte, exakt
l6sbare Modelle.
Es gilt daher:

a+28+v=2 Rushbrook-Identitdt
v=p(00—-1) Griffiths- Identitdt

Y0 +1)=(2—a)(0—1) 2.Identitit von Griffiths
vy=(2-n) Fischer-Identitt

dv =2 —« Josephson-Identitdt

Die Erklarung dieser Identitdten war ein grofler Triumph der Theorie der
Phaseniibergénge.
Die Landau-Theorie entspricht

a=0, f=1/2, v=1, 6=3, v=1/2, n=0

(die Werte von v und 7 folgen aus dem erweiterten Ansatz, der sog. Ginzburg-
Landau-Theorie, die die Fluktuationen teilweise beriicksichtigt). Aus der
Josephson-Gl. folgt dann d = 4: die Landau-Theorie wire im vierdimen-
sionalen Raum exakt.

Bemerkung: Nicht alle Identitédten sind wirklich verwunderlich. Fiihren wir
eine umgekehrte Reihenfolge der Grenziibergiingen durch: zunéchst setzen
wir H > 0 und machen den Ubergang t — —0 und erst dann nehmen wir
H — 0. Unmittelbar bei T' = T, gilt nicht die lineare Beziehung M = yH
sondern der Zusammenhang

|M] o | H|Y.
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Dieses gilt auch fiir ¢ # 0 wenn die Felder (Magnetisierungen) grofigenug
sind. Benutzen wir das nun auch nahe am T, so bekommen wir

oM
Dl Hl/(sfl — lezs
(57,

Nehmen wir an, dass dies auf beiden Seiten des Uberganges gilt. Da fiir
t — —0 H — 0 gilt, verhilt sich die Magnetisierung wie M o (—t)”. Somit

erhalten wir .y
—pB(0-1)
—_— —t .
(aH)T“< )

Daher ist v = (6 — 1). Wenn wir diesen Wert in die Rushbrook Identitét
einsetzen, so erhalten wir diejenige von Griffiths.

8.4 Die Skalenhypothese

(WiDpoM, 1965). Die Identitdten lassen sich (nur) erkldren, wenn man an-
nimmt, dass die freie “magnetische Enthalpie” F*(T,H) = F — M H nahe
am kritischen Punkt ganz spezielle Eigenschaften aufweist (wie immer, neh-
men wir im magnetischen System an, dass V' konstant bleibt, so dass es nur 2
relevante Variablen gibt). Fiithren wir nun die Dichte der magnetischen frei-
en Enthalpie ein: f(¢,h) = V-'F*(T, H) (hier habe ich den dimensionslosen
Wert des Magnetfeldes h = H/H o, eingefiihrt, wobei H,pq, irgendein cha-
rakteristischer Wert ist (weiterhin unwichtig). Widom stellte eine Hypothese
auf, dass in der Néhe von T,

m = (). (13

t=/y

wobei 9(z) irgendeine, hinreichend oft differenzierbare Funktion einer Varia-
blen ist. Dies ist dquivalent zur Annahme dass f(¢, h) eine verallgemeinerte
homogene Funktion ist, d.h.

Af(t, h) = FOVE, \°R).

Zu erklidren, warum das so ist, war ein grosser Triumph der statistischen
Physik.
Unter der Annahme der Beziehung (13) hat man

/v
M x — 9f = ————'(0) oc t1=O/Y,
oh t,h—0 te/ ~
’ Zahl
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Anderseits gilt: M o< t? = |3 = (1 — z)/y|. Gleichermafien hat man

o' f ) (1-20)/
XX — | =5 oc tHTEYYT(0).
<8h2 t,h—0

Da xy xt™7 = |y = (2 — 1)/y| . Die spezifische Warme bei H =0

82F*) 1 0? h P»(0)11—y
e 7 SIEY ) PR T Er
=0 ( o1? ) 4, T, Ot? tx/y T. v vy

=0 da r=0

Cy xt ™ =|a=2—1/y|. Kombinieren:

Qyu—1)+2(1—xz)+ (2 —1)
Y

a+20+v= =2

Um an den Wert von § zu gelangen schreiben wir

£t ) = By, ( " ) (14

tz/y

mit 1 (2) = 271 (z) (zukiinftige Hausaugabe!), und nehmen an, dass 1, (2)
bei 2z — oo einen endlichen Grenzwert besitzt. Dann gilt:

M(H,T.) < — (ﬁ) o plifzp Y1tz = 00)
oh =0k T

Daher |§ = z/(1 — z)|. So wird z.B. bewiesen dass

a+p0+1)=2.

Bemerkung: Die Identitdten von Fischer und von Josephson beschreiben die
Eigenschaften der Korrelationsfunktion, KADANOFF, 1966. Um das Verhal-
ten von Korrelationsfunktion zusammenzufassen nimmt man daher an, dass

1 1 V
Ge(r,t) ~ m® [r/&(t)] = m@ (const 7 [t|”)
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mit ®(z) — const fir z — 0 und ®(2) x 242> fiir = — oo. Die
Josephson-Identitét v = (2 — «) /d vorausgesetzt, bekommt man die Fischer-
Identitét aus der Fluhtuations-Dissipationsbeziehung y o« [ G.(r)dr (nicht
im Rahmen der Gleichgewichtsthermodynamik zu beweisen).

Das beste Literaturquelle zum Thema ist: J.J. Binney, N.J. Dowrick,
A.J. Fisher ans M.E.J. Newman, The theory of Critical Phenomena, Claren-
don Press, Oxford, 1992.

9 Thermodynamik nahe am Gleichgewicht

Alles was wir bis jetzt diskutiert haben, sollte man eigentlich “Thermosta-
tik” nennen. Viele wichtige Vorgénge liegen ausserhalb der Reichweite dieses
Beschreibungsschema:

e Aktuelle Wirkungsgrade der periodich arbeitenden Maschinen, die nie
Quasistatisch, sondern eher bei der maximaler Leistung arbeiten

e Die Arbeitsweise der Warmekraftmaschinen, die nicht zyklisch, sondern
kontinuierlich arbeiten (Kaffekocher, Termopaar, u.s.w.)

e Die Vorginde bei Entstehung des GG-Zustandes in einem System das in
einem Nichtgleichgewichtszustand prapariert wird (Relaxation), dies ist
eine typische Situation bei der Warmeleitung, chemischen Reaktionen
U.S.W.

Diese und viele anderen Fragen sind das Gegenschtand der physikalischen
Kinetik. Die Vorgidnge nicht weit von dem GG konnen ganz allgemein mit
thermodynamischen Mittel beschrieben werden, und bilden das gegenstand
der Nichtgleichgewichtsthermodynamik.

Literaturquellen: Kluge 4+ Neugebauer; sowie S.R. de Groot & P. Mazur,
Non-equilibrium Thermodynamics, Dover, 1984; W. Ebeling & [.M. Soko-
lov, Statistical Thermodynamics and Stochastic theory of Nonequilibrium
systems.
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9.1 Beispiele und Ansitze

Kehren wir zur Paragraph 2.4.1 zuriick und betrachten wir die zwei Sys-
teme bei kleiner Temperaturunterschied im kontekt mit einender. Die zu-
erst existierender adiabatische Wand zwischen der Systeme wird durch eine
swchwach warmeleitende Wand ersetzt: es entsteht ein langsamen Warmeaus-
tausch zwischen den linken und rechten System. Die Systeme selbst befinden
sich in einem lokalen Gleichgewicht und konnen dacher durch wohldefinir-
te Werte der Temperatur charakterisiert werden. Die wichtigste Grofle der
Nichtgleichgewichtsthermodynamik ist die Entropie, die die Richtung der
Prozesse regelt.

Beispiel 1: Warmetransport

T1 T2 — Tl (t) T2 (t)
adiabatische Wand dU, = —dU,
(keine Warmeleitung) wirmeleitende Wand

Bei der Warmetransport

85, (Uy, .. 855 (Us, ...)
ds = 2R lngun 4 2Ry
0<dS o, Ui + o, U,
1 1

1 1
= (7))

Die Wéarme fliesst von einem wéarmeren zu einem kélteren Reservoir, was zu
Temperaturausgleich fithrt, bis Temperaturunterschied ausgeglichen ist. Den
Ausdruck in Klammer, 1/77 — 1/T5, nennen wir thermodynamische Kraft.
Keine Kraft — kein Wérmestrom. Nehmen wir an, dass die Kraft die Ursache
des Stroms ist.

Bei kleineren Temperaturunterschiede kann man annehmen

Q:J:—zL(i—i): L (Ty — Th) ~ L(Ty — T1)
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(empirischer linearer Ansatz; J — (Wirme)Strom, L — empirischer kinetischer
Koeffizient) mit L ~ L/T? bei kleinem Temperaturunterschied. =

as 1 1\ dU 1 1
w = (mn)e - (gn)ue-n

(T —T1)°
T,
Entropieproduktion. Da dS/dt > 0, gilt L > 0.
Da d@ = C1dT) = —CsdTs;, (Cy, Cy — entsprechende speziefische Warmen )

so haben wir

= L

dT, L
— = — (1T, =T
dt Cl( »—T)
dT, L
— = —— (T, =T,
dt 02( =)
so dass
_ L _
_ L _
mit 0.0
C— 109
Cy+ 0y
und

endgiiltige Temperatur der Reservoire. Die Werte der Temperatur relaxieren
exponentiell zu einem endgiiltigen Gleichgewichtswert.

Beispiel 2: Stofftransport

ny No — || n(t) | na(t)
undurchdringbare Wand dn; = —dns
(keine Stoffaustausch) Porése Wand
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Betrachten wir nun Teilchendiffusion zunéchst zwischen 2 Behélter gleicher
Volumen, die die Losungsmittel und das gelosten Stoff (ideale Losung mit
der Konzentrationen n; bzw. ns) enthalten.

S =Sy — R(niInng + nylnny).

Die Gesamtkonzentration bleibt konstant: n; + ny = n. Daher
as
dt

(da ng = —ny). Hier ist die Kraft R [Inny — Inn,| (eigentlich Ap).

Nahe am Gleichgewicht (n; ~ ny = n): lineare Ansatz fiir Teilchenstrom

=—R [n1 lnn1 -+ hl —+ hg lnn2 + TLQ] = Rm [lnn2 — lnnl]

Ny — 1y

J=n1=LR(Inny —Inn;) =~ LR :i(ng—nl).

n

Da % > 0 haben wir L > 0.

Allgemeine Situation. LA.giltesfirS = S(U,V, N, X,) (allesamt natiirli-
che Variablen extensiv!):

1 D H T
dS = =dU + =dV — =dN — —dX;.
T +T Td , Td

7

Daraus, mittels Legendre-Transformation folgen andere Formen. I.A. starten
wir mit der Entropie als Funktion von der dufleren variablen, die extensiv
oder intensiv sein mogen. Diese &uflere Variablen (in unserem Fall die inten-
sive Variablen V', N, X;) werden oft “Felder” genannt. Wir betrachten zwei
Subsysteme (zwei systeme von vergleichbare Grofle, oder ein “System” und
ein viel grosseres Bad). Da die Gesamtwerte der extensiven Variablen kon-
stant bleiben, reich es, die Anderungen der Parameter von nur einem System
anzugeben. Dann ich die Anderung der Gesamtentropie

1 1 P11 D2 i o
ASps = (= — =) d Pr_ P2 gy (k2 .
& <T1 T2> U1+(T1 TQ) ! <T1 7))

Im Weiterem verstehe wir unter “Entropy” S die Gesamtentropie des kom-
positen Systems: S = S,es. Die Kombinationen in Klammer sind die thermo-
dynamische Krifte

0S8

F.
"0A;
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wobei A; die Variablen des 1. Systems bezeichnen. (U, Vi, N; u.s.w.) Im
Gleichgewicht haben die A; die Werte AEO), so dass

oS

E —
aAz AiZA,E())

=0,

da im GG on einem isolierten System die Entropie ihren maximalen Wert
erreicht. Die Abweichungen von dem GG-Wert sind a; = X; — Xi(o)

Wenn das System in einem Zustand ausser GG préapariert und dann sich
selbe iiberlassen wird, relaxiert es wieder zu dem GG-Zustand. Es wird an-

genommen, dass
d i
& § Li;F;

(“Strom proportional zur Kraft”), as allgememe lineare Antwort. Die Werte
von J;, a; und F; werden zur entsprechenden Vektoren J, a und F zusammen-
gefasst. L = {L;;} ist eine Matrix des Koeffizienten des linearen Antworts
(kinetischen Koeffizienten), und a = J = La. Die Matrix L unterliegt gewis-
sen Bedingungen.

e Die Matrix L ist positiv semidifiniert.

—l—ZFal—l— Z@ 1aj

Die Matrix der 2. Ableitungen von S wird als S = {S;;} = 925/0a;0a;
bezeichnet. Im Gleichgewicht gilt: F; = 05/0X; = 05/0a; = 0, i.e.
F = 0. Nahe am GG ist es:

oS oS

7: = =
8@1- a 86Li a=

CLj,
a=0

Z 8@18%

so dass F = Sa. Benutzen wir nun diesen Zusammenhang beim Be-
stimmen der Entropieproduktion:

ds oS
E - ; (%Li a

Da nun a = J = LF erhalten wir

0<d—S_FLF
dt

a; = Fa.
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fiir jeden beliebigen F nahe am Gleichgewicht. Das bedeutet dass die
Matrix L positiv semidifiniert ist.

e Die Matrix L unterliegt wohldefinierten Symmetriebedingungen:

— In Abwesenheit der Geschwindigkeitsabhéngigen Krifte (wie z.B.
Lorenz-Kraft im Magnetfeld) ist diese Matrix symmetrisch (ONSA-
GER’sche Reziprocitéit-Beziehung; Nobeprize in Chemie 1968 “for
the discovery of the reciprocal relations bearing his name, which are
fundamental for the thermodynamics of irreversible processes”).

— LA gilt
Lij = EiEiji
mit
. 1 wenn F) invariant gegen t — —t
7 =1 wenn F; — —Fj fiir t — —t ’

fiir die Krafte und

. 1 wenn J; invariant gegen t — —t
‘| -1 wenn J; » —Fj fiir t — —t '

fiir die entsprechende Strome J; (die CASIMIR — ONSAGER Bezie-
hung).

Als Beispiel nennen wir das Magnetfeld: Bei Zeitumkehr ¢t — —t
andert sich die Richtung des elektrischen Stroms, und deswegen
auch die Richtung des Magnetfelds zu umgekehrten. Das Gleiche
gilt fiir die Geschwindigkeiten.

Diese Beziehungen folgen aus dem Verhalten des Hamilton-Operators
des Systems gegeniiber der Zeitumkehroperator (und kénnen in Rah-
men der Statistischen Physik bewiesen werden). In Thermodynamik
miissen die Beziehungen als ein zusétzliches Postulat (oder als Folge
eines zustzlichen, plausiblen Postulats, sog. Onsager’scher Regressions-
hypothese) angenommen werden. Experimentell sind sie gut belegt.

Beispiel 3: Die thermoelektrische Ercheinungen.

Das System wird auf dem folgenden bild dargestellt:
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B B

i

Das Kondensator ist ausserhalb der Warmereservoire plaziert, und tragt
nichts zur Gesamtentropie bei. Beitrag zur inneren Energie Us = ¢?/2C =
qu(q)/2, C — Kapazitit des Kondensators, ¢ - seine Ladung, u = ¢/C - elektri-
sche Spannung. Fiir jedes Warmebad gilt es: dU; = T;d.S;; die Gesamtentropie
ist S = 514 .95. Die innere Energie des Gesamtsystems ist U = Uy + Us + Ug,
d.h.

dU = T1d51 +T2d52 —|—qu =0
—— =
dUy dUs

(diese Uberlegung weich etwas von unseren vorheriger Uberlegung ab, da
U ist nicht einfach die gesamte innere Energie der Reservoire, das weitere
Vorgehen ist aber identisch). Die Entropieédngerung

dU1 dUQ 1 1 u
dS=—+— == — = | dU; — =dq.
=TT <T1 :13) Ui = 7, da
Thermodynamische Kréfte:

_ 05 _
=5 =

T, — T

F T2

-1 -1

(T — mittlere Temperatur der Reservoire).

08 u
= —~——.
2 dq T
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Es gilt daher:

: AT u

Up = LuFi+ LipFy = Lnﬁ - LIQT
AT u

] = Lo1 Fy 4 LooFy = Loy —5 — Loa—.
q 21471 + Loal'2 217 27

Jeder der Summanden hat ihre physikalische Interprétation:

e (Ly1/T?)AT beschreibt die Wirmeleitung. Bei u = 0 ist Q = U; =
(Ly1/T?)AT = NAT, X ist die Wirmeleitungskoeffizient.
(

o (Lyy/T)u beschreibt die elektrische Leitung. Bei AT = 0 gilt: ¢ =
(Laa/T)u = (1/R)u, R — elektrisches Widerstand.

e Die 2 Kreuzglieder beschreiben die thermoelektrische Erscheinungen:
das SEEBECK-Effekt (1821) und das PELTIER-Effekt (1834).

_@Au A
Il <]

B B

B B

(1)

] 0

a) Das Peltier-Effekt. Bei konstantem Strom (oder u) stellt sich im Lau-

fe der Zeit ein zustand mit unterschiedlicher Temperaturen 77 und 75 ein.

Die innere Energien der Reservoire bleiben konstant trotz stdndigen Warme-

austausch, U; = 0. Dabei gilt: AT = (L12T/L11)u = Ku. k ist hier das
Peltier-Koeffizient.

b) Das Seebeck-Effekt. Im stationdren Zustand stellt sich u so ein, dass

das elektrisches Strom I = ¢ = 0, d.h. Ly = LooT(u/AT)|;=¢. Das be-

deutet: u = aAT mit o = Loy /(LosT) — Koeffizient des thermoelektrischen
Potentials.
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Das Onsager-Prinzip sagt aus, dass Lo = Lo;. Daher sind die experi-
mentell messbaren Koeffiziente A\, R, a and x miteinander verbunden: x =
aT'/(RA). Diese Beziehung ist experimentell verifiziert.

9.2 Kontinuierliche Systeme

Beispiel 1: Die Wiarmeleitung

<« <4
G T(x) <
G -

Jx—Ax/2)  J(x+Ax/2)

Jeder Teil des Systems im lokalen GG. Im einfachsten Fall in eine Dimension.
e Lineare Ansatz:
J(x) = —L(T(x + Azx) — T(x))

(Wérmestrom in der Richtung niedrigerer Temperatur), oder J(z) =
1 dT/dx . LA.
J(x) = =1 grad T'(x).

e Energiebilanz:

d dJ

%U(I) =J(x—Az/2) — J(z+ Azx/2) = —Ax .
oder p iJ
ECvAIT(I) = —Axa

(¢y — spezifische Wérme pro Langeneinheit). I A.
0 1

(Bror, 1804).
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e Die Kombination aus linearere Antwort und Bilanzgleichung ergibt die
Wiérmeleitungsgleichung (FOURIER-Gesetz, 1822):

0
aT(x, t) = ANAT(x,1)

(mit A = [/cy, Warmeleitungskoeffizient). Aus Positivitat der Entro-
pieproduktion folgt es, dass A > 0.

Beispiel 2: Die Diffusion. In kontinuierlichen Bild:

e Lineare Antwort:
j=—D grad n(x)

(D — Diffusionskoeffizient)

e Teilchenzahlbilanz

0
8—’; — _ divj.
e Beide zusammen ergeben die Diffusionsgleichung
on
— = DA
ot "

(F1ck, 1855). Aus der Positivitidt der Entropieproduktion folgt D > 0.

9.2.1 Bespiele fiir einfache Lésungen

Beispiel 1

Betrachten wir die Diffusion in einem unendlichen System im Kontakt mit
einer Teilchenquelle, wie z.B. auf Bild 2. Die Teilchenkonzentration auf der
Oberfliche x = 0 ist vorgegeben und konstant. Das Eindringen der Teilchen
im Medium wird durch die Diffusionsgleichung beschrieben

0 0?
—n(x,t) = —sn(x,t
(@.6) = gz, 1)

mit Randbedingungen n(0,t) = ng und n(oco,t) = 0. Die Losung der Gl. ist
die GauBlsche Fehlerfunktion:

(x,t) erfc ( ’ )
n(z,t) = nger :
"\ VaDt
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n(x)
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0 1 2 3 4 X

Abbildung 11: Konzentrationsprofil fiir Diffusion mit Teilchenquelle links.
Die Langeeinheit entspricht v/ Dt.

sieh Bild. Das charakteristische Skala Ip = /2Dt (die Diffusionslidnge) gibt
die Penetrationslange an.
Bemerkung. Die Diffusionsgleichung besitzt eine folgende Eigenschaft: die ist
invariant gegeniiber der Skalentransformation v — sx, t — s°t (s — Ska-
lenfaktor). Betrachten wir die Systeme gleicher beschaffenheit, mit gleichn
Randbedingungen, aber von der unterschiedlicher charakteristische Grofle L,
so sind die Losungen al Funktionen der dimensionslosen Variablen £ = z/L,
7 = Dt/L? die gleichen. Das gleiche gilt auch fiir die Wirmweleitungsglei-
chung. D.h. wenn ein Kartoffel mit Diameter 5 cm die Zeit ¢ = 10 min
braucht, um in der Mitte gar zu sein, so braucht ein Kartoffel vom 10 cm
Durchmesser ¢ = 40 min.
Beispiel 2. Das Permafrost Problem.

Tégliche / Jarliche Temperaturschwankungen: Die Temperatur der Ober-
fliiche ist T'(t) = T + Ty coswt. Im weiteren betrachten wir nur die Schwan-
kung, i.e. setzen wir T(x,t) := T(x,t) — T. Losen wir die Wirmeleitungsglei-

chung
0
—T = A\AT
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mit Randbedingungen 7'(0,t) = Ty coswt, T(00,t) = 0 (keine Warmequellen
innerhalb der Erde). Mittels Variablentrennung: 7'(x,t) = >, 7; mit T; =
A;(T)B;(x) erhalten wir

T;(l’, t) — Cez\52t+5x
(8 - Variablentrennungskonstante). Da T(0,t) = Ty coswt = Re (Tpe™"), be-
kommen wir \d? = iw, so dass

T(x,t) = Tyexp (— %aj) cos (wt — ;—AJY)

Die “Penetrationldnge” der Temperaturwelle ist [ = /2\/w. Fiir relle Werte
der Parameter ist die ~ 20 cm fiir die Tégliche Temperaturschwankungen
und ~ 3 m fiir die Jahrliche Schwankungen.

1.0 | | |
0.8 I~
T(x,2mn/®)

0.6

0.4 B

0.2 1 T(x,m(2n+1/2)/w) i

0.0

\ \ \ \
0 1 2 3 4 X

Abbildung 12: Thermische Welle in Permafrost-Problem. Die Lénge ist in
Einheiten von /2)\/w gemessen.

9.2.2 Kreuzeffekte: Thermodiffusion

Thermodynamische Kréfte:



= TD Kriéfte sind 1/T und —p/T. Die entsprechnde Strome sind die iibert-
ragene Wérme (J = dU/dt) und das Teilchenstrom (j = dN/dt). Die Entro-
pieprodunktion in einem System aus 2 Teilen (aus der Bilanzen der Energie
und der Teilchenzahl) J; = —Jy und j; = —jo

. 1 1 o M2
S=J (o — — Ha_H)
' (Tl T2) S (Tz Tl)

Da wir uns nur fiir die Effekten 1. Ordnung interessieren, kénnen wir anneh-
men dass "
G pt2— I . H2 —
17 + 1 < T

(T— mittlere Temperatur). In einem kontinuierlichen System haben wir fiir
die Entropieproduktionsdichte

: 1 .
oc=-—J ﬁgradT —j —=gradp.
—_——

-K -k

(K,k — thermodynamische Krifte). Phenomenologische lineare Ansatz fiir
die Strome lautet

1 1
J = _ZOO ﬁgradT — l01 Tgrad,u
. 1 1
j = —llgﬁgradT — lll?grad,u
Die phdnomenologische kinetische Koeffizienten /;; unterliegen den Onsager-

Beziehung lg; = 110 = .
Die Bilanzgleichungen lauten:

T
cvaa—t = —divJ
(Energiebilanz) und
on _ —divj
or — M

(Teilchenbilanz), d.h.

oT . 1 1

cva = div (loo ﬁgradT + lp1 ?grad,u)
on _ 1 1
Eri div (lm ﬁgradT + fgrad,u)
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Das chemische Potential p ist (wegen der Anteil die an der Mischungsentropie
zuriickgeht) konzentrationsabhéngig:

oT . 1 10

cy e div (loo T2 gradT + ly; T 8—:; gradn)
on ) 1 1 0u
a_t = le (ZIO ﬁgradT + lllfa—ngradn)

Das Vergleich mit der Situationen n = const und T = const ergibt log/T? =
cyAund (I1,/T) (Ou/On) = D.

e Das Kreuzkoeffizient D = l1o%2 und beschreibt die Thermodiffusi-
on (SORET-Effekt): Ein Temperaturgradient verursacht das Teilchen-
strom. Diffusionsthermoeffekt.

e Das Kreuzkoeffizient \ = lmeTg—ﬁ beschreibt das DUFOUR-Effekt: Ein
Konzentrationsgradient in System verursacht einen Warmestrom.

Falls alnsgesamt alle diese Koeffizienten konstant sind gilt es:

or ~
— = MAT +)A

ot + n
on -

— = DAT + DAn.
ot + n

Beispiel: Die Thermodiffusion in einem stéfflich abgeschlossenen System. Wir
nehmen konstanten Warmestrom durch dyas System. Das Teilchenstrom ist
gleich 0, wegen Abgeschlossensein.

AVT +A\Vn = —j
DVT + DVn = 0.

Betrachten wir eine eindimensionale Situation. Aus der 2. Gl. folgt: Vn =
—D/DVT. Das Einstellen in der 1. Gleichung ergibt

<D
vT ()\ — )\5) = —j = const.

Fiir ein System lange L ist daher VT = (T, — T1)/L (15, T, — Randbedin-
gungen). Daher )
DT, -1y

Vn = —
"TTD T L
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und das Konzentrationsprofil ist

m@=m+guy4m(%—%)

(ng — mittlere Konzentration, d.h. die Konzentration vor dem Anlegen des
Temperaturgradients). Gleichermassen beschreibt man die thermoelektrische
Erscheinungen in kontinuierlichen Systeme.

9.2.3 Diffusion im Kraftfeld: Fluktuations-Dissipations-Theorem

Ficksches Gesetz + Ohmsches Gesetz: Diffusion in Anwesenheit des schwa-
chen dufleren feldes. Zuerst, wie frither, ein ” Zweikammersystem”.

Betrachten wir zunédcht das GG-Zustand des Systems in einem dufleren
Feld. Die freie Enthalpie pro Molekiil lautet

gi =g (T,p,..) + kTn,.

Da
g (T,p,.) =u—pv—Ts

mit v = u; links und u = uy rechts, hat man
n n
G = Gy + uing + uaeng + kT (nlln—l +n21n—2> .
n n

(Go unabhéngig von Verteilung der gelosten Teichen zwischen den Kammer).
Die Gleichgewichtsbedingung jetzt ist AG = min.

Minimierung von G unter den Nebenbedingung des Teilchenbilanz n; +
ny = n (Lagrange-Multiplikatoren!) ergibt

w4+ kTN A = 0
n

U+ kTN 2 + A = 0
n

d.h. uy —uy = —kT'In (ny/ns) ie.

90



als Gleichgewichtszustand. Genau des gleiche passiert bei feineren Einteilung
des Systems in m > 1 "Kompartments”:

n; U; — Uy
- = — ) 1
- exp( T ) (15)

J

Machen wir nun einen linearen Ansatz fiir das Strom von links nach rechts

J = L1<n1ul — HQUQ) + Lg(nl — Tlg).
—— ——
AUrnAu An

Bei immer fineren Anteilung bekommen wir in der 1. Ordnung in f = grad u
und div n:
j = —pngrad v — Ddiv n

(ein Zusatzterm udiv n ist bei kleinen u vernachléssigt in Vergleich mit
Ddiv n), u ist hier die Teilchenmobilitdt, und f = —grad u die auf Teil-
chen wirkende Kraft. Wenn wir anehmen dass f = eE, so ist das 1. Glied
—ppgrad = pen E. Die Kombination o = pen ist daher die Leitfahigkeit des
Systems.

In Kombination mit der Bilanzgleichung

88—7; = —div j

ergibt das eine Art FOKKER-PLANCK-Gleichung (die "richtige” FP-GI. ist
nicht fiir n(x) sondern fiir p(x), die Wahrscheinlichkeit, einen Teilchen am
Ort x zu finden. Da in ideallen Losungen die Teilchen als miteinander nicht
wechselwirkend angenommen werden, sind diese Funktionen zueinender pro-
portional):

(2_7; = —div (—ufn + Dgrad n).

Im GG ist j = 0 (weil die Entropie maximal und die Entropieproduktion 0),
so dass
Ddiv n = —pngrad u

und daher
D
n(zx) = const - exp (——u(x))
1
Vergleichen wir das mit dem Gleichgewichtsresultat, Gl.(15), so erhalten wir
D 1
pw o kT’
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die EINSTEIN-Beziehung, 1905. Diese ist das einfachste Beispiel der Fluktuations-
Dissipations-Theorems (sog. FDT 2. Art), die verschiedene phénomenologi-
sche Koeffizienten miteinander verbindet.
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