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1 Zitterbewegung des relativistischen Elektrons

Lösen Sie die Bewegungsgleichung für den Ortsoperator x̂(t) im Heisenberg-Bild für den Dirac-
Hamiltonoperator (c = ~ = 1)

H = ~α · ~p+ βm

mit allgemeinen Anfangsbedingungen.

Hinweis: Beachten Sie, dass im Heisenberg-Bild nicht nur die Operatoren x und p, sondern auch
die (Matrix-)Operatoren ~α und β zeitabhängig werden und eine Heisenbergsche Bewegungsgleichung
erfüllen. Die gewöhnlichen Antikommutator-Relationen für ~α und β gelten für alle Zeiten t.

2 Foldy-Wouthuysen-Transformation für ein freies Teilchen

Ausgehend von der Hamiltonschen Form der freien Dirac-Gleichung (c = ~ = 1)

i
∂ψ

∂t
= Hψ , H = ~α · ~p+ βm ,

führen wir die unitäre Transformation
ψ′ = eiSψ

aus, wobei S hermitesch und nicht explizit zeitabhängig sei.

(a) Zeigen Sie, dass ψ′ die Dirac-Gleichung i∂ψ
′

∂t = H ′ψ′ mit dem transformierten Hamiltonoperator
H ′ := eiSHe−iS erfüllt.

Es sei nun S gegeben durch die Gleichung

eiS = eβ
~α·~p
|~p| ϑ(|~p|) = cosϑ(|~p|) + β ~α · ~p

|~p|
sinϑ(|~p|) .

(b) Man berechne den transformierten Hamiltonoperator H ′.

(c) Zeigen Sie, dass die Lösungen positiver und negativer Energie der freien Dirac-Gleichung ent-

koppeln, falls man ϑ durch die Gleichung tan[2ϑ(|~p|)] = |~p|
m de�niert. Wie lautet dann H ′ und

dessen Eigenwerte?
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