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1 Taschenuhr (6 Punkte)
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Eine mechanische Uhr wird durch ein kleines Schwungrad, die
sogenannte Unruh, angetrieben. Die Unruh schwingt aufgrund
einer Torsionsfederanordnung mit Federkonstante κ, welche auf
die Unruh ein Drehmoment ausübt, das proportional zum Win-
kel der Verdrehung der Unruh relativ zum Uhrengehäuse ist. Wir
nehmen an, dass in unserer Uhr der Schwerpunkt der Unruh und
der Schwerpunkt des Rests der Uhr auf der Drehachse liegen.
Bezüglich dieser Achse bezeichnen I1 bzw. I2 die Trägheitsmo-
mente der Unruh bzw. des Rests der Uhr. Liegt die Uhr in Ruhe auf einer horizontalen,
rauen Unterlage, dann führt die Unruh harmonische Schwingungen mit der Perioden-
dauer T aus. Berechnen Sie die Schwingungsperiode für den Fall, dass die Uhr auf einer
horizontalen, absolut reibungsfreien Unterlage liegt. Geht die Uhr auf dieser Unterlage
schneller, langsamer oder genauso schnell wie auf der rauen? (Testen Sie Ihre physika-
lische Intuition, indem Sie zuerst einmal das Ergebnis raten!)
Hinweis: Wenn Sie zur Gleichung des harmonischen Oszillators ẍ + ω2x = 0 gelangt
sind, dann dürfen Sie die Kreisfrequenz ω einfach ablesen.

2 Erhaltungsgröße im homogenen Gravitationsfeld (5 Punkte)

Ein Teilchen der Masse m könne sich nur entlang der Vertikalen (z-Achse) bewegen. Auf
das Teilchen wirkt die Gravitationskraft mg in Richtung der negativen z-Achse. Stellen
Sie die Lagrangefunktion dieses Systems auf.

(a) Leiten Sie aus der Transformation z(t) → z(t, ε) = z − εt eine Erhaltungsgröße J
her. Wie würden Sie diese Transformation bezeichnen?

(b) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen aus der Lagrangefunktion her. Berechnen
Sie J̇ und zeigen Sie, dass diese Ableitung verschwindet, wenn die Bewegungsglei-
chung erfüllt ist.

Bitte Rückseite nicht übersehen.



3 Runge-Lenz-Vektor (9 Punkte)

Ein Planet der Masse m im Gravitationsfeld der Sonne wird durch die Lagrangefunktion

L(r, ṙ) =
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beschrieben, wobei die Masse der Sonne und die Newtonsche Gravitationskonstante in
die Konstante k eingehen. Zeigen Sie, dass für die Transformation

r(t)→ r(t, ε) = r+ 2ε(n · r)ṙ− ε(n · ṙ)r− εn(r · ṙ)

mit konstantem Vektor n, folgendes für die Änderung der Lagrangefunktion gilt:
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Hier ist L = r × p = m r × ṙ der Drehimpulsvektor. Berechnen Sie die zugehörige Er-
haltungsgröße J . Was können Sie aus der Beliebigkeit von n schließen?
Hinweis: Diese Aufgabe ist eine sehr gute Übung in der Vektorrechnung. Die Antisym-
metrie des Vektorprodukts a× b = −b× a, die Zyklizität des Spatprodukts a · (b× c) =
b · (c× a) = c · (a× b) und die “Baccab-Regel” a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b) sind Ihre
Freunde!


