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Kurzfassung

Inhalt dieser Ausarbeitung ist eine Gegeniiberstellung der optischen Abbildung mittels eines ge-
kriitmmten Spiegels und der Beschreibung von Planetenbahnen, denen als verbindendes Element
ein geometrisches Prinzip unterliegt. Die optische Abbildung nutzt Formalismen aus der Fermat-
optik, withrend die Untersuchung der Planetenbewegungen Uberlegungen von Kepler, Newton und
Feynman tibernimmt. Beide Prinzipien fithren zu gleichen geometrischen Formen, insbesondere der

Ellipse als iibergeordnetem abstrakten Konzept.

1. Einleitung

Die Spiegelwelt ist ein zentraler Bestandteil der von
Schén et al. phinomenologischen Anfangsoptik (sie-
he [2-5]). Sie fiihrt eine Betrachtungsweise ein, die im
kumulativen Sinne den Erkenntnisprozess unterstiitzt
und fordert. Aufbauend darauf folgt in unserem Cur-
riculum die Fermatoptik, die Beobachtungen aus der
Anfangsoptik mithilfe des Lichtwegkonzeptes zuneh-
mend abstrahiert und verallgemeinert. An dieser Stel-
le wird gezeigt, dass solche Abstrahierungen geometri-
sche Gesetzméfigkeiten als Grundlage haben kénnen,
die auch in anderen Bereichen der Physik zu Tage tre-
ten, wie z.B. der Mechanik im Rahmen der Planeten-
bewegungen. Es wird auf Ideen aus (([1]) zuriickge-
griffen, die ihren Ursprung bei Newton und Feynman
haben.
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Abbildung 1: Ein Spiegel erzeugt das Spiegelbild A’ von
A. Die optische Wegliinge von B zu A bzw. A’ ist gleich.

2. Von der Spiegelwelt zur Ellipse

Wir betrachten zunéchst zwei willkiirliche Punkte A
und B. Ein Spiegel wird in den Raum gestellt. Das
Spiegelbild von A befindet sich im Punkt A’, im sel-
ben Abstand zum Spiegel, nur senkrecht gegeniiber
(Abbildung 1).

Wir wollen fordern, dass der Punkt B den reellen Bild-
punkt von A darstellen soll und die Form eines Spie-
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Abbildung 2: Ein weiterer Punkt auf dem Kreis um B
erfordert einen anderen Spiegel.

gels suchen, der diese Abbildung veranlasst. Die Fer-
matoptik ergriindet, dass eine echte Bildentstehung
nur dann moglich ist, wenn alle Lichtwege, die Beitrag
zur Abbildung liefern, die exakt gleiche optische Weg-
linge besitzen. So kann eine Sammellinse nur deswe-
gen ein Bild erzeugen, weil geometrische Lichtwegun-
terschiede durch den Glaskorper der konvex geformten
Linse und die damit verbundenen Laufzeitunterschie-
de exakt kompensiert werden.

Offenkundig ist die Weglidnge von B zu A identisch
mit der von B zu A’. Nun muss gemifl der Fermat-
bedingung jeder Lichtweg ausgehend von A die selbe
optische Weglénge zu B besitzen. Licht breitet sich in
alle Richtungen gleich aus, ein Kreis um B (bei drei-
dimensionaler Betrachtung eine Kugel) mit dem Ra-
dius BA’ zeigt demzufolge alle Punkte an, die exakt
diese optische Weglinge haben. In Abbildung 2 wird
A'herausgegriffen; der Spiegel, der A” erzeugt, muss
die Mittelsenkrechte zwischen A und A” bilden. Wie-
der entspricht die optische Weglinge BA der Linge
BA".




Abbildung 3: Fiihrt man die im Text beschriebene Kon-
struktion fiir ausgewéhlte Punkte auf dem Kreis durch, so
erhélt man bereits die Form einer Ellipse.

Der endgiiltige Spiegel sollte eine solche Form haben,
die alle auf diese Weise gewonnenen Spiegel als Tan-
genten beinhaltet. Eine reprisentative Anzahl weite-
rer Punkte und analoge Konstruktion lisst die Form
des endgiiltigen Spiegel bereits ahnen (Abbildung 3):
Der mit allen auf dem Kreis liegenden Punkten kon-
struierte Spiegel ist eine Ellipse.

Die Konstruktion lidsst mehrere Aspekte zu Tage tre-
ten, die in Abbildung 4 grafisch zusammengefasst sind
und an die wir uns im folgenden Abschnitt spéter er-
innern wollen:

e Die Forderung identischer optischer Wegléingen
fiihrt zu einem Kreis.

e Jeder einzelne Spiegel ist Mittelsenkrechte zur
Verbindung von Punkt zu Spiegelweltpunkt und
die Tangente an der entstehenden Ellipsenkurve.

Ubrigens: Wie in der Abbildung 4 zu schen ist, folgt
das bekannte Reflexionsgesetz unmittelbar.

3. Von den Planetenbahnen zur Ellipse

Kepler hat seinerzeit versucht, die Planetenbewegun-
gen zu beschreiben und Gesetzméfigkeiten zu finden.
Dabei griff er auf reine Beobachtungen zuriick. Seine
Erkenntnisse lassen sich in drei berithmten Gesetzen
zusammenfassen:

1. Die Planetenbahnen sind Ellipsen.

2. Die Verbindung zwischen Sonne und Planet
iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fléchen.

3. Zwischen der Umlaufdauer 7" und der grofien
Halbachse a der Ellipse gilt die Beziehung;:
T2

— = const.
a

Abbildung 4: Nur eine Ellipse bildet zwei Punkte ineinan-
der ab.

Diese drei Gesetze waren fiir Newton Ausgangspunkt
seiner Uberlegungen zur Gravitation, die wiederum zu
seinen noch berithmteren Axiomen fiihrten. Er bewies
das 1. Keplersche Gesetz und fand im Zuge dessen
einen formalen Zusammenhang zwischen der Kraft F’
und dem Abstand vom Planeten zum Gravitations-
zentrum R. Wir wollen dem Gedankengang Newtons
folgen und versuchen, alleine {iber das 2. und 3. Kep-
lersche Gesetz Voraussagen iiber die Bahnform zu tref-
fen.
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Abbildung 5: Vereinfachte Darstellung der Planetenbewe-
gungen.

Betrachten wir eine vereinfachte Bahnkurve (Abbil-
dung 5). Ein Planet legt den Weg von X zu Y zuriick.
Die Gravitationskraft F' (die wir in dieser N#herung
nur als plotzlich angreifend erachten) verursacht eine
Geschwindigkeitsdnderung Av in Richtung des Gra-
vitationszentrums (mit guter Niherung ist dies die
Sonne). Gibe es diese Geschwindigkeitséinderung bzw.
Kraft nicht, wiirde sich der Planet aufgrund der Trag-
heit zum Punkt z bewegen (Newtons 1. Axiom). Erst
Av sorgt dafiir, dass Z erreicht wird und bei Fortset-
zung der Vorschrift eine geschlossene Bahn entsteht.
Newton fand heraus, dass die Kraft F' gegeben ist
iiber:



Abbildung 6 zeigt eine detailliertere Darstellung mit
eingezeichneten Geschwindigkeitsvektoren, die immer
tangential zur Bahnkurve zeigen. Uns sollen an dieser
Stelle jedoch die notwendigen Daten fiir Av und die
Ortsvektoren fehlen. Wie lasst sich die Bahn dennoch
konstruieren?

Abbildung 6: Bahnkurve mit eingezeichneten Geschwin-
digkeiten.

Wir treffen eine Vereinbarung, die Feynman in einer
seiner Vorlesungen vorgeschlagen hat: Im Gegensatz
zur iiblichen Verdeutlichung des 2. Keplerschen Ge-
setzes, fordern wir eine Einteilung der Bahnkurve in
Segmente gleichen Winkels und nicht gleicher Zeit.
Fiir diese Bahnsegmente kann man zeigen, dass die
Durchlaufzeit At proportional ist zur durchlaufenen
Fliche und dem Abstandsquadrat R?:

At  Fliche < R%. (2)

Das zweite Newtonsche Axiom setzt die Anderung der
Geschwindigkeit Av eines Korpers in Beziehung zur
Zeit At, in der die Kraft F' auf ihn wirkt:

Av < F - At.

(1) und (2) kombiniert ergibt:
A 1 2
vocF-Ato<ﬁ~R o 1.

Fiir konstante Winkelabschnitte der Planetenbahn um
die Sonne ist Aw folglich immer konstant! Die Vekto-
ren Av haben alle die gleiche Linge und verindern
ihre Richtung gemé&fl den Winkeldnderungen auf der
Bahnkurve. Wir kénnen ohne Einschrinkung der All-
gemeinheit einen bestimmten Winkel # wéhlen, den
zwei aufeinanderfolgende Av einschlielen. Beriicksich-
tigt man dies, so ergibt sich aus Abbildung 6 ein Ge-
schwindigkeitsdiagramm, wie es in Abbildung 7 dar-
gestellt ist.

Es féllt auf, dass die Winkeldnderung 6 im Ortsdia-
gramm genau dem Winkel entspricht, den zwei Diffe-
renzvektoren Av einschliessen. Wahlt man ein geeig-
neten Winkel, so ergibt sich bei Aneinanderreihung
der Av im Geschwindigkeitsdiagramm ein regelméfi-
ges Vieleck (Abbildung 8), an dessen Eckpunkten die
entsprechenden Geschwindigkeitsvektoren enden.

Abbildung 7: Abbildung 6 im Geschwindigkeitsraum.
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Abbildung 8: Eine Aneinanderreihung der Av ergibt im
Geschwindigkeitsdiagramm einen Kreis.

Der Abbildung 8 kann man entnehmen, dass auf der
Bahnkurve in der Tat verschiedene Geschwindigkeiten
zustande kommen. Im unteren Teil des Diagramms
sind die kleinen Geschwindigkeiten zu finden, im obe-
ren die groflen. Wére die Bahnkurve ein Kreis, so wiir-
de man fiir den Ursprung der Geschwindigkeitsvekto-
ren den Ursprung des entstandenen Kreises im Ge-
schwindigkeitsdiagramm erwarten. Doch im allgemei-
nen ist dies nicht der Fall. Die Geschwindigkeitsvek-
toren haben einen Ursprung der ausserhalb des Kreis-
mittelpunkts liegt.

Die Winkeldifferenz 6 findet sich aufgrund der regel-
méfBigen Anordnung der Punkte auch an einer ande-
ren Stelle im Geschwindigkeitsdiagramm wieder: Vom
Mittelpunkt des Kreises aus gesehen, schlielen zwei
aufeinanderfolgende Endpunkte der Geschwindigkeit
ebenso den Winkel # ein (Abbildung 9).

Es ist besonders elegant, die Bahnkurve der Planeten
direkt in das Geschwindigkeitsdiagramm zu zeichnen.
Dazu wird das Diagramm in Abbildung 9 um 90° im
Uhrzeigersinn gedreht (Abbildung 10). Somit wird al-
so der Winkel 6 identisch mit jenem, den die Ortsvek-
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Abbildung 9: Der Winkel Awv ist im Geschwindigkeitsdia-
gramm ein weiteres Mal zu finden.
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Abbildung 10: Das um 90° gedrehte Geschwindigkeitsdia-
gramm. Die Winkelverhéltnisse sind mit denen in Abbil-
dung 6 identisch.

toren 71 und 73 in Abbildung 6 einschlieflen. Wihlen
wir einen willkiirlichen Punkt p auf der Bahnkurve im
Ortsraum (Abbildung 11), so ist die Richtung des zu-
gehorigen Ortsvektors 7, identisch mit der Richtung
der Verbindung zwischen dem Mittelpunkt des Kreises

—

und dem Endpunkt des Vektors v, (Abbildung 12).

Der Vektors vzﬂ stimmt wiederum — von einer 90°-
Drehung abgesehen — mit dem wirklichen Geschwin-
digkeitsvektor v, am Punkt v, im Ortsraum iiberein.

Es ist bekannt, dass v;, in einem Punkt p die Tangen-
te an die Bahnkurve bilden muss. Ausserdem steht
er senkrecht auf v;. Daher muss der Schnittpunkt

Abbildung 11: Das Ortsdiagramm mit einem willkiirlich
gewéhlten Winkel a.
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Abbildung 12: Das um 90° gedrehte Geschwindigkeitsdia-
gramm. Die Winkelverhéltnisse sind mit denen in Abbil-
dung 11 identisch.

des Vektors v;, mit der Richtung des Vektors 7}, im
Geschwindigkeitsdiagramm eben jenen Punkt p der
Bahnkurve ergeben (Abbildung 12). Wie im Anhang
plausibel gemacht wird, kann nur die Mittelsenkrech-
te von ”_1;9 gewdhlt werden, um eine zusammenhéngen-
de Kurve zu erhalten. Alle weiteren Punkte auf dem
Kreis miissen natiirlich mit derselben Konstruktion-

vorschrift behandelt werden.

Ein Vergleich mit Abbildung 4 zeigt die Analogie die-
ses Problems mit dem aus der Spiegelwelt. Die Mittel-
senkrechte entspricht dem Ort des Spiegels. Die Forde-
rung nach gleich langen optischen Wegléngen ist geo-
metrisch vergleichbar mit der Feststellung, dass alle
Auw gleiche Linge besitzen (beides hat einen Kreis zur
Folge). Wir kénnen demzufolge durch reinen Ubertrag
feststellen: Die Bahnkurve ist eine Ellipse.

Zu Beachten ist, dass die im Geschwindigkeitsdia-
gramm entstandene Bahnkurve nur Aussagen iiber die
Form zuliisst. Uber die Grofie kénnen wir keine Vor-
hersage treffen, da die Transformation auf den Orts-
raum ausschliefilich winkelerhaltend ist.



4. Zusammenfassung: Von der Spiegelwelt zu
den Planetenbewegungen

In diesem Vortrag wurde gezeigt, dass elemtentare
geometrische Betrachtungen Verbindungen herstellen
konnen zwischen zwei unterschiedlichen Bereichen der
Physik. Bei der Untersuchung der Spiegelwelt bzw. des
Fermat-Prinzips der Bildentstehung und der Bewe-
gung von Planeten um ein Gravitationszentrum wur-
den geometrische Analogien gefunden und die Ellip-
se als Gemeinsamkeit herausgearbeitet. Im Sinne ei-
nes kumulativen Wissenszuwachs’ tragt dies dazu bei,
verschiedenen Konzepten #hnliche abstrakte Gesetz-
méfBigkeiten unterzuordnen.

5. Anhang

Ohne einen Beweis mathematischer Strenge zu fiih-
ren, wollen wir uns mit Plausibilitdtsargumenten zu-
frieden geben, warum im Geschwindigkeitsdiagramm
(Abbildung 12) immer die Mittelsenkrechte zu UZJ ab-
getragen werden muss. In Abbildung 13 ist einerseits
die Konstruktion iiber die Mittelsenkrechte eingetra-
gen, andererseits die einer "Viertelsenkrechten”. Man
erkennt deutlich, dass die Tangenten an den Punkten
1 und 2 nicht einer gemeinsamen Kurve entsprechen
konnen, die eine einzige Kriimmungsrichtung aufweist.
Dies muss aber der Fall sein, denn es liegt eine Zentral-
kraft vor. Folglich kann die aus den Viertelsenkrechten

resultierende Kurve nicht der von uns gesuchten ent-
sprechen. Dies ist analog iibertragbar fiir alle weiteren
Teilungsverhéltnisse.
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Abbildung 13: Gegeniiberstellung einer Konstruktion mit
Hilfe der Mittelsenkrechten und der "Viertelsenkrechten”.
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