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vorlauf

◃ Andronov-Hopf Bifurkation markiert den Übergang
von zeitunabhängigem Verhalten zu periodischen Schwingungen.

◃ In der Nähe zum Übergang sind die Oszillationen fast harmonisch:
mit konstanter Amplitude und sich uniform drehender Phase.
Weiter weg von der Schwelle können sie ganz unterschiedlich aussehen.

◃ Gemeinsam allen Arten solcher Schwingungen ist:
zeitabhängige Dynamik wird nicht von außen aufgezwungen.

◃ Im Gegensatz zu einem linearen System mit periodischem externen Antrieb,
braucht ein nichtlineares System, das einen Grenzzyklus besitzt,
keine periodische Einwirkung um zu oszillieren.
Äußere Bedingungen (Energiezufuhr) bleiben konstant, das System schwingt
dennoch, und Schwingungsfrequenz entsteht “vom alleine”.

◃ Dynamik dieser Art nennt man “selbsterregte Schwingungen”,
oder, im Englischen, self-sustained oscillations.

Man merke Betonung auf Erzeugung (-erregte) vs. Erhaltung (-sustained).
Manchmal werden sie auch autooscillations genannt,

was beide Aspekte berücksichtigt.
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schwingkreis

Beispiel von Schwingungen in Elektrotechnik:
in einem Schaltkreis mit Kapazität C und Induktivität der Spule L

R

C L

I

L Q̈ +
Q
C + RQ̇ = 0

beobachtet man lineare elektrische Schwingungen.
Der Strom I = Q̇ oszilliert: I(t) ∼ exp(iω0t) mit ω2

0 = 1/(LC),

. . . aber nur so lange man den Ohmschen Widerstand R vernachlässigt:

I(t) ∼ e− R
2L t exp(iωt) mit ω2 =

1
LC − R2

4L2

Die Schwingung klingt exponentiell ab. Wie kann man sie zuverlässig erhalten?
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einbettung

Balthasar Van der Pol hat den Schaltkreis in einen größeren Kreis mit einer
Vakuumröhre (Triode), Zusatzspule L und Spannungsquelle u eingebaut.

R

C

ia

u

L LM

I

induktive
Rückkopplung

(M: gegenseitige Induktivität)

Die Gitterspannung ug kann den Teilchenstrom von der Kathode zur Anode
verstärken oder unterdrücken. ug (t) obliegt einer DGL 2.Ordnung.

Wird die Abhängigkeit ia(ug ) durch ein Polynom
∑3

j=0 ajuj
g approximiert,

entsteht nach Umskalierung {t → ω0t, x(t) ∼ ug (t), A ≡ −ω0(RC + a0)}
die Van der Pol-Gleichung:

ẍ − (A − x2) ẋ + x = 0
Ein Oszillator mit nichtlinearer Reibung!

WS 2024/25 Nichtlineare Dynamik, Vorlesung 10, 12.12.2024 4 / 16



van der pol-gleichung allgemein

ẍ − (A − x2) ẋ + x = 0

◃

{
ẋ = y
ẏ = −x + (A − x2) y

einziges Gleichgewicht: x = y = 0

◃ Jacobian:
(

0 1
−1 A

)
⇒ λ2 − Aλ + 1 = 0 ⇒ λ1,2 =

A ±
√

A2 − 4
2

A < −2 : stabiler Knoten. −2 < A < 0 : stabiler Fokus.
0 < A < 2 : instabiler Fokus. A > 2 : instabiler Knoten.

◃ Globaler Attraktor bei allen negativen Werten von A: Gleichgewicht.

◃ Stabilitätsverlust bei A = 0: λ1,2 = ±i, Andronov-Hopf Bifurkation.

◃ Globaler Attraktor bei allen positiven Werten von A: Grenzzyklus.
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schwingungsmuster

Van der Pol-Gleichung: ẍ − (A − x2) ẋ + x = 0
Phasenportraits:

A = 0.1 A = 1 A = 10

Schwingungen bei A = 0.1 sind nahezu sinusoidal, “quasiharmonisch”.
Grenzzyklus hat eine elliptische Form.
Schwingungen bei A = 1 sind deutlich asymmetrisch bezüglich Umkehr der
Zeitrichtung. Grenzzyklus wirkt etwas rechteckig.
Schwingungsmuster bei A = 10 besteht aus den
ausgedehnten Segmenten mit der langsamen Abnahme von |x |
und sprunghaften Übergängen.
An der glatten Phasenkurve bilden sich “Ecken”.
Die Amplitude von |dx/dt| wächst rasant.
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mal langsam, mal schnell

Van der Pol-Gleichung: ẍ − (A − x2) ẋ + x = 0

A = 10

Bei großen Werten von A wechseln sich Abschnitte mit schnellen und
langsamen Bewegungen ab. Stark nichtlineare Schwingungen dieser Art
werden (seit Van der Pol) Relaxationsschwingungen genannt.

Beispiel: In einem Schaltkreis wird der Kondensator langsam aufgeladen,
bis sich die rasche Glimmentladung einsetzt, und alles von vorne beginnt.

Andere Beispiele: geothermale Geysire, Kardiogramm, feuernde Hirnzellen,
Quietschen der Kreide an der Tafel . . .
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publikationsgeschichte
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eine andere gleichung

Dieselbe Zeitschrift, etwa 40 Jahre vor Van der Pol:

Rein phänomenologisch: θ̈ + κθ̇ + κ′θ̇3 + n2θ = 0, mit κ < 0
Nach der Umskalierung: ÿ − (A − ẏ2) ẏ + y = 0
Geschwindigkeitsabhängiger Reibungskoeffizient ẏ2 − A.
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rayleigh-gleichung allgemein

ÿ − (A − ẏ2) ẏ + y = 0
ẏ = z
ż = −y + (A − z2) z{

ẏ = z
ż = −y + (A − z2) z

einziges Gleichgewicht: y = z = 0
Aus der Sicht des linearisierten System, keine Unterschiede zu VdP:

◃ Jacobian:
(

0 1
−1 A

)
⇒ λ2 − Aλ + 1 = 0 ⇒ λ1,2 =

A ±
√

A2 − 4
2

A < −2 : stabiler Knoten. −2 < A < 0 : stabiler Fokus.
0 < A < 2 : instabiler Fokus. A > 2 : instabiler Knoten.

◃ Globaler Attraktor bei allen negativen Werten von A: Gleichgewicht.
◃ Stabilitätsverlust bei A = 0: λ1,2 = ±i, Andronov-Hopf Bifurkation.
◃ Globaler Attraktor bei allen positiven Werten von A: Grenzzyklus.
◃ Unterschied: Nichtlinearität. (x2 ẋ) in VdP versus (ẏ3) in Rayleigh-Gl.
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vergleich

Van der Pol-Gleichung: ẍ − (A − x2) ẋ + x = 0

Rayleigh-Gleichung: ÿ − (A − ẏ2) ẏ + y = 0

◃ Neue Variable: u = ẏ
√

3.

⇒ Rayleigh-Gleichung: u̇ −
(

A − u2

3

)
u +

∫
u(t)dt = 0

◃ Differenzieren nach der Zeit: ü −
(
A − u2) u̇ + u = 0

⇒ identisch mit Van der Pol-Gleichung.

⇔
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dynamik der relaxationsschwingungen

Beispiel Rayleigh-Gleichung: ÿ − (A − ẏ2) ẏ + y = 0
bei großen Werten von A.

◃ wir hätten aber lieber einen kleinen Parameter.

Umskalierung: dt = dτ/A (langsame Zeit, um den Faktor A langsamer)
und y = A3/2u (kleinere Amplitudenwerte)

◃
1

A2 ü − (1 − u̇2) u̇ + u = 0

◃ εü − (1 − u̇2) u̇ + u = 0 mit ε ≡ A−2 ≪ 1.

eine DGL mit dem kleinen Parameter vor der obersten Ableitung.

beim ε=0 wird die Ordnung um eins kleiner: singulärer Grenzfall!

◃ Als System 2.Ordnung: u̇ = v
εv̇ = (1 − v2) v − u

Für zufällige Kombinationen von u und v , gilt es: |u̇| ≪ |v̇ |.

◃ Damit ist u eine langsame Variable, und v eine schnelle Variable.
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dynamik der relaxationsschwingungen

Als Gleichungssystem: u̇ = v
εv̇ = (1 − v2) v − u

Für zufällige Kombinationen von u und v , gilt es: |u̇| ≪ |v̇ |.
Damit ist u eine langsame Variable, und v eine schnelle Variable.
Langsam wird v nur in der Nähe ihrer Nullkline u = v − v3

dv/dt>0

dv/dt<0

v

u

◃ Vom zufälligen Anfangspunkt, z.B. links und unterhalb der v -Nullkline
„fliegt“ das System schnell und nahezu waagerecht nach rechts
zum rechten Ast der Nullkline.

◃ Dort angekommen, kriecht es langsam den Ast hoch bis zum Extremum. . ..
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dynamik der relaxationsschwingungen

u̇ = v
εv̇ = (1 − v2) v − u

dv/dt>0

dv/dt<0

v

u

◃ Vom zufälligen Anfangspunkt, z.B. links und unterhalb der v -Nullkline
„fliegt“ das System schnell und nahezu waagerecht nach rechts
zum rechten Ast der Nullkline.

◃ Dort angekommen, kriecht es langsam den Ast hoch bis zum Extremum.
Da auch hier u̇=v noch positiv bleibt, hebt es vom Ast ab
und muss dann schnell zum linken Ast der Nullkline fliegen.

◃ Entlang dem linken Ast kriecht das System nach unten bis zum Minimum.
Von dort fliegt es schnell zum rechten Ast, und die Bahn schließt sich.
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dynamik der relaxationsschwingungen

u̇ = v
εv̇ = (1 − v2) v − u

dv/dt>0

dv/dt<0

v

u

1/√ 3
-1/√ 3 2/√ 3

-2/√ 3

◃ Vom zufälligen Anfangspunkt, z.B. links und unterhalb der v -Nullkline
„fliegt“ das System schnell und nahezu waagerecht nach rechts
zum rechten Ast der Nullkline.

◃ Dort angekommen, kriecht es langsam den Ast hoch bis zum Extremum.
Da auch hier u̇=v noch positiv bleibt, hebt es vom Ast ab
und muss dann schnell zum linken Ast der Nullkline fliegen.

◃ Entlang dem linken Ast kriecht das System nach unten bis zum Minimum.
Von dort fliegt es schnell zum rechten Ast, und die Bahn schließt sich.
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periodendauer der relaxationsschwingung

u̇ = v
εv̇ = (1 − v2) v − u

dv/dt>0

dv/dt<0

v

u

1/√ 3
-1/√ 3 2/√ 3

-2/√ 3

Periodendauer der Relaxationsschwingungen kann als Bewegungszeit
entlang den zwei Abschnitten der v -Nullkline geschätzt werden:

Beitrag von schnellen Flügen ist im Vergleich klein.
Während der langsamen Bewegung entlang der Nullkline, bleibt auch
die Variable v nicht “schnell”: sie passt sich an die langsame Variable u an.

Geschwindigkeit der Bewegung entlang der Nullkline: dv
dt =

v
1 − 3v2

Periodendauer: T ≈
∫ 1√

3

2√
3

1 − 3v2

v dv +

∫ −1√
3

−2√
3

1 − 3v2

v dv = 3 − 2 ln 2

In ursprünglichen Zeiteinheiten der Rayleigh-Gleichung wird es zu A (3–2 ln 2):
(Erinnerung: ε = 1/A2)

Periodendauer der Relaxationsschwingungen wächst proportionell zu A.
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