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> Andronov-Hopf Bifurkation markiert den Ubergang
von zeitunabhdngigem Verhalten zu periodischen Schwingungen.

> In der Nahe zum Ubergang sind die Oszillationen fast harmonisch:
mit konstanter Amplitude und sich uniform drehender Phase.
Weiter weg von der Schwelle kénnen sie ganz unterschiedlich aussehen.

> Gemeinsam allen Arten solcher Schwingungen ist:
zeitabhangige Dynamik wird nicht von auBen aufgezwungen.

> Im Gegensatz zu einem linearen System mit periodischem externen Antrieb,
braucht ein nichtlineares System, das einen Grenzzyklus besitzt,
keine periodische Einwirkung um zu oszillieren.
AuBere Bedingungen (Energiezufuhr) bleiben konstant, das System schwingt
dennoch, und Schwingungsfrequenz entsteht “vom alleine”.

> Dynamik dieser Art nennt man “selbsterregte Schwingungen”,
oder, im Englischen, self-sustained oscillations.
Man merke Betonung auf Erzeugung (-erregte) vs. Erhaltung (-sustained).
Manchmal werden sie auch autooscillations genannt,
was beide Aspekte berlicksichtigt.
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?’ schwingkreis

Beispiel von Schwingungen in Elektrotechnik:
in einem Schaltkreis mit Kapazitdt C und Induktivitat der Spule L

. Q -
LQ+7+RQ=0

beobachtet man lineare elektrische Schwingungen.
Der Strom | = Q oszilliert: /(t) ~ exp(iwpt) mit w3 = 1/(LC),

... aber nur so lange man den Ohmschen Widerstand R vernachlassigt:

_R . i 2 1 R2
I(t) ~e ot exp(iwt) mit w =1¢ i3

Die Schwingung klingt exponentiell ab. Wie kann man sie zuverlassig erhalten?
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Balthasar Van der Pol hat den Schaltkreis in einen groBeren Kreis mit einer
Vakuumrdhre (Triode), Zusatzspule L und Spannungsquelle u eingebaut.

- EL induktive
Riickkopplung

M: gegenseitige Induktivitit
R (M: geg 2 )

Die Gitterspannung ug kann den Teilchenstrom von der Kathode zur Anode
verstarken oder unterdriicken. ug(t) obliegt einer DGL 2.0rdnung.

Wird die Abhangigkeit i,(ug) durch ein Polynom Z w /| approximiert,
entsteht nach Umskalierung {t — wot, x(t) ~ ug(t 5 A = —wo(RC +ao)}
die Van der Pol-Gleichung:

Xx—(A-x)x+x=0

Ein Oszillator mit nichtlinearer Reibung]!
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?’ van der pol-gleichung allgemein

Xx—(A-x)x+x=0

v

xX= 'y
y= —x+(A-x*y

einziges Gleichgewicht: x =y =0

A+ VA2 -4
> Jacobian: 0 1 :>)\2—A)\+1:O:>>\12::|:7
-1 A ’ 2
A< —2: stabiler Knoten. —2 < A<O0: stabiler Fokus.
0 < A< 2: instabiler Fokus. A>2: instabiler Knoten.

> Globaler Attraktor bei allen negativen Werten von A: Gleichgewicht.
> Stabilitatsverlust bei A =0: A1 = %i, Andronov-Hopf Bifurkation.

> Globaler Attraktor bei allen positiven Werten von A: Grenzzyklus.
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?ﬁ schwingungsmuster

Van der Pol-Gleichung: X — (A—x?)x + x = 0

Phasenportraits:
A=01 A=1 A=10

Schwingungen bei A = 0.1 sind nahezu sinusoidal, "quasiharmonisch”.
Grenzzyklus hat eine elliptische Form.

Schwingungen bei A =1 sind deutlich asymmetrisch beziliglich Umkehr der
Zeitrichtung. Grenzzyklus wirkt etwas rechteckig.

Schwingungsmuster bei A = 10 besteht aus den

ausgedehnten Segmenten mit der langsamen Abnahme von |x|
und sprunghaften Ubergéngen.

An der glatten Phasenkurve bilden sich “Ecken”.

Die Amplitude von |dx/dt| wichst rasant.
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?ﬁ mal langsam, mal schnell

Van der Pol-Gleichung: % — (A—x?*)x + x = 0
A=10

Bei groBen Werten von A wechseln sich Abschnitte mit schnellen und
langsamen Bewegungen ab. Stark nichtlineare Schwingungen dieser Art
werden (seit Van der Pol) Relaxationsschwingungen genannt.

Beispiel: In einem Schaltkreis wird der Kondensator langsam aufgeladen,
bis sich die rasche Glimmentladung einsetzt, und alles von vorne beginnt.

Andere Beispiele: geothermale Geysire, Kardiogramm, feuernde Hirnzellen,
Quietschen der Kreide an der Tafel . ..
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2. A solution of the furm (2#) is, hewevor, physicaliy
nnrealizable beenuse it iudientex an amplitude growing to
infinity. Thus for actoal phywigal systeme the diffirential
equation (3] will eniy be valid for values of & up io a
certain value. To express the limitation of thy singlitnda
we most agsome that the eoeffivient of the * resistance ”
term is a fonetion of (he amplitude isalt, becoming positive
at the higher valngs. Thus we may in (3} replaee # Ly the
axpression a— 3ya®, where y is a constant. Henee we
abtain instead of (3) :

Pmda—dyafe+eie=0. . . . . &)

This equation lue been previvusly considered * in eon-
nesion with the snbject o triode wseillutjons,
Lot o3 now change the units of time aud of 2 und write

wi={',

and .;a:\/.f".-_ N £ 15
E

Then {4) beeomes (alter dropping rlo acosnte)
& @ L ifn o
E_.aé.(lf;ﬁf._E.{_t.__(]_ s @ A
Writing farther

— =

w
and nsing fluxional notation we have
i—e(l—idw=0. . . . . . (8




eine andere gleichung

Dieselbe Zeitschrift, etwa 40 Jahre vor Van der Pol:

THE

LONDON, EDINBURGH, Axp DUBLIN
PHILOSOPHICAL MAGAZINE

AND

JOURNAL OF SCIENCE.

————

[FIFTH SERIES.]

APRIL 1883.

XXXIII. On Maintained Vibrations. By Lord RAYLEIGH,
F.R.S., Professor of Eaperimental Physics in the University

of Cambridge". When e is negative; so that small vibrations tend to fn
o . N When « is negative, so that small vibrations tend to increase,
te ! tive f i ) rease,
‘W H?hlg :il:;::in::;gc?:uortn [:: 5gg-lilczngn’i":i‘s;‘e“?hc‘;"?:; a point is of course zoon rea{clmd. after which the approximate
dependent upon an initial store of enorgy which suffers gra equations cease to ho applicable. We may form an idea of
dual exhaustion. In the usual equation the state of things which then ariscs by adding to equation (1)
20 a6 a torm’ proportional to a higher power of the velocity., Let
&g +n?0=0 . . . . . (1) us take
£8 48 ey,

« is positive, and the solution indicates the progressive decay zE et 4 (-d—) +0=0, . . . . (2)

of the vibrations in d: with th tial law. In &

Rein phanomenologisch: 0 + k6 + /03 4+ n?0 = 0, mit x < 0
Nach der Umskalierung: y — (A—y?)y +y = 0
Geschwindigkeitsabhingiger Reibungskoeffizient y? — A.
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?ﬁ rayleigh-gleichung allgemein

y—(A-y)y+y=0

N
|
|
<
+
=
|
N
\.D)
N

y= 7z
7= —y+(A-2?)z
einziges Gleichgewicht: y =z =10

Aus der Sicht des linearisierten System, keine Unterschiede zu VdP:

AL+ VA2 -4
> Jacobian: ( o j\ ) = NX-AX+1=0 = Am:%
A< —=2: stabiler Knoten. —2 < A<O0: stabiler Fokus.

0 < A< 2: instabiler Fokus. A>2: instabiler Knoten.

Globaler Attraktor bei allen negativen Werten von A: Gleichgewicht.
Stabilitatsverlust bei A= 0: A;, = %i, Andronov-Hopf Bifurkation.

Globaler Attraktor bei allen positiven Werten von A: Grenzzyklus.

v Vv VvV V

Unterschied: Nichtlinearitat. (x2x) in VAP versus (y*) in Rayleigh-Gl.
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?’ vergleich

Van der Pol-Gleichung: % — (A—x¥)x + x =0

Rayleigh-Gleichung: y—A-y)y +y=0
> Neue Variable: u= yﬁ.
2
= Rayleigh-Gleichung;: i — (A - u3> u+ /u(t)dt =0

> Differenzieren nach der Zeit: o — (A — u2) u+u=20

= identisch mit Van der Pol-Gleichung.
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?ﬁ dynamik der relaxationsschwingungen

Beispiel Rayleigh-Gleichung: y — (A—y?)y +y =0
bei groBen Werten von A.

> wir hatten aber lieber einen kleinen Parameter.

Umskalierung: dt = d7/A (langsame Zeit, um den Faktor A langsamer)
und y = A3/2y (kleinere Amplitudenwerte)

1
> Euf(17u2)u+u=0

poel— (1—i?)i+u=0 mit e= A2 < 1.
eine DGL mit dem kleinen Parameter vor der obersten Ableitung.
beim e=0 wird die Ordnung um eins kleiner: singularer Grenzfall!

> Als System 2.0rdnung: u=v
ev=(1-v?)v—u
Firr zuféllige Kombinationen von v und v, gilt es: || < |v].

> Damit ist u eine langsame Variable, und v eine schnelle Variable.
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?ﬁ dynamik der relaxationsschwingungen

Als Gleichungssystem: u=v

ev=_1-v)v—u
Fir zufallige Kombinationen von v und v, gilt es: ] < |v|.
Damit ist u eine langsame Variable, und v eine schnelle Variable.

Langsam wird v nur in der Nahe ihrer Nullkline v = v — v3

\ .

\ dv/dt<0

\ A\

v
dv/dt>0\

\

> Vom zufalligen Anfangspunkt, z.B. links und unterhalb der v-Nullkline
Jfliegt" das System schnell und nahezu waagerecht nach rechts
zum rechten Ast der Nullkline.

> Dort angekommen, kriecht es langsam den Ast hoch bis zum Extremum.. ..
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?ﬁ dynamik der relaxationsschwingungen

u=v
\ ev=(1-v)v—u

\ dv/dt<0
\
dv/dt>0\
> Vom zufalligen Anfangspunkt, z.B. links und unterhalb der v-Nullkline

»fliegt" das System schnell und nahezu waagerecht nach rechts
zum rechten Ast der Nullkline.

> Dort angekommen, kriecht es langsam den Ast hoch bis zum Extremum.
Da auch hier i=v noch positiv bleibt, hebt es vom Ast ab
und muss dann schnell zum linken Ast der Nullkline fliegen.

> Entlang dem linken Ast kriecht das System nach unten bis zum Minimum.
Von dort fliegt es schnell zum rechten Ast, und die Bahn schlieBt sich.

WS 2024/25 Nichtlineare Dynamik, Vorlesung 10, 12.12.2024




?ﬁ dynamik der relaxationsschwingungen

u=v
\ ev=(1-v)v—u

\ dv/dt<0
\ R
203 ! 03 Y
dv/dt>0

\

> Vom zufalligen Anfangspunkt, z.B. links und unterhalb der v-Nullkline
»fliegt" das System schnell und nahezu waagerecht nach rechts
zum rechten Ast der Nullkline.

> Dort angekommen, kriecht es langsam den Ast hoch bis zum Extremum.
Da auch hier i=v noch positiv bleibt, hebt es vom Ast ab
und muss dann schnell zum linken Ast der Nullkline fliegen.

> Entlang dem linken Ast kriecht das System nach unten bis zum Minimum.
Von dort fliegt es schnell zum rechten Ast, und die Bahn schlieBt sich.
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?ﬁ periodendauer der relaxationsschwingung
. dv/dt<0
u = v N

— 2
Ev = (1 -V ) v—u D N W3 \j: v

—
<

dv/dt>0

Periodendauer der Relaxationsschwingungen kann als Bewegung&zeit
entlang den zwei Abschnitten der v-Nullkline geschatzt werden:
Beitrag von schnellen Fligen ist im Vergleich klein.

Waéhrend der langsamen Bewegung entlang der Nullkline, bleibt auch
die Variable v nicht “schnell”: sie passt sich an die langsame Variable u an.

dv v

Geschwindigkeit der Bewegung entlang der Nullkline: 132

1 —1
Periodendauer: T =~ /\/§ L 73V2dv + /ﬁ 1 73V2dv =3—-2In2
2 1% =2 v
In urspriinglichen Zeiteinheiten der Rayleigh-Gleichung wird es zu A (3-21n2):
(Erinnerung: & = 1/A?)
Periodendauer der Relaxationsschwingungen wachst proportionell zu A.
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