Vorlesung 9

Bifurkationen IV:

Bifurkationen von Gleichgewichten.
Imperfekte Bifurkationen.
Andronov-Hopf Bifurkation.

Wintersemester 2024 /25 11.12.2024 M. Zaks



ﬂd umwandlungen von gleichgewichten

A. Jacobi-Matrix: Reeller Eigenwert 0 (Wiederholung)
Eindimensionale Zentrumsmannigfaltigkeit: dx/dt = f(x, p).

Gleichgewicht xp: f(xo,pt) = 0;
dessen Stabilitat: Vorzeichen von A = Of /0x|x—x,-
f(0,
Bifurkationsbedingung: f(0,0) = w =0.
(Bifurkation bei ;1 = 0 und Gleichgewicht in x=0)
Taylor: dx/dt = ap(u) + ar(p)x + a2 (p)x? + ag(u)x® + ...

> ag#0 (mit ax #0) = SaEl’ceI—Knoten—Bifurkation (auch Falte, fold)
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@d umwandlungen von gleichgewichten

A. Jacobi-Matrix:  Reeller Eigenwert 0
Eindimensionale Zentrumsmannigfaltigkeit: dx/dt = f(x, p).

Gleichgewicht xo: f(xo, ) = 0;
dessen Stabilitat: Vorzeichen von A = Of /0x|x—x,-
0f(0,0)

Bifurkationsbedingung: f(0,0) = P 0.
(Bifurkation bei ;1 = 0 und Gleichgewicht in x=0)
Taylor: dx/dt = ap(u) + ar(p)x + a2 (p)x? + ag(u)x® + ...
> ag # 0 (mit a2 #0) = Sattel-Knoten-Bifurkation (auch Falte, fold)
> ag =0 (mit ap #0) = Transkritische Bifurkation
> ag=0 unda=0 = Heugabel-Bifurkation
> Im allgemeinen Fall ist die Taylor-Reihe vollstandig: Abwesenheit von
bestimmten Summanden weist auf eine Entartung hin.
Streng genommen (mikroskopisch) ist eine raumliche Symmetrie nie perfekt.

Aufhebung (unfolding) der Entartung: ag 102 — €.
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@d imperfect bifurcations

Aufhebung von Entartungen in Normalformen
Lokalitatsprinzip: bei || >> |e| keine qualitativen Unterschiede zu e=0.

Transkritische Bifurkation: dx/dt = f(x) = € + ux + x°.
—p /-4 df
X, = L 2“  und el +v/ u? —4de

e > 0: Zwei Sattel-Knoten-Bifurkationen bei p = +2./¢;
keine Gleichgewichte dazwischen

e < 0: keine (!) Bifurkationen  (da p?-4¢ immer positiv)

e=0 e>0 e<0
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@d imperfect bifurcations
Aufhebung von Entartungen in Normalformen.

Lokalitatsprinzip: bei || >> |e| keine qualitativen Unterschiede zu e=0.

Heugabel-Bifurkation: dx/dt = f(x) =& + ux — x>

Graphische Lésung fiirs Bifurkationsdiagramm: p = x> — £

X0

0

5)2/3

Einzige Sattel-Knoten-Bifurkation bei p = 3 (5

Xo

Hauptzweig merkt iberhaupt nichts von der Bifurkation

WS 2024/25 Nichtlineare Dynamik, Vorlesung 9, 11.12.2024



ﬂd imperfect bifurcations

Aufhebung von Entartungen in Normalformen.

Lokalitatsprinzip: bei |p| > |e| keine qualitativen Unterschiede zu e=0.

Was macht ein winziger quadratischer Summand
aus einer Heugabel-Bifurkation?
dx/dt = f(x) = +ux+ex? — x3

(Hausaufgabe)
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@d zwei kritische eigenwerte — zwei gleichungen

B.

>

>

>

>

Jacobi-Matrix:  Ein Paar rein imaginarer Eigenwerte + i w
Zentrumsmannigfaltigkeit ist zweidimensional.
=> Es kommt zu einem System aus zwei Gleichungen:
dx/dt = L (x,y) + N, (x,y)+ N, (x,y)+ N, (x,y)+...
dy/dt = L (x,y) + N, (x,y) + Ny (x,y) + N, (x,5)+ ...
mit den linearen L , L und den Formen j-er Ordnung N_, N_ .
x' Ty <y

Wir ordnen Eigenwerte der Jacobi-Matrix: )\lziw, )\2:—i w, )\3, ce A
Dann fiir 2< j < N und ein beliebiges ganzes K gilt:

)\J, =2_._,mA, mit m =m,=K und mi—5l_j‘v’l > 2.

N

Damit ist Z,N:1 m. = 2K +1: Resonanz der Ordnung 2K+1.

Folge (poincar): Summanden mit ungeraden (Summen von den) Potenzen
von x und y lassen sich aus den Gleichungen nicht wegtransformieren.

Aber alle Summanden mit geraden Summen von den Potenzen
(angefangen von 2) kénnen sukzessiv eliminiert werden.
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@d iibergang zu schwingungen

B. Ein Paar rein imaginarer Eigenwerte 4 i w

Zentrumsmannigfaltigkeit ist zweidimensional
= Es kommt zu einem System aus zwei Gleichungen.

> Normalform reduziert sich auf:
dx/dt = ux —wy Fx (x> +y?)
dy/dt = wx +py Fy(x*+y?)
(Summanden 2.0rdnung und teilweise 3.0rdnung
werden durch Koordinatentransformation eliminiert).

Bemerkenswert: Normalform besitzt die Rotationssymmetrie

(obwohl die urspriinglichen Gleichungen auf der Zentrumsmannigfaltigkeit sie nicht unbedingt hatten).

> Jacobian des Gleichgewichts im Ursprung: ( Z —Nw )

Eigenwerte: A\ = p + iw.

Gleichgewicht: ein Strudel, stabil bei ;x < 0 und instabil bei ;> 0.
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@d iibergang zu schwingungen

B. Ein Paar rein imaginarer Eigenwerte 4 i w

Zentrumsmannigfaltigkeit ist zweidimensional
= Es kommt zu einem System aus zwei Gleichungen.

> Normalform reduziert sich auf:
dx/dt = ux —wy Fx (x> +y?)
dy/dt = wx +py Fy(x*+y?)
(Summanden 2.0rdnung und teilweise 3.0rdnung
werden durch Koordinatentransformation eliminiert).

Bemerkenswert: Normalform besitzt die Rotationssymmetrie

(obwohl die urspriinglichen Gleichungen auf der Zentrumsmannigfaltigkeit sie nicht unbedingt hatten).

> Ubergang zu Polarkoordinaten: x = rcos¢p, y = rsing (r > 0).
Dann dr/dt = (xx + yy)/r, und dp/dt = (yx — xy)/r?, also

F=pur=srd

p=w
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@d iibergang zu schwingungen

B. Ein Paar rein imaginarer Eigenwerte 4 i w
F=purFr’
p=w

> Koordinaten sind ,abgekoppelt”:
aus dem System werden zwei getrennte Gleichungen.

> Gleichung fiir ¢ ergibt explizit: ¢(t) = (0) + wt
— eine Drehung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w

> Gleichung fir r: Normalform der Heugabel
(ohne dem negativen Ast )
Gleichgewichte: r; = 0 und r; = /£p i

> Konstanter Wert von r, gleichmaBige Drehung entlang ¢
— periodische Bewegung entlang einer runden Phasenbahn.

Im Fall von —r> in der 1.G1eichung Wird diese Bahn asymptotisch stabil
= Grenzzyklus (limit cycle)
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@d iibergang zu schwingungen

B. Ein Paar rein imaginarer Eigenwerten + i w

Somit fiihrt diese Art von Stabilitatsverlust bei einem Gleichgewicht
zum Einsetzen von einer qualitativ anderen Form von Dynamik:

> aus dem Gleichgewicht entstehen periodische Schwingungen,
die Amplitude wachst als ~ /11,
und die Periode ist anndhernd 27 /w.

> Dieser Ubergang heiBt Andronov-Hopf Bifurkation:
A.A. Andronov hat sie fiir zweidimensionale Systeme beschrieben (1929),
E.Hopf behandelte den allgemeinen Fall fiir ein System mit Ordnung n (1942).

> Abhingig vom Vorzeichen vor r3, kann diese Bifurkation
,weich" /superkritisch (stabile Schwingungen)

oder ,hart" /subkritisch (instabile Schwingungen) sein.
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@d hart oder weich?

> Seien x, y Koordinaten auf der Zentrumsmannigfaltigkeit des Gleichgewichts:

x=f(x,y,n), y =280y, p), f(0,0,u) =g(0,0,u) =0,

und es 3 ein reelles w, so dass bei u=0 die Jacobi-Matrix

% ‘%i die Form 0 —w hat
9g g w 0 :
dOx Oy x=y=0

Sei, auBerdem, % <gi + gi) #0 (Bifurkationsbedingung).
> Dann zweigt sich bei u=0 eine periodische Lésung vom Gleichgewicht ab.
O3f B3g O3f g
| = — Z' s
st @ <6x3 + Ox20y * Ox0y? + 8y3) T

Of (FF 00\ Fg (P Fg\ 0fg 0
xdy \Ox2 " 0y? xdy \Ox2 ' 9y? Ox20x2 ~ dy? dy?
negativ, dann ist die periodische Lésung stabil (superkritische Bifurkation).

Ist Q positiv, dann ist diese Lésung instabil (subkritische Bifurkation).
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Henri Alexandr Eberhard
Poincaré Andronov Hopf
1882 1929 1942
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quelle |

COURBES DEFINIES PAR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE. 251

Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle ;

Pan M. H. POINCARE ('),

Ingénieur des Mines.

CHAPITRE V.

THEORIE DES CONSEQUENTS.

Convention . le. — Considé une dermi- irists
que; nous la si on peut le I'alre
sans rencontrer un point smguher si, au contraire, en suivant la
demi-caractéristique, nous arrivons i un nceud, nous I'arréterons & un
neeud ; si nous arrivons & un col, trois chemins s'ouvriront devant

Fig. 6.

A

nous quand nous voudrons continuer 4 suivre la caractéristique, le

(*) Journal de Mathématiques, 3¢ sixie, t. V11, p. 355.
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quelle

COURBES DEFINIES PAR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE. 263

soit n, M, est toujours surl’arc AB, M, tendra vers une limite quand n
augmentera indéfiniment. Soit H cette limite.

Le conséquent de M,, quand n est infiniment grand, est infiniment
rapproché de M,. Donc H est son propre conséquent; donc la carac-
téristique qui passe par T est un cycle; nous l'appellerons eycle limite
de la demi-caractéristique donnée. On peut suivre sur la caractéris-
tique qui passe par M, un arc assez grand pour se rapprocher autant
que l'on veut du point H.

CHAPITRE VIIL

RECHERCHE DES CYCLES SANS CONTACT.

La facilité avec laquelle se discutent complétement les exemples
précédents est due 4 deux causes. En premier lieu, les cycles limites
étant algébriques, le systéme topographique des cycles sans contact
et des cycles limites est lui-méme algébrique ; en second lieu, la forme
méme de I'équation différentielle permet de trouver immédiatement
ce systéme topographique; mais il est évident que cela n’aura pas lieu
en général.

Quand les cycles limites ne sont pas algébriques, une discussion
vompléte est évidemment impossible : car on ne pourra jamais trouver
en sermes finis 1'équation des cycles limites, Mais on peut arriver i
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quelle Il

SEANCE DU 1§ OCTOBRE 1g29. 359

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Les eycles limites de Poincaré et la théorie
des ascillations auto-entretenues, Nole-de M, A. Asonexow, présentée
par M. Hadamard.

I. Les oscillations dites auto-entretenues suscitent depuis quelques
années un intérét de plus en plus vif dans plusieurs domaines des sciences
naturelles. Ces oscillations sont régies par des équations différentielles
qui différent de celles qu'étudient la physique mathématique et la méca-
nique classique. Les sysiémes ol se produisent ces phénomeénes ne sont
pas consecvalils el eotretiennent leurs oscillalioos en puisant 'énergie &
des sources non périodiques.

Citons, pour le cas des équations aux dérivées partielles, le probléme
déja n de la corde vibrante excitée par un archet ainsi que le
robléme des Céphéides, tel que le traite Eddington ('); pour celui des
équations différentielles ordinaires, en mécanique le pendule de Froude (*),
en physique Doscillatear i tviode (*), en chimie les réactions picio-
diques (*); des problémes similaires se posent en biologic (*).

2. Considérons le cas le plus simple des auto-oscillations que présente
mécanique el en physique — un systéme 4 un degré de liberté, en
chimie une réaction entre deux subsitances, en biologie deux espéces
animales coexistantes. Ces systémes peuvenl éire représentés par deux
équations dilférentielles simullanée:

(A)

A — Q).

On sait que les solutions stationnaires d'un Lel sysiéme peuvent étre de
deux espécés : soil conslanles, soit périodiques en (. Exigecns, en nous
basant sur I'élude des phénnménes de ce genre elfeclivement observés, que
les mouvements périodiques que nous considérons soien! stables, par rap-

') Enmxoron, The internal constitution of stars, p. 200 { Cambridge, igat).

(*) Lovd Raveescn, The theory of sonnd, London, 1, 18g% p. atu.

(3) Voir par exemple van pen Pov, Phil. Mag., 7° sétie, 2. 1926, p. g78.

{4} Voir per exemple Knexsun, Die periodlahen Eackeinngen in der Chemie,
p- 124 (Stutigart, 1g13).

(%) Lota, Blements of physical biofogy, p. 88 (Ballimore, 1925). Voir aussi les
récenles recherches de M. Volterra.
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quelle Il

A.A. Andronov, Les cycles limites de Poincaré
et la théorie des oscillations auto-entretenues,
Comptes Rendus de |'Académie des Sciences
189 (14 octobre 1929), p. 559-561.

... On peut, facilement montrer qu'aux mouvements périodiques satisfaisant
a ces conditions correspondent, sur le plan xy, des courbes fermées isolées,
dont s’approchent en spirales, de I'intérieur et de I'extérieur (pour t croissant),
les solutions voisines. Il en résulte que les auto-oscillations

qui naissent dans les systémes caractérisés par des equations du type (A)
correspondent mathematiquement aux cycles limites stables de Poincaré .

Il est donc clair que la période et I'amplitude des oscillations stationnaires
ne dépendent pas des conditions initiales.
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(4 quelle 11l

ABDRUCK
AUS DEN BERICHTEN DER MATHEMATISCH.-PHYSISCHEN KLASSE DER
SACHSISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN ZU LEIPZIG

XCIV. BAND
BITZUNG VOM 19. JANUAR 1942

Abzweigung einer periodischen Losung von einer
stationdiren Lisung eines Differentialsystems.

1. Einleitung.
Es sei
T=F; (24, ..., T, ) (i=1,...,n)
oder in Vektorschreibweise
> 11 =% n
ein reelles Differentialsystem mit reellem Parameter u. § sei analytisch in
t und g, wenn g in einem Gebiete & liegt und | u| < ¢ ist. (1.1) soll eine
fiir | u | < ¢ analytische Schar stationirer Losungen ¢ = (u) in @ besitzen,
F (2 (m). ) =0.
Die charakteristischen Exponenten der stationiiren Lésung sind bekanntlich
die Eigenwerte der Eigenwertaufgabe
da=8,(a),
wo £, den nur von u abhingigen linearen Operator bedeutet, welcher durch
Weglassen der nicht linearen Glieder in der Reihenentwicklung von § um
1 = I entsteht. Die Exponenten sind entweder reell oder paarweise konju-
> giert komplex und hingen von u ab.
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@d quelle 111

Satz. Fir p =0 selen genau zwei charakteristische Exponenten rein ima-
gindr. Ihre stetigen Fortsetzungen a (u), « (u) mégen den Beding
(1. 2) a(0)=—a0)+0, R(«0)+F0
gentigen. Dann existiert eine Schar reeller periodischer Lisungen ¢ = (1, ¢),
= pi(e) mit den Eigenschaften (0) =0 und g (t,0) = £ (0), aber ¢ (t,e) + £ (1 (e))
fiir alle hinreichend kleinen € 3 0. u(e) und x (¢, ¢) sind an der Stelle e =0
bzw. an jeder Stelle (t,0) analytisch. Dasselbe gilt von der Periode T (g), und es st

2w
Sl [e(0)|"

Zu beliebig grofem L gibt es zwet positive Zahlen a und b derart, daff fir | pu| < b
aufler der stationdren Losung und den Losungen der Scharhilfte € > 0 keine
periodischen Losungen existieren, deren Periode kleiner als L ist, und die ganz in
|t —Z (u) | < a liegen.) Die periodischen Losungen eristieren bei hinreichend
kleinem p entweder nur fir u > 0 oder nur fiir u << 0 (Allgemeiner Fall), oder
aber nur fiir p = 0.
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Obwoh! mir die Behandlung der Abzweigungsaufgabe
auf Grund der Voraussetzung (1.2) in der Literatur nicht begegnet ist,
glaube ich kaum, dass an dem obigen Satz etwas wesentlich Neues ist.

Die Methoden sind vom Poincaré vor etwa 50 Jahren entwickelt worden
und gehéren heute zum klassischen Gedankengut
der Theorie der periodischen Lésungen im Kleinen.

Da aber der Satz von Interesse in der nichtkonservativen Mechanik ist,
schien mir eine ausfiihrliche Darstellung nicht unniitz zu sein.
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