
Vorlesung 9

Bifurkationen IV:
Bifurkationen von Gleichgewichten.

Imperfekte Bifurkationen.
Andronov-Hopf Bifurkation.
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umwandlungen von gleichgewichten
A. Jacobi-Matrix: Reeller Eigenwert 0 (Wiederholung)

Eindimensionale Zentrumsmannigfaltigkeit: dx/dt = f (x , µ).
Gleichgewicht x0: f (x0, µ) = 0;
dessen Stabilität: Vorzeichen von λ = ∂f /∂x |x=x0 .

Bifurkationsbedingung: f (0, 0) = ∂f (0, 0)
∂x = 0.

(Bifurkation bei µ = 0 und Gleichgewicht in x=0)

Taylor: dx/dt = a0(µ) + a1(µ)x + a2(µ)x2 + a3(µ)x3 + . . .

◃ a0 ̸= 0 (mit a2 ̸= 0) ⇒ Sattel-Knoten-Bifurkation (auch Falte, fold)
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umwandlungen von gleichgewichten
A. Jacobi-Matrix: Reeller Eigenwert 0

Eindimensionale Zentrumsmannigfaltigkeit: dx/dt = f (x , µ).
Gleichgewicht x0: f (x0, µ) = 0;
dessen Stabilität: Vorzeichen von λ = ∂f /∂x |x=x0 .

Bifurkationsbedingung: f (0, 0) = ∂f (0, 0)
∂x = 0.

(Bifurkation bei µ = 0 und Gleichgewicht in x=0)

Taylor: dx/dt = a0(µ) + a1(µ)x + a2(µ)x2 + a3(µ)x3 + . . .

◃ a0 ̸= 0 (mit a2 ̸= 0) ⇒ Sattel-Knoten-Bifurkation (auch Falte, fold)
◃ a0 = 0 (mit a2 ̸= 0) ⇒ Transkritische Bifurkation
◃ a0 = 0 und a2 = 0 ⇒ Heugabel-Bifurkation

◃ Im allgemeinen Fall ist die Taylor-Reihe vollständig: Abwesenheit von
bestimmten Summanden weist auf eine Entartung hin.
Streng genommen (mikroskopisch) ist eine räumliche Symmetrie nie perfekt.

Aufhebung (unfolding) der Entartung: a0,1,2 → ε.
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imperfect bifurcations
Aufhebung von Entartungen in Normalformen

Lokalitätsprinzip: bei |µ| ≫ |ε| keine qualitativen Unterschiede zu ε=0.

Transkritische Bifurkation: dx/dt = f (x) = ε+ µ x + x2.

x0 =
−µ±

√
µ2 − 4ε

2 und df
dx

∣∣∣x=x0
= ±

√
µ2 − 4ε

ε > 0: Zwei Sattel-Knoten-Bifurkationen bei µ = ±2
√
ε;

keine Gleichgewichte dazwischen

ε < 0: keine (!) Bifurkationen (da µ2-4ε immer positiv)

ε = 0 ε > 0 ε < 0

x 0

µ

x 0

µ

x 0

µ
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imperfect bifurcations
Aufhebung von Entartungen in Normalformen.

Lokalitätsprinzip: bei |µ| ≫ |ε| keine qualitativen Unterschiede zu ε=0.

Heugabel-Bifurkation: dx/dt = f (x) = ε+ µ x − x3

Graphische Lösung fürs Bifurkationsdiagramm: µ = x2
0 − ε

x0

Einzige Sattel-Knoten-Bifurkation bei µ = 3
(ε

2

)2/3

ε = 0 ε > 0 ε < 0

x 0

µ

x 0

µ

x 0

µ

Hauptzweig merkt überhaupt nichts von der Bifurkation
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imperfect bifurcations
Aufhebung von Entartungen in Normalformen.

Lokalitätsprinzip: bei |µ| ≫ |ε| keine qualitativen Unterschiede zu ε=0.

Was macht ein winziger quadratischer Summand
aus einer Heugabel-Bifurkation?
dx/dt = f (x) = +µ x + εx2 − x3

(Hausaufgabe)
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zwei kritische eigenwerte → zwei gleichungen
B. Jacobi-Matrix: Ein Paar rein imaginärer Eigenwerte ± i ω

Zentrumsmannigfaltigkeit ist zweidimensional.
⇒ Es kommt zu einem System aus zwei Gleichungen:

dx/dt = Lx (x , y) + N2x (x , y) + N3x (x , y) + N4x (x , y) + . . .
dy/dt = Ly (x , y) + N2y (x , y) + N3y (x , y) + N4y (x , y) + . . .

mit den linearen Lx , Ly und den Formen j-er Ordnung Njx ,Njy .
◃ Wir ordnen Eigenwerte der Jacobi-Matrix: λ1=iω, λ2=–iω,λ3, . . . , λN .

Dann für 2< j < N und ein beliebiges ganzes K gilt:
λj =

∑N
i=1 miλi , mit m1=m2=K und mi=δij ∀ i > 2.

◃ Damit ist
∑N

i=1 mi = 2K + 1: Resonanz der Ordnung 2K+1.

◃ Folge (Poincaré): Summanden mit ungeraden (Summen von den) Potenzen
von x und y lassen sich aus den Gleichungen nicht wegtransformieren.

◃ Aber alle Summanden mit geraden Summen von den Potenzen
(angefangen von 2) können sukzessiv eliminiert werden.
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übergang zu schwingungen
B. Ein Paar rein imaginärer Eigenwerte ± i ω

Zentrumsmannigfaltigkeit ist zweidimensional
⇒ Es kommt zu einem System aus zwei Gleichungen.

◃ Normalform reduziert sich auf:
dx/dt = µ x − ω y ∓ x (x2 + y2)
dy/dt = ω x + µ y ∓ y (x2 + y2)
(Summanden 2.Ordnung und teilweise 3.Ordnung
werden durch Koordinatentransformation eliminiert).

Bemerkenswert: Normalform besitzt die Rotationssymmetrie
(obwohl die ursprünglichen Gleichungen auf der Zentrumsmannigfaltigkeit sie nicht unbedingt hatten).

◃ Jacobian des Gleichgewichts im Ursprung:
(

µ −ω
ω µ

)
Eigenwerte: λ = µ ± iω.

Gleichgewicht: ein Strudel, stabil bei µ < 0 und instabil bei µ > 0.

.
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übergang zu schwingungen
B. Ein Paar rein imaginärer Eigenwerte ± i ω

Zentrumsmannigfaltigkeit ist zweidimensional
⇒ Es kommt zu einem System aus zwei Gleichungen.

◃ Normalform reduziert sich auf:
dx/dt = µ x − ω y ∓ x (x2 + y2)
dy/dt = ω x + µ y ∓ y (x2 + y2)
(Summanden 2.Ordnung und teilweise 3.Ordnung
werden durch Koordinatentransformation eliminiert).

Bemerkenswert: Normalform besitzt die Rotationssymmetrie
(obwohl die ursprünglichen Gleichungen auf der Zentrumsmannigfaltigkeit sie nicht unbedingt hatten).

◃ Übergang zu Polarkoordinaten: x = r cosφ, y = r sinφ (r ≥ 0).
Dann dr/dt = (ẋ x + ẏ y)/r , und dφ/dt = (ẏ x − ẋ y)/r2, also

ṙ = µr ∓ r3

φ̇ = ω
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übergang zu schwingungen
B. Ein Paar rein imaginärer Eigenwerte ± i ω

ṙ = µr ∓ r3

φ̇ = ω

◃ Koordinaten sind ”abgekoppelt“:
aus dem System werden zwei getrennte Gleichungen.

◃ Gleichung für φ ergibt explizit: φ(t) = φ(0) + ωt
– eine Drehung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ω

◃ Gleichung für r : Normalform der Heugabel
(ohne dem negativen Ast )

Gleichgewichte: r0 = 0 und r0 =
√
±µ

0

x 0

µ

◃ Konstanter Wert von r , gleichmäßige Drehung entlang φ
– periodische Bewegung entlang einer runden Phasenbahn.

Im Fall von −r3 in der 1.Gleichung wird diese Bahn asymptotisch stabil
⇒ Grenzzyklus (limit cycle)
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übergang zu schwingungen

B. Ein Paar rein imaginärer Eigenwerten ± i ω

Somit führt diese Art von Stabilitätsverlust bei einem Gleichgewicht
zum Einsetzen von einer qualitativ anderen Form von Dynamik:

◃ aus dem Gleichgewicht entstehen periodische Schwingungen,
die Amplitude wächst als ∼ √

µ,
und die Periode ist annähernd 2π/ω.

◃ Dieser Übergang heißt Andronov-Hopf Bifurkation:
A.A. Andronov hat sie für zweidimensionale Systeme beschrieben (1929),
E.Hopf behandelte den allgemeinen Fall für ein System mit Ordnung n (1942).

◃ Abhängig vom Vorzeichen vor r3, kann diese Bifurkation

”weich“/superkritisch (stabile Schwingungen)

oder ”hart“/subkritisch (instabile Schwingungen) sein.
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hart oder weich?

◃ Seien x , y Koordinaten auf der Zentrumsmannigfaltigkeit des Gleichgewichts:
ẋ = f (x , y , µ), ẏ = g(x , y , µ), f (0, 0, µ) = g(0, 0, µ) = 0,

und es ∃ ein reelles ω, so dass bei µ=0 die Jacobi-Matrix(
∂f
∂x

∂f
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y

)
x=y=0

die Form
(

0 −ω
ω 0

)
hat.

Sei, außerdem, ∂

∂µ

(
∂f
∂x +

∂g
∂y

)
̸= 0 (Bifurkationsbedingung).

◃ Dann zweigt sich bei µ=0 eine periodische Lösung vom Gleichgewicht ab.

Ist Q =

(
∂3f
∂x3 +

∂3g
∂x2∂y +

∂3f
∂x∂y2 +

∂3g
∂y3

)
+

+
1
ω

(
∂2f
∂x∂y

(
∂2f
∂x2 +

∂2f
∂y2

)
− ∂2g

∂x∂y

(
∂2g
∂x2 +

∂2g
∂y2

)
− ∂2f

∂x2
∂2g
∂x2 +

∂2f
∂y2

∂2g
∂y2

)
negativ, dann ist die periodische Lösung stabil (superkritische Bifurkation).

Ist Q positiv, dann ist diese Lösung instabil (subkritische Bifurkation).
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urheber

Henri Alexandr Eberhard
Poincaré Andronov Hopf

1882 1929 1942

WS 2024/25 Nichtlineare Dynamik, Vorlesung 9, 11.12.2024 12 / 19



quelle I
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quelle I
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quelle II
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quelle II

A.A. Andronov, Les cycles limites de Poincaré
et la théorie des oscillations auto-entretenues,
Comptes Rendus de l’Académie des Sciences
189 (14 octobre 1929), p. 559–561.

. . . On peut, facilement montrer qu’aux mouvements périodiques satisfaisant
à ces conditions correspondent, sur le plan xy , des courbes fermées isolées,
dont s’approchent en spirales, de l’intérieur et de l’extérieur (pour t croissant),
les solutions voisines. Il en résulte que les auto-oscillations
qui naissent dans les systèmes caractérisés par des equations du type (A)
correspondent mathematiquement aux cycles limites stables de Poincaré .
Il est donc clair que la période et l’amplitude des oscillations stationnaires
ne dépendent pas des conditions initiales.
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quelle III

◃

◃

WS 2024/25 Nichtlineare Dynamik, Vorlesung 9, 11.12.2024 17 / 19



quelle III
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zitat:

Obwohl mir die Behandlung der Abzweigungsaufgabe
auf Grund der Voraussetzung (1.2) in der Literatur nicht begegnet ist,
glaube ich kaum, dass an dem obigen Satz etwas wesentlich Neues ist.
Die Methoden sind vom Poincaré vor etwa 50 Jahren entwickelt worden
und gehören heute zum klassischen Gedankengut
der Theorie der periodischen Lösungen im Kleinen.
Da aber der Satz von Interesse in der nichtkonservativen Mechanik ist,
schien mir eine ausführliche Darstellung nicht unnütz zu sein.
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