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3 Das Lanczos—Verfahren

3.1 Idee

Ausgehend von einem (normierten) Startvektor vy soll durch wiederholtes
Anwenden der (hermiteschen) Matrix A eine Ortho-Normalbasis {vg, vy, ...}
iterativ konstruiert werden.

Erster Schritt:

Avg = Bovi + apug
mit oy = ’U(JSAUO
Bo = |[Avg — aguo|

agvg ist also die Projektion von Avg || vg und By sorgt als Normierungsfaktor
fiir ||v1]] = 1. Die Phase von fy ist willkiirlich gew&hlt: Gy > 0.
Zweiter Schritt:

Avi = Bivg + agvr + Yovo
mit a3 = vJ{Avl
Y7 = U(T)Am
= (v]Avp)*
= ﬁ(’;
B = [Avi — arvr — Biuol|
Dritter Schritt:
Avy = Pauz + ava + 7101 + dovo
mit oy = v%Avg
m = B/
60 = ’USA’UQ
= (v}Avo)
=0
B2 = |Ave — agua — Biv1]|
USW.
3.2 Rekursion
Av, = /annJrl + ap Uy + Br—1Vn—1 (3-1)
o, = vLAvn

Bn = ||Av, — anvn — Bp—1Vn-1]| (3.3
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Die Phasenwahl des Normierungsfaktors impliziert 5, > 0. Die Rekursion
bricht nicht ab, solange (3, > 0.

Mathematisch ist die Orthogonalitéit aller v; garantiert, obwohl zur Kon-
struktion von vy, 1 explizit nur auf v, und v,_; zuriickgegriffen wird. In der
numerischen Implementierung ist die Orthogonalitat von vy, 1 zu vg, ..., Vn—1
dagegen nicht einmal im Rahmen der Rechengenauigkeit garantiert — sie
kann durch akkumulierte Rundungsfehler Schaden nehmen.

In der Praxis findet man, dass der Lanczos—Algorithmus aus dem Rauschen
der Rundungsfehler gelegentlich neue Startvektoren generiert und damit Tei-
le des Vektorraums mehrfach {iberdeckt.

Fine leichte Verbesserung erreicht man mit einer alternativen Formel fiir o,
die wenigstes die Orthogonalitidt von v,4+1 zu v, im Rahmen der Rechenge-
nauigkeit garantiert: aus der Rekursion (8.1]) entnimmt man

5nvjlvn+1 = ’UIL(A’UYL - anlvnfl) - O‘nvibvn
Da die Normierung Uiﬂ}n = 1 jeweils explizit vorgenommen wird, wird
vl vpy1 = 0 erreicht mit
o, = v;rL(Avn — Bn—1Un—1) (3.4)

Diese zu (3.2]) mathematische dquivalente Form ist also numerisch vorzuzie-
hen. Man definiert dann noch den Hilfsvektor

qn = Avn_ﬂn—lvn—l (35)

und bekommt so den folgenden...

3.3 Algorithmus

Startvektor: s

Vorspann:
s = 0 = exit
vo = s/|ls]]
q = Av
Iterationen n =0,1,2,...:
Qp = UILQn
G = Gn— Qntn
Bn = llaul
Bn = 0 = exit
Un4+1 = Q;L/Bn
Gnt1 = Avpi1 — Bavn

Die beiden Arbeitsvektoren ¢ und ¢’ sind im Programm identisch, und man
braucht insgesamt vier Vektoren (s, vy, vp+1,¢n). Wenn man den Startvektor
iiberschreibt, kommt man sogar mit drei Vektoren aus.
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3.4 Tridiagonal-Matrix

Nach Konstruktion:

Tl’j = ’U;-rAUj (36)
ap  fo
Bo a1 B
T = 3.7
B (3.7)

d.h. A ist in der Lanczos—Basis tridiagonal.
Wahrend der Iterationen erscheinen nacheinander die Untermatrizen

7O = (ao) (3.8)
1 _ ap fo
o () s
a0 Bo
T(2) = ,80 aq 51 (310)
1 az

Man kann beweisen: solange f; # 0 gilt, sind die Spektren der T nicht
entartet und nach folgendem Schema ineinander verschachtelt:

A
(1) 0
@) * @) M @) (3.11)
)\0 A1 AQ

(n) (n)

Demnach ist jedes Ay’ eine obere Schranke fiir Ay,in(A) und jedes Ap’ eine
untere Schranke fiir A4, (A4). Die Erfahrung zeigt, dass gerade die extrema-
len Eigenwerte von T schnell gegen die von A konvergieren.

3.5 Fehlerabschitzung

Das folgende Theorem ist eine der vielen Varianten des Kreistheorems von
Gershgorin (1931):

Sei A eine normale (z.B. hermitesche, symmetrische) (N x N)-Matrix, o €
C,v € CY und ||v]| = 1, ferner

5 = |(A-o)l. (3.12)

Dann liegt (mindestens) ein Eigenwert A\; von A in der Kreisscheibe um o
mit Radius ¢:

Ni—o] <o (3.13)
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Beweis:
A hat eine Spektraldarstellung

= A-o0 = ZW(A@'—U)UI

= (A—opw = S u(\—o)(ulv)
= 62 = Yo lufv? (3.14)

Wiére nun |A\; — o] > 4 fiir alle 4, dann folgte
Z I\ — o]? |u;rv|2 > 62 Z |u;-rv|2 = 4°

K3 K3

Das widerspricht Glg.([3.14]), und so folgt die Behauptung.
Anwendung auf das Lanczos—Verfahren:

(

Sei )\Z(-n) ein Eigenwert von 7(" und hin) der zugehorige (normierte) Eigen-

vektor:

(10 =AY R = 0

Dann nehmen wir o = )\En) und (in der Lanczos-Basis)

h™
’U pr 0
7)™ |\ { p
= (A-opw = Bn 0
0
— ﬁn(hzn )n
0
= ﬁn(hgn))nanrl
= 8" = 1Bl (")l (3.15)

und nach dem Theorem hat A (mindestens) einen Eigenwert im Intervall

)\Z(n) + 5§n). Diese Fehlerabschétzung ist berechenbar, dann die Diagonali-
sierung von T lisst sich zwischen den Lanczos-Iterationen mit geringem
Aufwand durchfiihren. Sie ist allerdings nicht besonders niitzlich, wenn es
darum geht, ein Abbruch—Kriterium fiir den Algorithmus zu formulieren,
denn die Fehlerschranke wberschdtzt den tatsédchlichen Fehler betrachtlich.
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3.6 Lanczos und CG im Krylov-Raum
3.6.1 Details zur CG—Iteration
Matrix: A = AT >0

Iteration:
bo = To
Tnil = Tn— GpApy (316)
Pntl = Tntl+ Babn (317)
Eigenschaften:
o = 0 n>k (3.18)
plAp, = 0 n#k (3.19)
i 0 n#k (3.20)
phrn = rhrg (3.21)

Als erstes beweisen wir (BI8)),([3I9) durch vollstindige Induktion iiber n,
d.h. wir schlieflen auf

rl+1pk =0 k<n

pILJrlApk =0 E<n

Die Relationen mit k& = n dienen zur Festlegung von @&, und fy:

Tib-i-lpn = 0
1_
= Gy = St (3.22)
pnApn
Pl Ap, = 0
- TA
= B, = _pnT il (323)
pnApn
und fiir k < n rechnen wir nach:
vk = (=&l A, =0
pL+1Apk = (TIL+1+ Brph) Apy,
= T:LHAPIC =0

wegen GpApr = TR —Trp1
= (P& — Br—1Pk—1) — (Pk+1 — Brpr)
€ span{py_1, Pk, Pk+1}
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Die beiden anderen Relation (3.20)),([321]) folgen nun direkt:

rire = (pp — Be_1r-1)
= 0 n >k
pira = (rh+ B 1Pl _)rn
i

Alternative Ausdriicke fiir die Koeffizienten:

T
a, = :nT" > 0 (3.24)
PnApn
Bn _ danTArnH

TnTn

(o1 — s
T

T'nTn

.I.

Ty 1"

M > 0 (3.25)
TnTn

3.6.2 Krylov-Raum

Aufgrund der CG-Iteration ist klar, dass sowohl die {py } als auch die {ry} je-
weils einen Krylov—Raum aufspannen (ausgehend von py = rg). Tatséchlich
stellen sie zwei verschiedene Basissysteme (A-konjugiert bzw. orthogonal)
fiir dieselbe Folge von Unterrdumen dar:

ICn = Span{po""pnfl}

= span{rg,..,"n—1}

Das sieht man bei ihrer iterativen Konstruktion: K,, wird nach Glg.(3.16])
und (B.I8) durch den Restvektor r, L ), zu K,,41 erweitert. Anschliefend
wird der néichste Shiftvektor p,, € K,,+1 nach Glg.([3I7) gebildet, der seiner-
seits A-orthogonal zu IC,, ist.

3.6.3 Lanczos—Basis

Die Restvektoren bilden gerade die Lanczos—Basis bzgl. A, ausgehend von
To-

Arn = Apn_Bn—lApn—l

~—1 n—1

= &, (Th —7Tnt1) — a1
e

= ATAn = annJrl + apfy + anl"ﬁnfl (326)

mit 7, o/l

(rn—l - rn)
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an = a4 at B (3.27)
~—1 T ~—15
B, = _an1‘|||:+‘1||| _ _anl 71L/2 (3.28)
n

Wie man sieht, lassen sich die Elemente der Lanczos—Tridiagonalisierung in
einfacher Weise aus den CG—Koeffizienten gewinnen.

3.6.4 Minimum—Eigenschaft

Nach n CG-Iterationen sind wir angelangt bei

n—1
Tn = o+ Y APk
k=0
mit z,—xz9 € K,
rn L Ky

und das ist in gewisser Weise optimal: jede andere Wahl der Koeffizienten
&y, hétte zu einer anderen N#herungslosung gefiihrt:

r = Tptvy
r = r,— Ay
mit y € K,
rly = 0
und eine kurze Rechnung zeigt:
rfA=lr = TLA_lrn — T;rly - erTn + yTAy

= TILA_lrn + yTAy

d.h. z, minimiert 7TA=' im Rahmen der ihm zur Verfiigung stehenden
Shifts x, — xg € K, denn yf Ay > 0 fiir alle y # 0.

3.6.5 Schranke fiir den Restvektor

Da die Shift—Vektoren des CG aus dem Krylov—Raum stammen, der durch
wiederholte Anwendung von A auf den Startvektor ry erzeugt wird, stellt
sich der akkumulierte Shift zg — x,, letzten Endes dar als ein Polynom in
A (Grad < n — 1), angewandt auf r:

T, = o+ Pnfl(A)TO
= Ty = [1 — APnfl(A)] 70
= R,(A4) o (3.29)

Hier ist R, (x) ein Polynom vom Grad < n mit der Eigenschaft R, (0) = 1.
Im folgenden brauchen wir die Spektraldarstellung von A:
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und gewichtete Normen der Art

A7y
>l
i
Weil der CG den Restvektor in der Norm ||7, || 4-1 minimiert, kann man eine

Konvergenzabschétzung bekommen, indem man R, durch ein geeignetes,
explizit bekanntes Polynom R,, ersetzt:

{1

Iralla-r = [[RBa(A)roll 41
[12n(A)roll a1

<
< max [Rn(A)] [Irolla- (3.30)

Wenn iiber das Spektrum von A nur bekannt ist, dass
>\i S [)\mma Ama:}:]

dann liefert die Theorie der Chebyshev—Approximation optimale Polynome

R, in der Variablen

)\mam )\mzn —2X
. - + (3.31)

)\maa: - )\min

und zwar

Ra(\) = . (3.32)

Hier treten die Chebyshev-Polynome T),(z) auf, definiert durch

rxe[-1,1]: z=cosp T,(xr)=cosnp
x>1: x=cosha T,(x)= coshna

Die Eigenwerte \; werden von Glg.([3.31]) nach z; € [—1,1] abgebildet, wo
|T(2i)| < 1. Der Punkt A = 0 geht nach z = a:

k+1
a = >1
k—1
. _ Ama:}:
mit kK = (3.33)
)\min
Wir fithren einen Parameter v ein:
1
coshy = a = s
k—1

= Ty(a) = coshny
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Damit schitzt man ab:

1

Ry (N 3.34
RO € (3.31)
- 1
l[roll.a-1 coshyn
Fiir die Konvergenz von ||r,|| selber folgt:
1/2
Atinlirla=s < el < A2l
llro] cosh yn
und fiir die Differenz zur exakten Losung zoo = A71b :
Too—x = Alr
= |lweo —zll = [Ir]la-2
_ —1/2
= Alrlan < e —all < Allrlla
— oo = ull < vk (3.37)
[ coshyn

In allen Fillen konvergiert die Schranke asymptotisch ~ e™7". Den Zusam-
menhang zwischen Konditionszahl x und Konvergenzrate v kann man
auch schreiben als

)\ .
tanh% = kY2 = e (3.38)

A7'7"L01$
und sieht so besonders gut, wie sich mit wachsender Konditionszahl die
Konvergenz verlangsamt.

Beispiele fiir die Konvergenz des CG (Laplace—Operator mit verschiedenen
Randbedingungen) finden sich in Abb. [
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Abbildung 1: Konvergenz des CG. Die gestrichelte Linie stellt die Schranke
B36]) dar.



