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5 Statistische Analyse von Monte—Carlo—Daten

5.1 Notation

Wir betrachten einen Satz von Observablen {A;} und “messen” sie auf den
Konfigurationen {®™ n = 1..N} einer MC-Simulation. So bekommen wir
einen Datensatz

Ai(n) = 4;[@™]  n=1.N (5.1)

Die Datenmittel (sample averages)
- 1
n

sollen Schétzungen (estimators) der Boltzmann—Mittelwerte sein, die mit
(..) bezeichnet werden:

Denken wir uns ein Ensemble von MC—-L&ufen (Markov—Ketten) und
bezeichnen die zugehérigen Mittelwerte mit ({..)), dann ist

(A = 3 (A
= (4) (5.3)

Nach Konstruktion der Markov—Kette tritt nédmlich, wie in Glg.(@I12]) ge-
zeigt wurde, jede einzelne Konfiguration gerade mit der Boltzmann—Verteilung
auf, und fiir eine Observable, die von nur einer Konfiguration ®™ abhiingt,
gilt

({(Ai(n))) = (A) (5.4)

So folgt Glg.(5.3)), und sie zeigt, dass die Schitzung A; im Mittel richtig ist
(unbiased estimator).

Die in einem Markov—Prozess erzeugten Konfigurationen sind statistisch
voneinander abhingig — es bestehen Autokorrelationen. Zwischen je zwei
GroBen A;(n) und Aj(n') definieren wir die (Auto-)Korrelationsfunktion

Lijin=n) = ({Ai(n)A;(n)))e (5.5)
= Fji(n' — n)

Sie héngt, wie schon in der Schreibweise angedeutet, nur vom Abstand der
Konfigurationen in der Kette ab — ein Markov—Prozess ist “translations—
invariant” in der (Markov—)Zeit.
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Damit lassen sich die statistischen Schwankungen der Schétzungen, d.h. die

(Ko—)Varianzen im Markov—Ensemble ausdriicken:
- 1
= (A4 = + > Tij(n

= ((Aid)). = %Zfzj(n—n')

mit Sij = NZP”(n

(5.7)
(5.8)

(5.9)

N—
— Z (1 —n/N)[Tij(n) 4+ Tji(n)] (5.10)

Glg.(5.9) ist das entscheidende Resultat fiir die Bestimmung der statistischen
Fehler von MC-Resultaten. Es bleibt aber noch die Aufgabe, I';;j(n) und

damit S;; aus dem Datensatz zu gewinnen.

5.2 Bedeutung der Autokorrelationen

Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur eine Observable A und eine

sehr lange Messreihe (N — 00).

Die Theorie der Markov—Prozesse zeigt, dass die Autokorrelationen fiir grofle

Absténde (in der Kette) exponentiell abfallen:
L(n) ~ e ™" n — oo

mit der exponentiellen Autokorrelationszeit 7.
Fiir die Fehleranalyse brauchen wir die Summe

S = r(o)+2§jr(n)

= QTint F(O)

und definieren so die integrierte Autokorrelationszeit 7;,¢:

o
i = 1423 Dn)/T(0)
Bei rein exponentiellem Verhalten wére
L(n) = D(0)e ™"

= § = r(0)+2§jr(n)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)
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T(0) coth —
= coth —
2T
1
= 27+ = coth—
2T

= T ~ T fir T>1
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(5.15)
(5.16)

Was die Fehlerrechnung betrifft, ergibt sich die Varianz des Mittelwerts A

zZu
1
2
= =S
O A N

2Tint

(5.17)

Bei unkorrelierten Daten hétte man einfach I'(0)/N erhalten. Die Autokor-
relationen vergroflern also den Fehler, und es sieht aus, als héitte man nur

N

2Timt

Nepr =

unabhéngige Messungen gemacht.

5.3 Bestimmung der Autokorrelationen

Zur Bestimmung von I';j(n) verwendet man folgende Schitzung:

N-—n
Pyn) = —— 3 [An+n) - AJA; () - 4
N —n
n’'=1
n=0..(N-1)

Bias:
1 EN E :[1 / "

n'=n+1 n”

1 N—n

- F“(TLI—TL”)
NV =y 2 2T
1

toz > Ty —n")

n/n//

1

(5.18)

(5.19)

(5.20)
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Varianz:
R 1 N—n
((Lij(n)*))e = N —n) > {Fii(n/_n”)rjj(nl—n”)
n/,n"’"=1

+FU(TL + n' — n")I‘ij (n + n” — n')

/A "no_n
—i—l“ijij(n—i-n,n,n—i-n,n)

+o(N~h}
= ﬁ{rii(o)rjj(())
N—n—1
+2 3 [1=n//(N = )] Tu(n)Tj5(n') |
n/=1
4.+ O((N —n)7?) (5.23)

Bias und Varianz der Schétzung fzj(n) sind also jeweils O(N 1), jedenfalls
fir n < N. Das ist in Ordnung, schliefilich handelt es sich hier um die
“Fehler der Fehler”.

Anmerkung: man kann nicht einfach S;; Glg.(5.10) schétzen, indem man f’ij
fiir I';; einsetzt:

)

mit 37, iiber n/ € [1, N| N[l —n, N —n]. Die Schitzwerte I';;(n) schwanken
stark, ihre Summe wird verfélscht vom (negativen) Bias bei grolen n. Des-
halb muss die Summation in S;; Glg.(5.10) an geeigneter Stelle abgebrochen
werden, z.B. wenn die Summanden wachsen oder negativ werden oder wenn
sie, verglichen mit ihren statistischen Schwankungen, nicht mehr signifikant
erscheinen.

5.4 Fehler—Fortpflanzung
Schitzung fiir eine Funktion F(A) der statistischen Variablen A = {A;}:
F = F(A4) (5.24)

Entwicklung um die exakten Werte jli: (A;):

~ o

P o= F+Y FilAi- Al
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1 o _ o
t5 > Fij [Ai— AillAj— Ajl + ...
ij

=
o
I
=
=

_ OF(4)
Fi(A) = oA
Bias:
~ o 1 o _
(E) = Fag Y By (At ..
ij
o 1 o 9
= F +ﬁ§ Fij Sij + O(N™7) (5.25)
Varianz:

(EM)e = D Fi (LA Fy +..

1 o o _
= ¥ Z Fi Sy Fj +O(N7?) (5.26)
ij
Zur praktischen Durchfiihrung der Fehlerrechnung schéitzt man die partiellen
Ableitungen

P o~ Fy(A) (5.27)

aus den Daten ab, ebenso die I';;(n) mit Glg.(5.20)). Letztere summiert man
mit Glg.(5I0) (und einer geeigneten Abbruchbedingung) zur Kovarianz-
matrix S;;, um schlieflich die Varianz (5.26]) des Funktionswerts (5.24]) zu

bestimmen.

5.5 Jackknife

Durch Weglassen jeweils einzelner Datenwerte aus der Sequenz (jackknife)
bildet man komplementdre Mittelwerte {.J;}:

Jin) = ﬁ Ai(n) (5.28)
n’#n
1 _
= y VA — Ai(n)] (5.29)
= J = A (5.30)
= ) —J = —ﬁ[z‘li(n)—fh] (5.31)

Die Jackknife-Datenfolgen {J;(n)} haben also dieselben Mittelwerte wie die
{4;(n)}, aber ihre Schwankungen sind um den Faktor (N — 1) reduziert.
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Kovarianzen:
(Hm T = rpalNVA = Alm)INA; = 4 (n)).
1
- -1 {Ns;
— Y [Tyj(m —n') + Ti5(n' — n))]
+F¢j(m — ’I’L)} (5.32)
1 _
= NSZ] +O(N 2) (5'33)
= (I = GrE{ NSy
— Zfl](m — ’I’L/) — SZ
—|—% Z] sz(m — n')}
1 1 )
= —N—l{Sij_N%:Pij(m_n)} (5'34)
= ((Jii))e = %Sij (5.35)

Letzteres stimmt mit ((4;4;)). Glg.(53) iiberein, wie es sein muss.
Auf der Basis der Jackknife-Sequenz {J(n)} kann man eine Schitzung fur
die Funktion F'(A) formulieren, die eine Alternative zu Glg.(5.24]) darstellt:

F = F() (5.36)

Um ihre Eigenschaften zu diskutieren, entwickelt man um die exakten Werte
[¢] [¢]

=
:}j -+
By
[l

=

Qo

In fithrender Ordnung in N~! stimmen Bias und Varianz mit denen der
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Schitzung F(A) Glg.(5.24) iiberein:

(WE)) = Foase S By (i) + .

nij

o 1 o
tj

~ 1 o o
(F2)), = 2 > Fi (Ji(m)Jj(n))e Fj +...
mnij
1 o o
= < > Fi Sij Fj +O(N7?) (5.38)

ij

Damit ist zunédchst noch nichts gewonnen.

Der Wert der Jackknife-Methode liegt nun darin, dass man die explizite
Fehlerrechnung, wie sie in Teil 5.4] beschrieben wurde, iiberhaupt nicht mehr
braucht. Vielmehr kann die Fehleranalyse a posteriori durchgefithrt werden,
auf Basis der Datenreihe {F(J(m))} allein. Eine genauere Betrachtung von
Glg.([.38]) zeigt némlich, dass die Autokorrelationsfunktionen I';;(n) dort
nur in “projizierter” Form eingehen:

o o 1 o o
Y Fi S Fj = NZZFiPij(m_n)Fj

i i
= %;Tp(m—n)

mit Tp(n) = ZF Ty;(n) F; (5.39)
- Te(-n)

= ((F). = %SFJFO(N*?) (5.40)

1
mit Sp = NZFF(m—n)

= Tp(0) +2 Nfu — n/N)Tp(n) (5.41)

n=1

Die I'r(n) wiederum kann man schétzen mit

fetn) = LS R 4m) - FONFG @) - FO) (5.42)

Zur Kontrolle iiberzeugt man sich (nach einiger Rechnung [s. Anh.[H]), dass
Bias und Varianz von I'p(n) beide O(N 1) sind:

(Pr(n)) = Tp(n)+ONY) (5.43)
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(Tr(n)?))e
1 N—n—1
= {rp(0)2+2 > [1—n'/(N—n)]FF(n')2}+... (5.44)

N —n vt

Zur statistischen Bestimmung von F'(A) bildet man also aus den {4;(n)} zu-
erst die Jackknife-Komplemente {.J;(n)} und daraus die Sequenz der Funk-
tionswerte {F'(J(n))}. Auf dieser Grundlage schétzt man den Mittelwert
F(A) mit (536]) und die Autokorrelationen I'p(n) mit (5.42]). Letztere sum-
miert man (mit geeigneter Abbruchbedingung) zur integrierten Autokorre-
lation Sp Glg.(5.41)) und findet damit die Varianz (5.40) des gemittelten

Funktionswerts.

5.6 Block-Mittelwerte

Die bisher beschriebenen Schritte erlauben eine korrekte Auswertung von
MC-Datenreihen. Wihrend es aber fiir eine naive Fehlerrechnung ausreichen
wiirde, von jeder Observablen die Summe und die Summe der Quadrate der
Einzelwerte zu akkumulieren, braucht man fiir die Schétzung der Autokor-
relationen die gesamte Datenreihe. Das fiihrt bei langen Simulationen mit
vielen Observablen zu unhandlichen Datensétzen.

Als Ausweg bietet es sich an, die Datensequenz in N Blocke der Lange L
aufzuteilen (auch binning genannt) und Block—Mittelwerte zu bilden:

N = NpL (5.45)
1 bL
Bib) = = Y A(n) b=1.Np (5.46)
n=(b—1)L+1

(Eine moglicher Rest wird bei der Auswertung einfach weggelassen.)
Die Blockwerte B;(b) bilden die Basis der statistischen Auswertung. Fiir ihre
(Ko)varianzen findet man:

1 L—1
(Bi(0)B;j())e = 13 (L = [n))Ti;(n)
n=1-L
1 L—-1
= 2 3 (A-Inl/D)Tyn) (5.48)
n=1—L
1 2L—1
((Bi(b+k+1)B;(b))). = Tz min(n, 2L —n)ly;(kL + n)(5.49)
n=1
>0

Wie man sieht, sind die Block—(Ko)varianzen (zwischen B;(b) und Bj(b))
um einen Faktor L reduziert, das ist nicht tiberraschend, schliellich handelt
es sich um Mittelungen iiber L Werte.
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Wenn die Blocklinge L grofler ist als die Autokorrelationszeit, dann sind in
der Sequenz aufeinanderfolgende Blocke korreliert ~ L~2, siche Glg(5.49)
mit k& = 0. Zwischen weiter auseinander liegenden Blockwerten wird die
Autokorrelation exponentiell klein, etwa O(e™ /7).

In grober Ndherung koénnte man also annehmen, die Blockwerte seinen frei
von Autokorrelationen, und eine naive Fehlerrechnung benutzen. Besser wire
es, noch die Autokorrelationen aufeinander folgender Blocke mitzunehmen.
Dann miisste man aber jeweils priifen, ob die Blocke wirklich lang genug
sind, um die Annahme L > 7 zu rechtfertigen. Fiir eine unproblematische
Handhabung ist es daher am besten, die in den vorangehenden Abschnit-
ten beschriebene Analyse von (auto—)korrellierten Daten in vollem Umfang
(einschliefllich Jackknife fiir Funktionen der Observablen) auf die Sequenz
der Blockwerte anzuwenden — in der Regel ist die Autokorrelationsanalyse
auf diesem Niveau deutlich einfacher als in der ungeblockten Datenreihe.

5.7 Programmpaket statb

Fine Implementierung der genannten Verfahren steht in Form des Pro-
grammpakets statb in Fortran und C auf der Webseite zur Verfiigung. Die
Struktur ist “gekapselt” (wie bei objekt—orientierter Progammierung): al-
le Aktionen sind als Funktionsaufrufe angelegt, ein direkter Zugriff auf die
intern gespeicherten Daten ist nicht vorgesehen.

Die statistischen Observablen denke man sich mit ivar = 1..nvar durch-
nummeriert, und jede soll in maximal nbmax Bloécken gespeichert werden.
Das initialisiert man mit

[call] clear5(nvar, nbmax)
Einen neuen Wert value fiir die Variable ivar akkumuliert man mit
[call] accumb5(ivar, value)

Die Anzahl der Akkumulierungen jeder Observablen wird intern gezéhlt,
und damit man nbmax nicht iiberschreitet, werden zuvor die Blocke je zu
zweit zusammengeschoben. Die Grofle der Blocke ist also immer eine Potenz
von 2, und ihre Anzahl variiert zwischen nbmax/2 und nbmax (aufler am
Anfang). Ein Wert von nbmax = 500 ist demnach verniinftig.

Die jeweils aktuellen Resultate kann man (ohne die internen Daten zu veréndern)
mit folgenden Funktionen abrufen:

aver5(ivar)
sigmab(ivar)
tau5(ivar)
tauint5(ivar)

Man erhilt so fiir jede Observable den Mittelwert A (5.2)), den Fehler o4 und
die integrierte Autokorrelationszeit 7;,; nach Glg.(5.17) und eine (fiktive)
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exponentielle Autokorrelationszeit 7, die mit Glg.(5.I5]) aus 74, abgeleitet
ist.

Dariiber hinaus gibt es noch Aufrufe fiir die Jackknife-Analyse einer Funkti-
on der Observablen sowie zum Abspeichern der internen Daten in eine Datei
und dem analogen Wieder—Einlesen.

Einzelheiten dazu in statb.readme.



