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Komplexe Zahlen

Wir gehen aus von den reellen Zahlen R, nehmen als neues Element die imagindre
FEinheit i (Euler) hinzu:

i = V-1

und erweitern so die reelllen zu den komplexen Zahlen C, die nun einen Realteil und
einen Imagindrteil haben:

z = a+1b a,beR
= Rez

b = Imz

Die komplexen Zahlen finden keinen Platz mehr auf der Geraden der reellen Zahlen,
man stellt sie in der komplexen Ebene (Gau$) dar:

Skizze

Auflerdem definiert man fiir z = a+ ib den Betrag und die konjugiert komplexe Zahl
durch

lz| = Va2+b >0

Z¥ = a—1b

Beim Rechnen mit komplexen Zahlen gelten die iiblichen algebraischen Regeln,
zusiitzlich benutzt man 2 = —1, wann immer es moglich ist. Damit kann man
z.B. 3, i* usw. vereinfachen und

(a+1ib) £ (c+id) = (afc)+i(bLd)
(a+1ib)(c+id) = (ac—bd)+ i(ad+ bc)

Die komplexe Null (das neutrale Element der Addition) ist 0 = 0 4 0 und es gilt

z =0 < |2|=0



Es gibt eine Reihe zusétzlicher Relationen, die man leicht nachrechnet und dann wie
selbstverstandlich benutzt, z.B.

(utv)" = u +o*

(wv)* = u*v”
w* = |uf?
v = Jullv]

Durch einen Trick (“Erweitern mit z*”) ist damit auch die komplexe Division explizit
darstellbar (wenn ¢ +id # 0 !):

(a+ib)(c —id)
(c+1id)(c —id)
(ac + bd) +i(bc — ad)
c? + d?
Mit Blick auf die Gaufische Zahlenebe in Polar-Koordinaten kénnen wir nun jedes
z € C, z # 0 als Produkt darstellen:

(a+ib)/(c+id) =

z = |z|u
mit u = cose+ising
jul =1
Rez = |z|cosp
Imz = |z|sing

u = z/|z| heifit Phasenfaktor und liegt auf dem Einheitskreis, ¢ ist der Phasenwinkel
(auch Argument genannt).
Mit Hilfe der Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus rechnet man aus:

(cosa+isina)(cosf+isinf) = cos(a+ f)+isin(a+ f)
und bekommt (durch Induktionsbeweis) den Satz von Moivre:
(cosp +ising)" = cosng +isinng
Damit ist es (formal!) nicht mehr weit zur berithmten Eulerformel
e’ = cosp+ising

wobei e die Eulerzahl bedeutet (siehe Exponentialfunktion) und der Winkel ¢ im
Bogenmass zu nehmen ist (180° = 7). Dieser Satz ist tatsdchlich nicht leicht zu
beweisen (Analysis!), aber rechnerisch extrem niitzlich, denn er bringt den Satz von
Moivre und viele andere trigonometrische Relationen unter das Dach der Potenzge-
setze, z.B.

pla pif —  gilats)

Mehr dazu in der nichsten Vorlesung.



