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Mathematische Grundlagen

Vorlesung 6 — Notizen

Ableitungen

Definition

Definition: Eine Funktion f(z) ist differenzierbar an der Stelle z(, wenn
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existiert. Der Grenzwert ist die Ableitung oder der Differenzialquotient von f(x)
an der Stelle 2o und wird mit f’(zo) oder %(wo) bezeichnet.

Stetigkeit ist eine notwendige Bedingung fiir Differenzierbarkeit.

Beweis: Sei h,, eine Nullfolge
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Potenzfunktion
Fiir n € N berechnet man mit der Binomischen Formel:
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Tatséchlich gilt diese Ableitungsformel fiir alle Exponenten (sogar komplexe):

flz) = 2 = f(v) = aa™!
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Damit konnen wir auch Wurzelfunktionen ableiten, etwa

(VA = @) = et =

Ableitungsregeln

Abkiirzung: f, g bezeichnen (differenzierbare) Funktionen f(z), g(z);
a, b seien Konstanten.

e Linearitét: (af + bg)' = af’ + by’
e Produktregel: (fg)' = f'g+ fd
f >' flg—1g

¢ Quotientenregel: <— = g(x) #0
g g

e Kettenregel: (f(g(z)) = f'(u) ¢'(x) mit v = g(z)
Herleitung z.B. der Produktregel:

flx+h)g(x+h) - flx)g(z)

(fg)'(z) = lim
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= fl(x)g(x) + f(x)g'(x)

Ein wichtiger Spezialfall der Quotientenregel betrifft die inverse Funktion (nume-
risch, nicht Umkehrfunktion):
1\’ q
) =%

Die Kettenregel kann man sich in der Schreibweise mit Differenzialen leicht merken:

dy _ dy du

y = f(u) u=g(x) T = du du

(aber natiirlich kann man Differenziale nicht "kiirzen”!). Man spricht auch von der
7auBeren” und der ”"inneren” Funktion und bezeichnet die Multiplikation mit ¢’ als
”Nachdifferenzieren”.



Weitere Funktionen

Ohne Beweis nehmen wir die Ableitung der Exponentialfunktion zur Kenntnis:
(eac)/ — e:l:
: (ea.I)/ — a eaa:

Der zweite Schritt zeigt die haufigste Anwendung der Kettenregel: die innere Funk-
tion ist g(z) = ax, somit liefert das Nachdifferenzieren einen Faktor ¢’ = a.
Wegen a = €'°8¢ konnen wir damit auch die allgemeine Potenzfunktion ableiten:

(ax)/ _ (e(loga)x)/ _ e(loga)x (loga) — o IOgCL

Uber die Exponentialfunktion erhalten wir jetzt die Ableitungen der trigonometri-
schen und Hyperbelfunktionen:
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Mathematische Grundlagen
Vorlesung 6 — Kontrollfragen

1. Wiederholung: lokalisieren Sie die folgenden Zahlen:

(a) z=—i

(b) z=1+1
(c) z=1i—1
(d) z=1iv3 -1

in der komplexen Ebene und bestimmen Sie ihre Polarform z = |z|e*.
2. Bilden Sie die Ableitung von 72 =1/
(a) als Ableitung einer Potenz,
(b) mit der Quotientenregel, angewandt auf %

3. Berechnen Sie die Ableitungen von cosz und cosh z mit Hilfe der Exponenti-
aldarstellung.

4. © Versuchen Sie, die Kettenregel zu beweisen.

Aufgaben mit © sind Liebhaberstiicke, ihre Losung ist nicht notig zum Verstédndnis
der "Mathematischen Grundlagen”.



