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Mathematische Grundlagen
Vorlesung 12 — Notizen

Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung (DGL) verkniipft eine (unbekannte) Funktion und ihre
Ableitungen miteinander. Bei einer gewShnlichen DGL geht es um eine Funktion
einer Variablen y = f(z), die man hier iiblicherweise als y = y(z) schreibt — im
Gegensatz zu einer partiellen DGL fiir eine Funktion mehrerer Variablen.

Die hochste vorkommende Ableitung gibt die Ordnung der DGL an, eine DGL
n-ter Ordnung hat also die allgemeine Form

O(z,y,y, ., y") = 0
Einige einfache Beispiele — und ihre Losungen, die man leicht durch Probieren findet:
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Hier stehen C, (4, fiir Konstanten, die durch die DGL offensichtlich nicht be-
stimmt sind. Im letzten Beispiel soll g(z) eine gegebene Funktion sein, und die DGL
verlangt gerade die Berechnung des unbestimmten Integrals als Losung. Die unbe-
stimmte Konstante ist hier explizit angegeben.

Alle bisher betrachteten DGL sind linear: die unbekannte Funktion y(z) und ihre
Ableitungen gehen linear ein. Die allgemeine Form einer linearen DGL n-ter Ord-
nung ist

ao(z)y + a1 (2)y' + .. + an(x)y™ = b(z)

Die “Koeffizienten” ay, .., a,, und b sind hier gegebene Funktionen von x. Oft sind die
a; tatsdachlich Konstanten, aber im Prinzip sind “beliebige” Abhéngigkeiten von der
unabhéngigen Variablen = zuldssig (aber nicht von y!).

Wenn der Term b(x) auf der rechten Seite verschwindet, wird die Gleichung als
homogen linear bezeichnet.



Homogene, lineare DGL erster Ordnung

y = a(z)y ausfithrlich: ¢/'(z) = a(z)y(x)
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Es geht also darum, die Stammfunktion von a(x) zu finden, die unbestimmte additive
Konstante ist wieder explizit angegeben. Diese Stammfunktion steht im Exponenten
der Losungsfunktion, mit einem unbestimmten Vorfaktor vor der Exponentialfunk-
tion.

Wie bestimmt man diese Konstante? Tatséchlich gibt es eine Schar von Losungen:
[Skizze]

Eine spezielle Losungskurve kann man mit einer Anfangsbedingung auswéhlen:
wir beginnen bei (g, yo):

Yo = y(xo)
und schreiben die Stammfunktion von a(z) genauer als

Alz) = /Idfa(f) also  A(xg) = 0

Zo

= ylz) = yoeA(x)

denn die Anfangsbedingung verlangt C' = yq.

Inhomogene, lineare DGL erster Ordnung

Yy = a(@)y+b(z)
Hier gibt es einen bewéhrten Ansatz, der sich an der zuvor gefundenen Losung der

homogenen Gleichung orientiert, aber die Konstante durch eine (noch zu bestim-
mende) Funktion ersetzt:

y = c(zx)et@®
= y(r) = [(@)+c@)A (@)™ = [(z) + a(x)e(z)]e™
= a(z)y(x) + b(x)
a(z)e(r) '™ + b(x)
= d@)e™ = bz) = C/( ) = b(x)e 4@
= o) = [debx)e @ 10



Der Ansatz war also erfolgreich, der Trick heifit Variation der Konstanten. Bei
der Berechnung von c(z) tritt wieder eine Integrationskonstante auf, die wir wie
zuvor durch eine Anfangsbedingung fixieren kénnen:

vo = y(xo) und wieder A(zo) = 0
=y = c(xo)
= clx) = yo+/ d§b(§)e“4(5)
0
= y(r) = yet™+ / dE b(€) e ~A0)
Zo
Schwingungsgleichung

Im einfachsten Fall handelt es sich um die homogene lineare DGL zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten:

y//+w2y = 0
Man “sieht” unmittelbar die beiden Losungen
yi1(x) = coswzx und  yp(z) = sinwz

Nun gilt fiir homogene lineare DGLen das Superpositionsprinzip ( Uberlagerungs-
prinzip): mit zwei Losungen y; und g, ist auch jede Linearkombination y(z) =
Ciyi(x) + Coya(x) (mit konstanten Koeffizienten) eine Losung. Deshalb lautet die
allgemeine Losung unserer Schwingungsgleichung:

y(x) = Cjcoswr + Cysinwe

Umgekehrt ldsst sich jede Losung so schreiben, und man sagt, y; und ys bilden
ein Fundamentalsystem. Es ist nicht eindeutig, man hétte beispielsweise auch
cos(wz+¢) mit zwei verschiedenen Phasenverschiebungen ¢; und ¢o wéhlen kénnen.
Die Konstanten C; und C5 sind jetzt durch zwei Bedingungen festzulegen, dabei
gibt es verschiedene Moglichkeiten:

e Anfangsbedingungen an Wert und erste Ableitung:
y(zo) = yo, y' (z0) = vg, z.B. Ort und Geschwindigkeit zu einer “Zeit” x;

¢ Randbedingungen an die Werte an zwei verschiedenen Stellen:

y(x1) = y1,y(x2) = Yo, z.B. die festgehaltenen Werte am Rand eines Intervalls.

Lineare DGL zweiter Ordnung

Die allgemeine Losung von

agy + a1y +axy” = b
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(wobei a; und b von x abhingen konnen) lésst sich so beschreiben: wenn man ei-
ne Losung der DGL gefunden hat, ndmlich die partikulidre Losung y,,,+ und ein
Fundamentalsystem von Losungen y;, y2 der homogenen Gleichung (d.h. mit b = 0)
kennt, dann ist die allgemeine Losung durch die Schar

Y(®) = Ypare(x) + Cry1(x) + Coya()

gegeben, mit zwei Integrationskonstanten C1, Cs.
Bei der Suche nach einer partikuldren Losung ist man oft auf Ansdtze und Raten
angewiesen, es hingt sehr von der rechten Seite b(x) ab, was man probieren wird.

Homogene Gleichung mit konstanten Koeffizienten
Hier bekommt man ein Fundamentalsystem mit einem exponentiellen Ansatz:
agy(z) + ary'(x) + azy’(z) = 0
y(r) = e = agt+aAta)? = 0
Der Ansatz ist also erfolgreich: er funktioniert fir alle x, fiir A hat man die beiden

Losungen Aj, Ay einer quadratischen Gleichung zur Verfiigung und kann damit das
Fundamentalsystem

Az Aoz

nr) = e ya(x) = e

aufstellen. Dies ist unproblematisch, wenn \;, Ay zwei verschiedene reelle Wurzeln
sind, ansonsten sind zwei Besonderheiten sind zu beachten:

e Bei einer Doppellosung A\, = \; ist yo(z) = ze™? die zweite Fundamen-
tallosung;

e wenn A, g konjugiert komplex sind: A\ = A, £ iw, dann entstehen iiber
die Eulerformel aus e*™** komplexe Schwingungslosungen. Fiir die allgemei-
ne Losung wird man Ciy; + Coye mit Ch o € C ansetzen, die Rand- bzw.
Anfangsbedingungen bringen die Losung dann ins Reelle zuriick.

Vorlesung 12 — Kontrollfragen
1. Finden Sie die Lésung von
(a) y'(x) =2z + 5 mit y(1) = 10
(b) ¥'(z) = 3y(x) mit y(0) =2
2. Losen Sie die Anfangswertprobleme

(a) ¢/() = ay(a) + ce™
(b) o/(x) = ay(a) + (ca + d) e

mit y(0) = yo (a, ¢, d =const).



