
∫

γ
f(~x) ds =

∫
f (~γ(t)) ||~̇γ||dt

∫

γ
~f(~x) d~x =

∫
~f (~γ(t)) ~̇γdt

∫∫

F
f(~x)dσ =

∫∫

F
f(~ϕ(u, v)) · ||~ϕu × ~ϕv|| d(u, v)

∫∫

F
~f(~x)d~σ =

∫∫

F
~f(~ϕ(u, v)) · (~ϕu × ~ϕv) d(u, v)

∫∫∫

V
~f(~x)dV =

∫∫∫

V
~f(~ξ(u, v, w))

(
∂~ξ

∂u
×
∂~ξ

∂v

)
·
∂~ξ

∂w

Zylinderkoor. gradφ = ~er
∂φ
∂r

+ ~ez
∂φ
∂z

+ ~eϕ
1
r
∂φ
∂ϕ

~∇~F = 1
r
∂
∂r

(rFr)+ 1
r
∂Fϕ
∂ϕ

+
∂Fz
∂z

∣∣∣∣ rot~F =

[
1
r
∂Fz
∂ϕ
− ∂Fϕ

∂z

]
~er

+
[
∂Fr
∂z
− ∂Fz

∂r

]
~eϕ + 1

r

[
∂
∂r

(rFϕ) − ∂Fr
∂ϕ

]
~ez

∆φ = 1
r
∂
∂r

(
r
∂φ
∂r

)
+ 1
r2

∂2φ

∂φ2 +
∂2φ

∂z2

Kugel koor. gradφ = ~er
∂φ
∂r

+ ~eθ
1
r
∂φ
∂θ

+ ~eϕ
1

r sinϕ
∂φ
∂ϕ

div ~F = 1
r2

∂
∂r

(r2Fr) + 1
r sin θ

∂
∂θ

(Fθ sin θ) + 1
r sin θ

∂Fϕ
∂ϕ

rot~F = 1
r sin θ

[
∂
∂θ

(
Fϕ sin θ

)
− ∂Fθ

∂ϕ

]
~er +

[
1

r sin θ
∂Fr
∂ϕ
− 1
r
∂
∂r

(
rFϕ

)]
~eθ + 1

r

[
∂
∂r

(
rFθ

)
− ∂Fr

∂θ

]
~eϕ

∆φ = 1
r2

∂
∂r

(
r2
∂φ
∂r

)
+ 1
r2 sin θ

∂
∂θ

(
sin θ

∂φ
∂θ

)
+ 1
r2 sin2 θ

∂2φ

∂φ2

Gauß:

∫

V
dV div ~F =

∫

∂V
~Fd~σ

∣∣∣∣ Stokes

∫

f
d~frot~F =

∮

∂F
~Fd~x

Green: 1.

∫

V
dV (ϕ∆ψ + (~∇ψ)(~∇ϕ) =

∮

∂V
ϕ
∂ψ

∂n
dσ

Green: 2.

∫

V
dV (ϕ∆ψ − ψ∆ϕ) =

∮

∂V
dσ

(
ϕ
∂ψ

∂n
− ψ

∂ϕ

∂n

)

∂ψ
∂n

= ~∇ψ~n
∫~b
~a
~∇f = f(~b) − f(~a)

gij = ∂~x
∂ui

× ∂~x
∂uj

gi =
√
gii ∆V = gugvgw∆u∆v∆w

~ei = ∂~x
∂ui

/

∣∣∣∣ ∂~x∂ui

∣∣∣∣ (ds)2 = (∆~x)2 = gij∆ui∆uj

gradϕ = 1
gu

∂ϕ
∂u

~eu + 1
gv

∂ϕ
∂v
~ev + 1

gw
∂ϕ
∂w

~ew

div ~A =

[
∂(gvgwAu)

∂u
+
∂(gugwAv)

∂v
+
∂(gvguAw)

∂w

]

gugvgw

rot ~A =

∣∣∣∣∣∣∣∣

~eu
gvgw

~ev
gugw

~ew
gugv

∂
∂u

∂
∂v

∂
∂w

guAu gvAv gwAw

∣∣∣∣∣∣∣∣

∆ϕ =

[
∂
∂u

(
gvgw∂ϕ
gu∂u

)
+ ∂
∂v

(
gugw∂ϕ
gv∂v

)
+ ∂
∂w

(
gugv∂ϕ
gw∂w

)]

gugvgw

~A(~B × ~C) = ~B(~C × ~A) = ~C( ~A × ~B)
~A × (~B × ~C) = ~B( ~A · ~C) − ~C( ~A · ~B)

~a ×~b = εijkaibj~ek ~a ·~b = δijaibj~ei
~∇(fg) = f(~∇g) + g(~∇f)
~∇( ~A~B) = ~A × (~∇× ~B) + ~B × (~∇× ~A) + ( ~A~∇)~B + (~B~∇) ~A
~∇( ~A × ~B) = ~B(~∇× ~A) − ~A(~∇× ~B)
~∇(f ~A) = f(~∇× ~A) − ~A × (~∇f)
~∇× ( ~A × ~B) = (~B~∇) ~A − ( ~A~∇)~B + ~A(~∇~B) − ~B(~∇ ~A)
~∇(~∇× ~A) = 0 ~∇× (~∇f) = 0
~∇× (~∇× ~A) = ~∇(~∇ ~A) − ~∇2 ~A

d ~A
dt

= (~̇x~∇) ~A + ∂ ~A
∂t

δ(x) = lim
ε→0

1
π

ε
x2+ε2

∆ 1
|~x| = −4πδ(~x)

δ[g(x)]] =
∑
n

1
|g′(xn)| δ(x − xn)

Taylor-Entwicklung Felder

1
|~r−~r′| =

∑∞
n=0

1
n!

(~r′ ~∇r̂)n 1
|~r−r̂|

∣∣∣∣
r̂=0

α
|~r−~r′| = α

[
1
|~r′| + ~r~r′

|~r′|3 + 1
2

3(~r~r′)2−~r2~r′2
~r′5

]

|~r − ~r′| =

√
|~r − ~r′|2 =

√
|r|2 + |r′|2 − 2|~r||~r′| cos θ

sin(x) =
∑

(−1)n x2n+1

(2n+1)!
cos(x) =

∑
(−1)n x2n

(2n)!

sin(x) = 1
2i

(eix − e−ix) cos(x) = 1
2

(eix + e−ix)

sinh x = 1
2

(ex − e−x) = −i sin(ix)

cosh x = 1
2

(ex + e−x) = cos(ix) (eiϕ)∗ = e−iϕ

eix = cos(x) + i sin(x) |x~ex ± y~ey| = |y~ex ± x~ey|
sin(α ± β) = sin(α)cos(β) ± cos(α) sin(β)

sin(2α) = 2 sin(α) cos(α) (arcsin(x))′ = 1/

√
1 − x2

(arccos(x))′ = −1/

√
1 − x2 (arctan(x))′ = 1/(1 + x2)∫

1√
a2+x2

= arcsinh

(
x
|a|

)
= ln

(
|a
√
x2 + a2 + |a|x|

)

∫
x cos(x) dx = x sin(x) + cos(x)∫

1√
x2+a2

3 = x

a3
√
x2/a2+1

∫ √
a2 − x2 dx = a2

2
arcsin

x

a
+ x

2

√
a2 − x2

∫ √
a2 + x2 dx = a2

2
arcsinh

x

a
+ x

2

√
a2 + x2

∫
arcsin(x) dx = x arcsin(x) +

√
1 − x2

∫
arccos(x) dx = x arccos(x) −

√
1 − x2∫

arctan(x) dx = x arctan(x) − 1
2

ln(1 + x2)∫
arccot(x) dx = x arccot(x) + 1

2
ln(1 + x2)∫

sinn(x)dx = n−1
n

∫
sinn−2(x)dx − 1

n
cos(x) sinn−1(x)∫

cosn(x)dx = n−1
n

∫
cosn−2(x)dx + 1

n
sin(x) cosn−1(x)

Lagrange 1. m~̈x = ~K + λ~∇ϕ(~x, t)

Ekin 1
2
m(r2[θ̇2 + ϕ̇2 sin θ] + ṙ2) 1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2 + ż2)

L = T (q, q̇, t) − V (q, t) d
dt
∂L
∂q̇
− ∂L
∂q

= 0

Zentralfeld:Veff = V (r) + 1
2
L2

mr2

kleinste Wirkung S =

∫ t2
t1

L(qi, q̇i)dt

H(q, p, t) :=




n∑

i=1

q̇ipi



 − L(q, q̇, t), mit q̇ = q̇(q, p, t)

∂H
∂pi

= q̇i
∂H
∂qi

= − ∂L
∂qi

= −ṗi Bewegungsgelichungen

q̇k = ∂H
∂pk

ṗk = − ∂H
∂qk

Hamiltonfunk. erhalten

F1(q,Q) = F pi =
∂F1
∂qi

, Pi = − ∂F1
∂Qi

F2(q, P ) = F +
∑
i QiPi pi =

∂F2
∂qi

, Qi =
∂F2
∂Pi

F3(p,Q) = F −∑i qipi qi = − ∂F3
∂pi

, Pi = − ∂F3
∂Qi

F4(p, P ) = F +
∑
i
(
QiPi − qipi

)
qi = − ∂F4

∂pi
, Qi =

∂F4
∂Pi

Elektrostatik Q =

∫

V
d
3
xρ(~x) I =

∫

F
~jd~σ

~F =
q·q′
4πε0

(~x − ~x′)
|~x − ~x′|3

~F (~r) =
q

4πε0

∫
ρ(~r
′
)

(~r − ~r′)
|~r − ~r′|3

d~r
′

~E(~x) =

N∑

i=1

qi(~x − ~xi)
4πε0|~x − ~xi|3

~E(~x) =

∫
d
3
y
ρ(~y)(~x − ~y)

4πε0|~x − ~y|3

~∇~E =
ρ(~x)
ε0

~E = −~∇φ ~∇× ~E = 0

∮
~Ed~x = 0

−~∇2φ =
ρ(~x)
ε0

φ =
∫
d3y

ρ(~y)
4πε0|~x−~y|

W =
ε0
2

∫
d3x|~E|2

W = 1
8πε0

∑n
j 6=i=1

qiqj
|~xi−~xj |

VDipol = −~p~E(~x)

Kond.:U =
xQ
ε0A

W =
ε0A

2

∫ d
0

Q2

ε2A2 dx = 1
2
CU2 C =

Q
U

Dipol:φ(~x) =
q

4πε0

(
1

|~x− 1
2
d~n|
− 1
|~x+ 1

2
d~n|

)

φ(~x) =
~p~x

4πε0|~x|3
= −~p~∇ 1

4πε0|~x|
~p = qd~n ~Fdipol = (~p~∇)~E ~Mdipol = ~p × ~E

Monopol/Dipol-/Quadropolmoment: q =
∫
d3~x′ρ(~x′)

~p =
∫
d3~x′(~x′ρ(~x′)) Qij =

∫
d3~x′(ρ(~x′)(3x′ix

′
j − ~x

′2δij)

4πε0φ(~x)
R�|~x|
≈ q

|~x| +
~x~p

|~x|3 + 1
2

∑3
i,j=1 Qij

xixj

|~x|5 + ...

Randwertproblem:φ1φ2 sein Lösungenψ = φ1 − φ2
auf ∂V bekannt: Dirichlet:φ ⇒ ψ = 0

Neumann: ~n~∇ψ =
∂ψ
∂n
⇒ ~n~∇ψ = 0∫

V
(~∇ψ)(~∇ψ) =

∮
∂V

ψ~n~∇ψdσ −
∫
V
ψ∆ψdV ⇒ Eindeutig

φ(~x) = 1
4πε0

∫
V
dx′ ρ(~x

′)
|~x−~x′| :Potential mit Randwert:

+ 1
4π

∫
∂V

df

(
1

|~x−~x′|
∂φ
∂n′ − φ(~x′) ∂

∂n′
1

|~x−~x′|

)

∆xG(~x, ~x′) = −δ(3)(~x − ~x′) G(~x, ~x′) = 1
4π

1
|~x−~x′| + f(~x, ~x′)

Dirichlet: φ(~x′)|∂V = ω(~x′) wähle f(~x, ~x′) so, dass :

∮

∂V
df
′
GD(~x, ~x

′
)
∂ψ
∂n′ wähle:GD(~x, ~x

′
) = 0 ~x

′ ∈ ∂V , ~x ∈ V

φ(~x) = 1
ε0

∫

V
d
3
x
′
ρ(~x
′
)GD(~x, ~x

′
) −

∮

∂V
df
′
ω(~x
′
)
∂GD(~x, ~x′)

∂n′
Neumann: − ∂φ

∂n

∣∣∣∣
∂V

= E⊥ = ν(~x) wähle f(~x, ~x
′
) so, dass :

∮

∂V
df
′
φ(~x
′
)
GN (~x,~x′)

∂n′ = −φ0 fordern:
∂GD
∂n′ = − 1

|∂V |

φ(~x) =
1

ε0

∫

V
d
3
x
′
ρ(~x
′
)GN (~x, ~x

′
) −

∮

∂V
df
′
GN (~x, ~x

′
)ν(~x)

Green Funktion: Halbebene: H = {~x ∈ R3; x3 > 0}y3 = −yS3
GD = 1

4π
1

|~x−~y| −
1

4π
1

|~x−~yS |
GN = 1

4π
1

|~x−~y| + 1
4π

1
|~x−~yS |

auß. Kugel: ~yI = R2

|~y| ~y GD = 1
4π|~x−~y| −

R/|~y|
4π|~x−(R2/|~y|2)~y|

GN = 1
4π|~x−~y| + R

4π|~y||~x−~yI |
+ 1

4πR
log
|~y||~x−~yI |+~y(~x−~yI )

|~x||~y|+~x·~y
Induzierte Ladungen: σind = ε0

~E · ~n q =
∫
∂V dfσ

Separationsansatz: ∆φ =

(
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2

)
φ = 0

z.B.

(
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2

)
φxy(x, y) = λφxy

(
∂2

∂z2

)
φz(z) = −λφz

Sep. Kugelkoor.: φ = R(r) · Y (θ, ϕ) ∆ = ∂2

∂r2
+ 2
r
∂
∂r
− 1
r2
~L2

~L2 :=
(
∂
∂θ

)2
+ cot θ ∂

∂θ
+ 1

sin2 θ

(
∂
∂ϕ

)2
Lz = −i ∂

∂ϕ

Eigenwertproblem: ~L2f(θ, ϕ) = λ·f(θ, ϕ) f(θ, ϕ) = g(θ)·h(ϕ)

hm(ϕ) = eimϕ, erfüllt Lzhm(ϕ) = mhm(ϕ) 0 ≤ m ≤ l ∈ N[
−
(
∂
∂θ

)2 − cot θ ∂
∂θ

+ m2

sin2 θ
− λ

]
gm(θ) = 0 u = cos(θ)

[
(u2 − 1)

(
∂
∂u

)2
+ 2u ∂

∂u
− m2

u2−1
− λ

]
P (u) = 0 λ = l(l + 1)

[
(u2 − 1)

(
∂
∂u

)2
+ 2u ∂

∂u
− λ

]
P (u) = 0 m = 0

∫ 1
−1 duu

kPl(u) = 0 für alle 0 ≤ k < l

∫ 1
−1 duPn(u)Pm(u) = 0 n 6= m Pl(u) = 1

2ll!

(
d
du

)l
(u2−1)l

Normierung:
∫ 1
−1

duPn(u)2 = 2
2l+1

Allg. Fall: Pml (u) =
(−1)m

2ll!
(1 − u2)m/2

(
d
du

)l+m
(u2 − 1)l

Orthogonalität:
∫ 1
−1

duPml Pm
l′ = δ

l,l′
(l+m)!
(l−m)!

Legendre Polynome Pml : P0
0 = 1 P0

1 = x P1
1 = −

√
1 − x2

P0
2 = 1

2
(3x2 − 1) P1

2 = −3x

√
1 − x2 P2

2 = 3(1 − x2)

Kugelflächenfunktionen, erfüllen Eigenwertgleichungen:

Yl,m(θ, ϕ) =

√
(2l + 1)

(l−m)!
(l+m)!

Pml (cos θ)eimϕ

~L2Yl,m = l(l + 1)Yl,m LzYl,m = mYl,m
für jedes l gibt (2l + 1) Eigenwerte:m = −l,−l + 1, ..., l − 1, l
Y0,0 = 1 Y1,0 =

√
3 cos θ =

√
3 z
r

Y1,±1 = ∓
√

3/2 sin θe±iϕ = ∓
√

3/2
x±iy
r

Y2,0 =
√

5/4(3 cos2 θ − 1) =
√

5/4
2z2−x2−y2

r2

Y2,±1 = −
√

15/2 sin θ cos θe±iϕ = −
√

15/2
z(x±iy)

r2

Y2,±2 =
√

15/8 sin2 θe±i2ϕ =
√

15/8
(x±iy)2

r2
Orthogonaltiät:

∫ b
a
dxU

∗
n(x)Um(x) = δnm

∞∑

n=1

U
∗
n(y)U

∗
n(x) = δ(x − y)

F (θ, ϕ) =
∞∑

l=0

l∑

m=−l
Yl,m(θ, ϕ)cl,m

cl,m = 1
4π

∫
dθdϕ sin θY

∗
l,m(θ, ϕ)F (θ, ϕ)

φ(r, θ, ϕ) =

∞∑

l=0

l∑

m=−l
Rl,m(r)Yl.m(θ, ϕ)

Radial-Lösung: Rlm(r) = rα ⇒ α = l undα = −l − 1

0 =

[(
d
dr

)2
+ 2
r
d
dr
− l(l+1)

r2

]
rα = rα−2[α2−α+2a−l(l+1)]

Damit folgt: Rlm(r) = Almr
l + Blmr

−(l+1)

φ(r, θ, ϕ) =
∑∞
l=0

∑l
m=−l

(
Almr

l + Blmr
−(l+1)

)
Yl,m(θ, ϕ)

Symmetrie in ϕ: m = 0

⇒ φ(r, θ))
∑∞
l=0

√
2l + 1[Alr

l + Blr
−l−1]Pl(cos θ)

geladene Kugeloberfläche σ(θ) =
∑∞
l=0

√
2l + 1σlPl(cos θ)

σl = 1
2

∫ 1
−1 d(cos θ)σ(θ)Pl(cos θ)

falls φ → 0 für r → ∞ ⇒ Alm = 0
Multipolentwicklung in Kugelkoordinaten:φ → 0 für r → ∞
φ(r, θ, ϕ) =

∑
l,m

Qlm
4πε0

1
(2l+1)rl+1

Yl,m(θ, ϕ)

Blm =
Qlm
4πε0

1
(2l+1)

∫
d2Ωdr rl+2Y ∗l,m(θ, ϕ)ρ(r, θ, ϕ)

Additionstheorem: γ winkel zwischen ~x, ~x′
1

2l+1

∑l
m=−l Yl,m(θ, ϕ)Y ∗l,m(θ′, ϕ′) = Pl(cos γ)∫ 2π

0
eiϕ(n−m)dϕ = δnm

Magnetostatik ~M = ~m × ~B ~m magnetischer Dipol
~j(~x, t) = ρ(~x, t)~v(~x, t) Stromdichte I =

∫
F d

~f ·~j = dQ/dt

dQ
dt

= −
∫

V
d
3
x~∇ ·~j = −

∫

∂V
d~f ·~j(~x, t)

oder über: ~∇ · (~∇× ~B)

Kontinuitätsgl.:
∂ρ(~x,t)
∂t

+ ~∇ ·~j(~x, t) = 0

Stromfaden: ~jd
3
x → Id~x ⇒

∫

V
d
3
x~j(~x) =

∫

C
d~xI

Ampere’sche Gesetz: ~F12 =
µ0I1I2

4π

∮

C1

∮

C2

d~x1×(d~x2×~x12)

|~x12|3

~x12 = ~x1 − ~x2 Ii =const. µ0 = 4π · 10
−7 kgm

A2s2
ε0µ0 = 1

c2

d~x1 × (d~x2 × ~x12) = d~x2(d~x1 · ~x12) − ~x12d~x1 · d~x2

1.Term 0 Beitrag: ~F12 =
µ0I1I2

4π

∮

C1

∮

C2

(d~x1 · d~x2)
~x12
|~x12|3

Biot-Savart:~B(~x) = µ0I

∮

C

d~y×(~x−~y)

4π|~x−~y|3

auf Leiterschlf.: ~F = I

∮

C
d~x × ~B(~x)

auf Leiterschlf.: ~M = I

∮

C
~x ×

(
d~x × ~B(~x)

)

für Stromdichte: ~B(~x) = µ0

∫
d
3
y
~j(~y)×(~x−~y)

4π|~x−~y|3

~∇x ×
~j(~y)
|~x−~y| = 1

|~x−~y|
~∇x ×~j −~j × ~∇x 1

|~x−~y| = ~j × ~x−~y
|~x−~y|3

~∇x ×~j(~y) = 0 ⇒ ~B(~x) = ~∇x ×
µ0
4π
d3y

~j(~y)
|~x−~y|

Homogene Maxwellgleichung:

~∇x · ~B = 0 ⇒ 0 =
∫
V
d3x~∇ · ~B(~x) =

∮
∂V

d~σ ~B(~x) Inhomogene

Maxwellegleichung:

~∇x × ~B(~x) = ~∇x ×
(
~∇x ×

µ0
4π

∫
d3y

~j(~y)
|~x−~y|

)

~∇× (~∇× ~I) = ~∇(~∇ · ~I) −∆~I ~I(~x) =
µ0
4π

∫
d3y

~j(~y)
|~x−~y|

verwenden:~∇y~j(~y) = − ∂ρ(~y)
∂t

= 0 , ~j(~y) = 0 im Unendlichen

~∇x~I(~x)
P.I.
=

µ0
4π

∫
d3y[~∇y ·~j(~y)] 1

|~x−~y| −
µ0
4π

∫
∂v→∞ d~σ

~j(~y)
|~x−~y|

~∇x × ~B(~x) = −∆x
µ0
4π

∫
d3y

~j(~y)
|~x−~y| ⇒

~∇x × ~B(~x) = µ0
~j(~x)

Ampersche Durchflutung:
∫
D
d~σ · (~∇× ~B) =

∮
∂D d~x · ~B = µ0I

Vektorpotential: ~B(~x) = ~∇× ~A(~x) ~A(~x) =
µ0
4π

∫
d3y

~j(~y)
|~x−~y|

Eichtransformationen: ~A′(~x) = ~A(~x) + ~∇Λ(~x)

Coulomb-Eichung: ~∇ · ~A(~x) = 0 Axiale Eichung: ~n · ~A(~x) = 0
~∇× (~∇× ~A) = −∆ ~A + ~∇(~∇ · ~A) ⇒ ∆ ~A(~x) = −µ0

~j(~x)

~F =
∫
d3x~j(~x) × ~B(~x) ~M =

∫
d3x~x ×

(
~j(~x) × ~B(~x)

)

∫
d3x~j(~x) =

∫
d3x(~j · ~∇)~x

P.I.
= −

∫
d3x(~∇~j)~x = 0 ~∇~j = 0

Konstantes B-Feld: ~m := 1
2

∫
d3y~y ×~j(~y) ~M = ~m × ~B0

Fernfeld: ~A(~x) =
µ0
4π

~m×~x
|~x|3 + ...

Elektro- und Magnetostatik in Materie:
ρfrei induziert ρDipol in Materie ~P (~x) Dipoldichte

~P (~x) = ε0γ
~E + O(~E2) γ = χl Diel. Suszeptibilität

ρges = ρfrei − ~∇ · ~P = ρfrei + ρdipol
~D(~x) = ε0

~E(~x) + ~P (~x)

~∇~D(~x) = ρfrei(~x) ~D(~x) = ε~E(~x) mit: ε = ε0εr εr = 1 + χl

Übergang zwischen Medien: εr, ~E, ~D / ε′r, ~E
′, ~D′

Gauss’sches Kästchen: Q =
∫
∂V d~σ · ~D ≈ A~n · (~D − ~D′)

~n · (~D − ~D′) = σ σ ist Ladung der Grenzflächen, meist 0

Stokes’sche Fläche: =
∮
C d~x · ~E ≈ ~L · (~E − ~E′) ~t(~E − ~E′) = 0

D⊥ = D′⊥ ⇔ E⊥ = ε′
ε
E′⊥ E‖ = E′‖ ⇔ D‖ = ε

ε′ D
′
‖

Magnetisierung: ~B(~x) = µ0(~H(~x) + ~M(~x)) ~M = χm · ~H
µr = 1+χm ⇒ ~B(~x) = µ~H(~x) ~∇× ~H(~x) = ~jfrei(~x) ~∇· ~B = 0∮
∂A

d~x · ~H = Ifrei,A

∫
∂V

d~σ · ~B = 0

Übergang zwischen Medien: µr, ~B, ~H / µ′r, ~B
′, ~H′

B⊥ = B′⊥ ⇔ H⊥ =
µ′r
µr

H′⊥ (~et×~en) · (~H− ~H′) = ~jfrei ·~et
H‖ = H′‖ ⇔ B‖ =

µr
µ′r

B′‖ Diamagnetismusχm < 0 |χm| klein

Paramagentismusχm > 0 Antiferromag. exakte Auslöschung
Randwertprobleme: ~x × ~H ⇒ ~H = −~∇φm magn. Protential

∆φm = ~∇ ~M(~x) φm(~x) = − 1
4π

∫
d3y

~∇y ~M(~y)

|~x−~y|

Trick:
~∇y ~M(~y)

|~x−~y| = ~∇y
(
~M(~y)
|~x−~y|

)
− ~M(~y) · ~∇y

(
1

|~x−~y|
)

~∇y( 1
|~x−~y| ) = −~∇x( 1

|~x−~y| ) ⇒ φm(~x) = − 1
4π

~∇x
∫
d3y

~M(~y)
|~x−~y|

Fernf. φm ≈ 1
4π

~x· ~Mtot
|~x|3 ⇒ ~H ≈ 1

4π

[
3(~x· ~Mtot)~x
|~x|5 −

~Mtot
|~x|3

]

Relativistische Formulierung elektromagnetsiche Felder

xµ = (ct, x, y, z) µ = 0, 1, 2, 3 x0 = ct, xi = ~ei · ~x
xµ = ηµνx

ν = (ct,−~x) ηµνdiag(1,−1,−1,−1)

(ds)2 = c2(dt)2 − (d~x)2 ds =
√
ẋµẋµdτ ẋµ dx

µ

dτ

Wirkung: Sm = −mc
∫ b
a
ds = −mc

∫ b
a dτ

√
ẋµẋµ

Wirkung: Sm = −mc2
∫ t2
t1

dt

√
1 − ~̇x2

c2

Poincaré-Trafo:x′µ = Λ
µ
νx
ν + αµ mit Λ

µ
ρηµνΛνκ = ηρκ

∂L
∂xi

= 0 ∂L
∂ẋi

= mẋi√
1− ~̇x2

c2

= pi ∂L
∂xi

= d
dt

∂L
∂ẋi

⇒ d
dt
pi = 0

Vierer Vektor: xµ = (ct, x, y, z)T = (ct, ~x)T

Lorenz-Transformation: x′µ = Λ
µ
νx
ν

Kontravariant: A′µ = Λ
µ
νA

ν Kovariant: A′µ = Λ ν
µ Aν

Λ ν
µ := ηµρΛ

ρ
κη
κν = (Λ−1)νµ |A

µ = (A0, ~A) Aµ = (A0,− ~A)

A · B := AµBµ = ηµνA
µ

Bν = A0B0 − ~A · ~B
Tesor 2.Stufe: Fµν 3.Stufe: Λµνρ n.Stufe Λµ1...µn

F ′µν = Λ
µ
ρΛνκF

ρκ Λ′µνρ = Λ
µ
αΛνβΛ

ρ
γΛαβγ

Metrik hebt/senkt: F ν
µ = ηµκF

κν Fµν = ηµκηνρF
κρ

F00 = F00 F0i = −F0i Fij = Fij

F 0
0 = F00 F i

0 = F0i F0
i = −F0i F

j
i

= −Fij
ηµν = diag(1,−1,−1,−1) ηµν = diag(1,−1,−1,−1)

δ
µ
ν = diag(1, 1, 1, 1) δ

µ
ν = ηµρηρν δ

µ
ν η
νρ = ηµρ

2



εµνρκεµνρκ = −24 εµαβγεναβγ = −6δ
µ
ν

εµναβερκαβ = −2(δ
µ
ρ δ
ν
κ − δ

ν
ρδ
µ
κ)

εµνραεκσδα = −

∣∣∣∣∣∣∣

δ
µ
κ δ

µ
σ δ

µ
δ

δνκ δνσ δνδ
δ
ρ
κ δ

ρ
σ δ

ρ
δ

∣∣∣∣∣∣∣

∂µϕ =
∂ϕ
∂xµ

=
(

1
c
∂ϕ
∂t
, ~∇ϕ

)
∂µϕ =

∂ϕ
∂xµ

=
(

1
c
∂ϕ
∂t
,−~∇ϕ

)

Div(A) = ∂ · A = ∂
∂xµ

Aµ = 1
c
∂A0

∂t
+ ~∇ ~A = ∂µA

µ = ∂µAµ

Viererpotential: Aµ = (φ(~x), ~A(~x)) Aµ = (φ,− ~A)

allg. Wirkung: Smf = − e
c

∫ b
a
Aµ(x)dx

µ

gelad. Teilchen: S =

∫ t2
t1


−mc2

√
1 − ~̇x2

c2
+ e
c
~A · ~̇x − eφ


 dt

Lagrange: L(~x, ~̇x, t) = −mc2
√

1 − ~̇x2

c2
+ e
c
~A · ~̇x − eφ

~p = ~pmech + e
c
Ai(~x, t) ⇒ ~pmech = mẋi√

1− ~̇x2

c2

H = c

√
m2c2 +

(
~p − e

c
~A
)2

+ eφ

relativistische Bewegungsgleichung:
d~pmech
dt

= −e~∇φ − e
c
∂ ~A
∂t

+ e
c
~̇x × (~∇× ~A)

~E = −~∇φ − 1
c
∂ ~A
∂t

~Fm = e~̇x × ~B ~B = rot ~A

d~pmech
dt

= e~E + e
c
~̇x × ~B ~̇x2

c2
� 1 ⇒ m~̈x = e~E + e

c
~̇x × ~B

Eichinvarianz: A′µ(~x, t) = Aµ(~x, t) − ∂Λ(~x,t)
∂xµ

~A′ = ~A + ~∇Λ ⇒ ~B′ = ~∇× ~A + ~∇× ~∇Λ = ~B

φ′ = φ − 1
c
∂Λ
∂t

⇒ ~E′ = −~∇φ′ − 1
c
∂ ~A′
∂t

=

− ~∇φ − 1
c
~∇ ∂Λ
∂t

+ 1
c
∂ ~A
∂t

+ 1
c
~∇ ∂Λ
∂t

= ~E

Kleinste Wirkung: δS = δ
∫ b
a

(
−mc ds − e

c
Aµdx

µ
)

= 0

Feldstärketensor: Fµν :=
∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

Bewegungsgleichung 4erGeschwindigkeit: mcdu
µ

dτ
= e
c
Fµνuν

F0i = −∂iφ + 1
c
∂tAi = Ei mit ∂µ := ∂

∂xµ

Fij = ∂iAj − ∂jAi F12 = ∂2A
1 − ∂1A

2 = −Bz

Fµν




0 Ex Ey Ez
−Ex 0 −Bz By
−Ey Bz 0 −Bx
−Ez −By Bx 0


F

µν




0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 −Bz By
Ey Bz 0 −Bx
Ez −By Bx 0




F ′µν =
∂A′µ
∂xν

− ∂A′ν
∂xµ

= ∂µAν +∂µ∂νλ−∂µ∂νλ−∂νAµ = Fµν

Lorenztransformation/Boot: A′µ(x′) = Λ
µ
νA

ν Boost in x:

Λ
µ
ν =




cosh η − sinh η
− sinh η cosh η

1
1


 tanh η = v

c
γ = 1√

1−v2/c2

cosh η = γ sinh η = γ v
c

φ′(x′) = [φ(x) − v
c
Ax(x)] · γ A′y(x′) = Ay(x)

A′x(x′) = [Ax(x) − v
c
φ(x)] · γ A′z(x′) = Az(x)

F ′µν (x′) = Λ
µ
ρΛνκF

ρκ(x)
Transforamtion der Felder:

~E′(~x′) = γ
(
~E(x) + 1

c
(~v × ~B(x)

)
− γ2

c2(1+γ)

(
~v · ~E(~x)

)
~v

~B′(~x′) = γ
(
~B(x) − 1

c
(~v × ~E(x)

)
− γ2

c2(1+γ)

(
~v · ~B(~x)

)
~v

Ort transformieren: x → x′ xµ = (Λ−1)
µ
ν x
µ

Λ(~v) =




γ −γvj/c

−γvi/c 1+
γ2

c2(1+γ)
vivj


 Λ−1(~v) = Λ(−~v)

Erhaltungsgrößen: FµνFµν = 2(~B2 − ~E2) = invariant

εµνρσF
µνFρσ = −8~E · ~B = invariant

Homogene Maxwellgleichungen: ~∇ · ~B = 0 ~∇× ~E = − 1
c
∂ ~B
∂t

Induktionsgesetz und Magnetischer Fluss: ΨA =

∫

A
d~σ · ~B

− 1
c
dΨA
dt

=

∫

A
(~∇× ~E) =

∮

∂A
d~x · ~E = ∆U

− 1
c

dΨA(t)
dt

=

∮

C(t)
d~x ·

(
~E + 1

c
~̇x × ~B

)
= ∆U

Kovariante Formulierung der homogenen Maxwellgleichungen:

∂µFνρ + ∂νFρµ + ∂ρFµν = 0 ∂µ := ∂
∂xµ

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ oder: εµνρσ∂νFρσ = 0
Wirkung des E-M-Feldes: S = Sm + Smf + Sf

freies Teilchen: Sm = −∑Ni=0 mic
∫
dsi dsi =

√
dxi

dτi

dxi
dτi

dτi

Teichen-Feld: Smf = −∑Ni=0
ei
c

∫
Aµ(xi)dx

µ
i

Froderungen an Lagrangedichte für Feld: Sf = c
∫
dtd3xL

L ist Lorenzskalar, also alle Indizes abkontrahiert
L Eichinvariant, also Abhängig nur von Fµν

Bewegungsgleichung soll linear in Feldern sein, also L ∼ F2

⇒ FµνFµν oder εµνρσFµνFρσ 2. ist Totale Viererableitung:

εµνρσFµνFρσ = εµνρσ∂µAν∂ρAσ = ∂µ[εµνρσAν∂ρAσ ]

Wirkung: Sf = a·c
∫
dtd3xFµνFµν a ist Einheitensys. abhängig

Sf = − 1
16πc

∫
dt
∫
d3x(~E2 − ~B2) (in CGS)

Lagrange Dichte: L = − 1
16πc

FµνFµν = 1
8π

(~E2 − ~B2)

Stromdichte := jµ := ρ dx
µ

dt
⇒ jµ = (j0,~j) = (cρ, ρ~̇x)

Kontinuitäts Gl.: ρ̇ + ~∇ ·~j = 0

0 = ∂µj
µ =

∂jµ

∂xµ
=
∂j0

c∂t
+
∂ji

∂xi
=
∂ρ
∂t

+ ~∇ ·~j
vollständige Wirkung:

S = −∑Ni=1

∫
mic dsi − 1

c2

∫
d4x(Aµj

µ + c
16π

FµνF
µν )

δS = − 1
c

∫
d4x[ 1

c
jµ + 1

4π
∂
∂xν

]δAµ
Die Variation muss verschwinden, daraus folgt:
Inhomogene Maxwellgleichungen:
∂
∂xµ

Fµν (x) = 4π
c
jν (x)

ν = 0 : 1
c
∂
∂t
F00 + ∂

∂xi
Fi0 = 4πρ ⇒ ~∇~E = 4πρ (CGS)

F00 = 0 Fi0 = Ei

ν = 1 : 1
c
∂
∂t
F01 + ∂

∂xi
Fi1 = 4π

c
j1

F01 = −Ex F11 = 0 F21 = Bz F31 = −By
∂Bz
∂y
− ∂By

∂z
= 1
c
∂
∂t
Ex + 4π

c
jx

⇒ ~∇× ~B = 1
c
∂ ~E
∂t

+ 4π
c
~j(~x)

Energiedichte und Energiestrom des EM Feld:

~E · (~∇× ~B) = 1
c
~E · ∂ ~E

∂t
+ 4π

c
~E ·~j

~B · (~∇× ~E) = − 1
c
~B · ∂ ~B

∂t
Gleichungen subtrahieren:

1
c
~E · ∂ ~E

∂t
+ 1
c
~B · ∂ ~B

∂t
= − 4π

c
~E ·~j − [~B(~∇× ~E) − ~E(~∇× ~B)]

[~B(~∇× ~E) − ~E(~∇× ~B)] = ~∇(~E × ~B)
∂
∂t

(
1

8π
(~E2 + ~B2)

)
+ ~∇( c

4π
~E × ~B) = −~j · ~E

Pointing Vektor/Energiestromdichte: ~S := c
4π

~E × ~B

Erhalung: ∂
∂t



∫
dV

~E2+~B2

8π
+
∑N
i=1

mc2√
1−~̇xi/c2


 = 0

Energie des Feld: W =
~E2+~B2

8π
Ekin:

∑N
i=1

mc2√
1−~̇xi/c2

abgestrahlte Leistung: PA =
∫
A
f~σ · ~S(~x, t)

Energie-Impuls-Tensor Tµν

Tµν = 1
4π

(
FµρF ν

ρ + 1
4
ηµνFρκF

ρκ
)

Erfüllt: T
µ
µ = 0 Erhaltungsgleichung somit:

∂µT
µν 1

4π
[∂µF

µρF ν
ρ + Fµρ∂µF

ν
ρ + 1

2
ηµνFρκ(∂µF

ρκ)]

∂µT
µν = 1

c
jµF

µν

T00 = W = 1
8π

(~E2 + ~B2) 4πT0i = (~E × ~B) · ~ei
räumliche Komponenten bilden Spannugnstensor:

4πTij = −Fi0Fj0 + FikFjk − 1
2
δij(~B2 − ~E2)

Tij = 1
4π

[−EiEj − BiBj + 1
2
δij(~E2 + ~B2)]

Tµν = 1
8π

(
~E2+~B2 2(~E×~B)T

2(~E×~B)T (~E2+~B2)I−2~B ~BT−2~E~ET

)

Elektromagnetische Wellen
Abwesenheit von Ladung und wieder Einheitensystem in SI
0 = ~∇× (~∇× ~E + ∂t

~B)

= ~∇(~∇ · ~E) −∆~E + n2

c2
∂2
t
~E =

(
n2

c2
∂2
t −∆

)
~E = 0

(
n2

c2
∂2
t −∆

)
~E = �~E = 0

(
n2

c2
∂2
t −∆

)
~B = �~B = 0

n ist Brechungsindex und hier 1 n :=
√
εrµr

all. Lösung: ψ(~x, t) = f+(~x · ~k + ωt) + f−(~x · ~k − ωt)

�f±(~x · ~k ± ωt) =

(
ω2

c2
− ~k2

)
f′′±(~x · ~k ± ωt) = 0

Wellenzahl: ω = c|~k| Phasengeschw.:
dr‖
dt

= ω
|~k|

= c

Ebene Welle: f±(~x · ~k ± ωt) = A±ei(~x·
~k±ωt)

Wellenlänge: λ = 2π
|~k|

ψ(~x, t) =
∑
j∈I

(
A

(j)
+
e
i(~x·~kj+ωjt) + A

(j)
− e

i(~x·~kj−ωjt)
)

ψ(~x, t) =
∫
d3k[A+(~k)ei(

~k·~x+ωt) + A−(~k)ei(
~k·~x−ωt)]

Forderung an Reelle Lösung: ψ(~x, t) = ψ∗(~x, t)
allgemeine reelle Lösung:

ψ(~x, t) =
∫

d3k
(2π)3

[A(~k)ei(
~k·~x−ωt) + A∗(~k)e−i(~k·~x−ωt)]

Fourier-Transformation:
f(x) = 1√

2π

∫∞
−∞ dkf̃(k)eikx f̃(k) = 1√

2π

∫∞
−∞ dx f(x)e−ikx

Eigenschaften: f̃(k) Fourier-Trafo von f(x)
Linearität: g(x) = a1f1(x) + a2f2(x)

⇒ g̃(k) = a1f̃1(k) + a2f̃2(k)

f(x) = f1(x)f2(x) f̃(k) = 1√
2π

∫∞
−∞ dk′ f̃1(k′)f̃2(k − k′)

ist f gerade/ungerade so ist f̃ auch gerade/ungerade
Trafo mit konvergenzerzeugenden Faktor:

f̃(k) = lim
ε→0+

1√
2π

∫∞
−∞ dx f(x)e−ikx−εx

2

f(k) = lim
ε̃→0+

1√
2π

∫∞
−∞ dx f̃(x)e−ikx−ε̃x

2

f(x) = c f̃(k) = c
√

2πδ(k) δ(k) =
∫∞
−∞

dx
2π
e−ikx

Ableitung: f(x) → f̃(k) ⇒ ∂f
∂x

(x) → −ikf̃(k̃)

f(t) = 1√
2π

∫∞
−∞ dωf̃(ω)e−iωt f̃(ω) = 1√

2π

∫∞
−∞ dt f(t)eiωt

f(~x, t) = 1
(2π)2

∫
d3k
∫∞
−∞ dωf̃(~k, ω)e−i(~k~x−ωt)

f̃(~k, ω) = 1
(2π)2

∫
d3x
∫∞
−∞ dtf(~x, t)ei(

~k~x−ωt)

Monochromatische Wellen:

~E = Re[~E0e
i(~k~x−ωt)] ~B = Re[~B0e

i(~k′~x−ω′t)]

~∇× ~E = −∂t ~B ⇒ i(~k × ~E0)ei(
~k~x−ωt) = iω′ ~B0e

i(~k′~x−ωt)
ω′ = ω ~k′ = ~k ~∇ · ~E = 0 ⇒ ~k · ~E0 = 0
~∇ · ~B = 0 ⇒ ~k · ~B0 = 0

~∇× ~B = 1
c2
∂t
~E ⇒ ~k × ~B0 = − ω

c2
~E0

~b = ~b1 + i~b2
~b1 ·~b2 = 0 ~b1 ⊥ ~b2 ~b1 ‖ ~ex ~k ‖ ~ez

~E = Re[(~b1 + i~b2)ei(
~k~x−ωt−α)] =



|~b1| cos(ωt+α−~k·~x)

±|~b2| sin(ωt+α−~k·~x)
0




E erfüllt Ellipsengleichung:
E2
x
b21

+
E2
y

b22

= 1

Zirkular polarisiert: b1 = |b2|
linear polarisiert: b1 = 0 oder b2 = 0

Vierervektor: kµ = (ω
c
,~k) kµx

µ = ωt − ~k · ~x kµk
µ = 0

∂µF
µν = 0 ⇒ �Aν − ∂ν (∂µAµ) = 0

so Eichung, auf Raumkomponenten reduzieren: A0 = 0 φ = 0
dann: � ~A = −~∇(~∇ · ~A) ∂t

~∇ · ~A = 0

Axial-Eichung: ~∇ ~A′ = 0 mit ~A′ = ~A + ~∇ ~A
~∇ ~A′ = ~∇ ~A + ∆Λ ⇒ ∆Λ(~x) = −~∇ ~A(~x)

� ~A = 0 ⇒ ηµν ∂
∂xµ

∂
∂xν

~A = 0

Lösung: ~A = ~A0e
−ikµxµ Monochromatische Welle

Aus Eichung folgt: ~∇ ~A = 0 ⇒ ~k ~A = 0
Realteil: ~E = |~k|Re[ ~A] ~B = ~k × Re[~B]

Energie Impuls: T00 = 1
8π

(~E2+~B2) = W T0i = 1
4π

(~E× ~N)·~ei
Tij = 1

4π
(−EiEj − BiBj) + δijW

Koordinatensystem: ~k = k~ez ~E ‖ ~ex ~B ‖ ~ez × ~ex = ~ey
Damit folgt, alle Komponenten von T sind 0 außer:

T00 = 1
4π
k2Re[A]2 = W T03 = W T33 = W

Tµν = Wc2

ω2 kµkν

Dopplereffekt: Beobachter mit v im Winkel α zur Welle

kµ =
(
ω
c
,~k
)

~v = v~ex kµ = (ω
c
,− sinαω

c
, cosαω

c
, 0)

k′µ = Λ
µ
µk
ν k′µ = ω′

c
= cosh η ω

c
+ sinh η sinαω

c

ω′ = ω
1+v/c sinα√

1−v2/c2

Transformation der Wellen in Wellenpackete im Fourierraum:

~E(~x, t) = 1
(2π)2

Re
∫
d3k ~̃E(~k, ω)e−i(~k~x−ωt)

~k · ~̃E = 0 ω = |~k|u u = c
n

n Brechungsindex

Fouriertrafo Maxwellgl.:

~∇×~B− 1
u2 ∂t

~E=0, ~∇·~E=0

~∇×~E+∂t
~B=0, ~∇·~B=0

⇒
~k× ~̃B+ ω

u2
~̃E=0, ~k· ~̃E=0

~k× ~̃E−ω ~̃B=0, ~k· ~̃B=0

~E(~x, t) = 1
(2π)2

Re
∫
d3k ~̃E(~k, ω)e−i(~k~x−ωt)

~B(~x, t) = u
(2π)2

Re
∫
d3k k̂ × ~̃B(~k, ω)e−i(~k~x−ωt)

ω = |~k|u ~k · ~̃E = 0 k̂ = ~k/|~k|

Kugelwellen in Kugelkoordinaten:

1
c2

∂2φ

∂t2
−∆φ = 0 1

c2
∂2φ

∂t2
− 1
r
∂2

∂r2
(rφ) − 1

r2
~L2φ = 0

φ = 1
r
F (t, r)Ylm(θ, ϕ) mit: ~L2Ylm = l(l + 1)Ylm

1
c2

∂2F
∂t2

− ∂2F
∂r2

+
l(l+1)

r2
F = 0

l = m = 0 ⇒ 1
c2

∂2F
∂t2

− ∂2F
∂r2

= 0

Kugellösungen:
~E = 1

r
[~E+(ct + r) + ~E−(ct − r)]

~B = 1
r

[~B+(ct + r) + ~B−(ct − r)]
Transversale Wellen die mit 1/r an Amplitude abnehmen
Ausbreitung von Wellen in Leitern:
Leitfähigkeit: ~j = σ~E σ : Leitfähigkeit
~∇ · ~B = 0 ~∇ · ~E = 0
~∇× ~E = − ~̇B, ~∇× ~B = µrµ0σ

~E + 1/u2 ~̈E

Telegraphengl.:

[(
∆ − 1

u2
∂2

∂t2

)
− µrµ0

∂
∂t

]
~E(~x, t) = 0

[(
∆ − 1

u2
∂2

∂t2

)
− µrµ0

∂
∂t

]
~B(~x, t) = 0

~E = ~E0(~x)e−iωt ⇒
(

∆ + ω2

c2
µrεr + iωµrµ0σ

)
~E0(~x) = 0

komplexe Dielektrizitätskonst.: εr(ω)i = εr + i σ
ε0ω

u = c√
εrµr

⇒
(

∆ + ω2

u2

)
~E0 = 0

~E(~x, t) = ~E0Re

[
e−i(~k~x−ωt)

]
~k = ω

u
~̂k

ñ2 = 1
2


1 +

√
1 +

(
σ

ε0εrω

)2



γ2 = 1
2


−1 +

√
1 +

(
σ

ε0εrω

)2



~k = ~ez : ~E = ~E0Re[e−iω(ñ/c z−t)]e−γωz/c

Eindringtiefe, Abfall um 1/e: δ = c
ωγ

=
λ0
2πγ

Abstrahlung Wellen, in SI und Lorenzeichung:

�Aµ(x) = µ0j
µ(x) ⇒ �G(x, x′) = δ(4)(x − x′)

δ(4)(x− x′) = δ(ct− ct′)δ(3)(~x− ~x′) = 1
c
δ(t− t′)δ(3)(~x− ~x′)

G(x, x′) = G(x − x′) Aµ(x) = µ0

∫
d4x′G(x − x′)jµ(x′)

g(x) = 1
4π
δ(r − ct) r =

√
~x2 xµ = (ct, ~x)

retadierte Green G(x−x′) =
θ(t−t′)

4π
1

|~x−~x′| δ[c(t−t
′)−|~x−~x′|]

Aµ(ct, ~x) =
µ0
4π

∫
d3x′ j

µ(ct−|~x−~x′|,~x′)
|~x−~x′|

ctret = ct − |~x − ~x′| ≤ ct Quelle Ausdehnung: d
r � d und r � λ

φ(ct, ~x) = 1
4πε0

1
r

∫
d3x′ ρ(ct − r + ~er · ~x′, ~x′)

~A(ct, ~x) =
µ0
4π

1
r

∫
d3x′ ~j(ct − r + ~er · ~x′, ~x′)

~B = − 1
c
~er × ~̇A ~̇E = c2 ~∇× ~B

~E = ~er × (~er × ~̇A) = −c~er × ~B ~E ⊥ ~B ⊥ ~er
~A(ct, ~x) =

√
π
2
µ0
r
eiω(t−r/c)~̃j(ω

c
~er)

~A(ct, ~x) =
µ0
4πr

∫
d3x′ ~j(ct − r, ~x) + Dipol

µ0
4πcr

∫
d3x′(~er · ~x′)∂t~j(ct − r, ~x′) Quadrupol

~A1(ct, ~x) =
µ0
4π

1
r
~̇p(ct − r)

Abgestrahlte Lesitung: ~S = 1
µ0

(~E × ~B)

~S = c
µ0
|~B|2~er = 1

µ0c
|~E|2 = ε0c|~E|2~er

dP
dΩ

= r2~S~er = cε0r
2|~E|2 = c

µ0
r2|~B|2

dP
dΩ

=
dPel
dΩ

+
dPmag
dΩ

+
µ0

8π2c2
~er · (~̈p × ~̈m)

Pel.Dipol =
µ0
6πc

~̇p2 Pmag.Dipol =
µ0

6πc3
~̈m2

Lienard-Wiechert Potentiale, bewegte Ladung:

ρ(~x, t) = qδ(3)
(
~x − ~R(t)

)
~j(~x, t) = q ~̇R(t)δ(3)

(
~x − ~R(t)

)

Aµ(~x, t) =
µ0qc
4π

∫
dt′ δ(c(t−t

′)−|~x−~R(t)|)
|~x−~R(t′)|

vµ(t′)

f(t′) = ct − ct′ − r(t′) r(t′) = |~x − ~R(t′)|
df(t′)
dt′ = −c − dr(t′)

dt′
dr(t′)
dt′ = − (~x−~R(t′))· ~̇R(t′)

|~x−~R(t′)|

~n(t′) =
~x−~R(t′)
|~x−~R(t′)|

ḟ(t′) = −c[1 − ~n(t′)~β(t′)] ~β(t) = 1
c
~̇R(t)

ctret = ct − r(tret)
Aµ(~x, t) =

µ0
4π

qvµ(tret)

r(tret)[1−~n(tret)
~β(tret)]

φ(~x, t) = 1
4πε0

q

r(tret)[1−~n(tret)
~β(tret)]

~A(~x, t) =
µ0
4π

q~β(tret)

r(tret)[1−~n(tret)
~β(tret)]

∂tret
∂t

= 1 − ∂r(tret)
∂t

= 1 + ~n(tret)
~β(tret)

∂tret
∂t

∂r(tret)

∂xi
= c

∂tret
∂xi

Gleichförmig Bewegetes Teilchen: (tret− t)2 = 1
c2

(~x−~vtret)2

ctret =
γ
c

[x · u ±
√

(x · u)2 − c2x2] u vierer geschw.

Aµ(~x, t) =
µ0
4π

quµ√
(u·x)2/c2−x2

uµ = (γc, γ~v)

~E(~x, t) =
qγ

4πε0

~x−~vt
[(u·x)2/c2−x2]3/2

~B(~x, t) =
µ0qγ
4π

~v×~x
[(u·x)2/c2−x2]3/2

Schwingendes Teilchen: ~R = d sin(ωt)~ez ~β = kd cos(ωt)~ez
r = |~x| � d tret ≈ t − r/c r(tret) = r(1 − z

r2
zr)

3






