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RESUMEN

En esta tesis hicimos un estudio tedrico y numérico del sistema fisico compuesto por el gas
de electrones interactuantes cuasibidimensional (C2D), como el formado en pozos cuénticos
constituidos por heteroestructuras semiconductoras de alta movilidad tipo AlGaAs/GaAs con
dopaje modulado.

En el marco de la Teoria de la Funcional Densidad (DFT) en el esquema de calculo de
Kohn y Sham (KS), hemos estudiado la estructura electronica de estos gases C2D. Debido
a la dimensionalidad reducida, las correlaciones electrénicas, representadas por la energia de
intercambio y correlacion (Eg.) en DFT, son particularmente importantes. En consecuencia,
las aproximaciones usuales de densidad local o semilocales (LDA, GGA, etc.) presentan fallas
notables para estos sistemas.

Para obtener una descripcion adecuada de estos sistemas, desarrollamos una nueva fun-
cional de energia Ej. basada en teoria de perturbaciones de KS a segundo orden. Para
calcular el potencial de zc correspondiente y requerido por el esquema de KS elaboramos dis-
tintos métodos tedricos y numéricos. Obtuvimos resultados en concordancia con resultados

experimentales.

iii






ABSTRACT

In this thesis, we made a theoretical and numerical study of the physical system composed
by the quasi two-dimensional (Q2D) interacting electron gas, as the formed in quantum wells
built on AlGaAs/GaAs high mobility modulation doped semiconductor heterostructures.

In the framework of Density Functional Theory (DFT) in the Kohn-Sham (KS) scheme,
we studied the electronic structure of these Q2D gases. Due to the reduced dimensionality, the
electronic correlations, represented by the exchange and correlation energy (E,.) in DFT, are
particularly enhanced. As a consecuence of this, the usual local or semilocal approximations
(LDA, GGA, etc.) show important failures.

To make an accurate description of these systems we developed a new F,. energy functional
based on second order KS perturbation theory. For the calculation of the corresponding
zc potential required by the KS scheme, we developed different theoretical and numerical
methods. We found a good agreement with experimental results.






[NDICE DE ABREVIATURAS

1S: una subbanda ocupada.

15 — 28: transicién de una a dos subbandas ocupadas.
2D: bidimensional.

2S: dos subbandas ocupadas.

3D: tridimensional.

(C2D: cuasi bidimensional.

CW: cristal de Wigner.

DFT: teoria de la funcional densidad.

FM: ferromagnético.

GEH: gas de electrones homogéneo.

GGA: aproximacion del gradiente generalizado.
GL(2): teoria de perturbaciones de Goerling Levy a segundo orden, equivalente a TPKS a
segundo orden.

HK: Hohenberg Kohn.

KLI: aproximacién de Krieger, Li y Iafrate.

KS: Kohn Sham.

LDA: aproximacion de densidad local.

OEP: método del potencial efectivo optimizado.
PM: paramagnético.

pX: parcialmente exacto.

TPKS: teoria de perturbaciones de Kohn y Sham.
WDA: aproximacién de la densidad pesada.

XC: intercambio y correlacion.

XX: intercambio exacto.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION GENERAL

1.1 Introduccién

La determinacién del estado fundamental correspondiente a un gas de electrones interactu-
antes inhomogéneo es uno de los problemas principales de la fisica de la materia condensada.
En un atomo, molécula o sélido, los electrones interactiian entre si a través de la interaccién
coulombiana repulsiva. Ademés de esta interaccion, que determina correlaciones clésicas entre
los electrones, las correlaciones introducidas por el principio de exclusién de Pauli juegan un
papel fundamental en la determinaciéon del estado fundamental. La complejidad del problema
y la riqueza de fases que presenta el gas electrénico bajo distintas condiciones ha promovido la
elaboracion de distintas aproximaciones y distintos esquemas tebricos. Entre estos podemos
resaltar los basados en hamiltonianos modelo, como por ejemplo el modelo de “tight-binding”
(ligadura fuerte), los hamiltonianos de Hubbard y Heisenberg, etc. La construcciéon de estos
modelos aproximados estd guiada bésicamente por los aspectos del problema que se quieren
resaltar.[1] Para mejorar de forma sistematica estos modelos uno debe enfrentarse al problema
de muchos cuerpos completo. Una manera de llevar cabo esta tarea es mediante los métodos
de Monte Carlo cuantico. Existen principalmente dos versiones del mismo: el variacional, que
usa un método estocastico de integraciéon para evaluar el valor de espectacién de la energia
correspondiente a una funcién de onda de muchos cuerpos correlacionada, y el difusivo, que,
mediante un método estocéstico para resolver la ecuaciéon de Schrodinger en tiempo imag-
inario, encuentra la funcién de onda de muchos cuerpos del problema. Estos son métodos
extremadamente costosos desde el punto de vista computacional, pero los resultados son gen-
eralmente muy confiables en sistemas débilmente correlacionados.[2] Otro método variacional
que trata directamente con la funcién de onda de muchos cuerpos es el de “configuraciéon
interaccion”. En éste se minimiza la energia con respecto a los coeficientes de la expansion
de la funcién de onda en determinantes de Slater. Este método no es aplicable a sistemas
macroscopicos. Por otro lado estan los métodos perturbativos, entre éstos la técnica de fun-
ciones de Green|[3], que usa las funciones de Green de una o dos particulas para el calculo de
las cantidades de interés, en lugar de la funcién de onda. La desventaja de estos métodos en
su aplicacion a sistemas de electrones inhomogéneos tiene que ver principalmente con el gran
costo computacional involucrado para obtener resultados precisos.



2 Seccién 1.1. Introduccion

Desde el advenimiento de la mecénica cudntica en el afio 1926, [4] surgieron aproxima-
ciones que evitaban el uso de la funcién de onda de muchos cuerpos, enfocdndose en cambio
en cantidades “promedio”, como la densidad de particulas o de pares de particulas. La aproxi-
macién mas rudimentaria en este sentido fue la efectuada por Thomas y Fermi (TF) en 1927,
[5, 6] un afio después de la creacion de la mecénica cuantica. En esta aproximacion se despre-
cian los efectos de las correlaciones electronicas en el cdlculo de la interacciéon coulombiana
y el calculo de la energia cinética se basa en utilizar los resultados para el gas homogéneo.
Un afio después, Hartree [7] elaboré un método basado en la resolucién autoconsistente de
un conjunto de ecuaciones para una particula. La idea bésica consistié en suponer que cada
electréon se movia independientemente de los demés inmerso en un potencial dado por la suma
del potencial externo mas el causado por la distribucion (o densidad) media de electrones.
La ventaja principal con respecto al método de TF era el tratamiento de la energia cinética.
Si bien estos métodos presentaban una gran simplificaciéon respecto a métodos que trataban
directamente con la funcién de onda, no eran muy precisos y entraban dentro de la categoria
de métodos de campo medio, con los electrones moviéndose en un campo efectivo creado por
el resto de las particulas. La percepcion de estos métodos cambié de manera dréstica con
la invencion de la Teoria de la Funcional Densidad (Density Functional Theory, DFT) por
Hohenberg y Kohn|8] (1964) y Kohn y Sham [9] (1965). El desarrollo de nuevos métodos de
calculo y la obtencién de resultados cada vez més precisos impulsados por esta teoria desde
entonces, le vali6 el premio Nobel de Quimica a Walter Kohn en 1998.[10]

La DFT consta basicamente de un teorema fundamental, el teorema de Hohenberg-Kohn
(HK) [8] v de un esquema de calculo, el esquema de Kohn-Sham (KS) [9]. El teorema de
HK nos dice basicamente que existe una relacién univoca eracta entre potenciales externos
y densidades de estado fundamental. Un corolario directo de este teorema es que todas las
propiedades de un sistema de electrones interactuantes son funcionales de la densidad. De
este modo, las aproximaciones anteriores basadas en el uso de la densidad electrénica como
variable fundamental cobran un nuevo sentido, ya que con este teorema sabemos que existe
una representaciéon exacta de un sistema interactuante en términos de la densidad tnicamente,
v que eventualmente aquellas aproximaciones podrian mejorarse de modo sistemético hacia la
representacion exacta. El primer paso en este sentido viene dado por el esquema de célculo de
KS, que define una representacion de la densidad exacta del problema interactuante a través
de un sistema no interactuante (NI): el sistema NI de KS. Entre las ventajas de este mapeo con
un sistema NI estd la posibilidad de escribir la energia cinética del sistema real como la suma
de la energia cinética del sistema NI (facil de calcular) mas un término de correlacion (que
generalmente requiere de aproximaciones). Esta fue la motivacién principal para construir
esta correspondencia.[10]

Para la implementacion practica del esquema de KS se requiere el calculo de dos compo-
nentes de la energia: la componente de intercambio (correlacién cuantica) y la componente
de correlacion (correlaciones coulombianas y las introducidas por la energia cinética). La
suma de ambas, denotada por Eg.[n], da cuenta de las correlaciones electronicas en el gas de
electrones. La dificultad del problema estriba entonces en la determinacién precisa de esta
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cantidad, que si bien representa una pequena fraccion de la energia total, la misma da cuenta,
por ejemplo, de la mayor parte de la energia de ligadura de una molécula o sélido, de las fases
polarizadas de la materia, de fuerzas de van der Waals, etc.

En la gran mayoria de los calculos estas dos contribuciones a la energia total han sido
evaluadas en la llamada Aproximacion de Densidad Local (Local Density Aproximation, LDA)
[11] o alguna de sus generalizaciones (GGA, MGGA, etc.) haciendo uso de una analogia con el
gas de electrones homogéneo. Las aplicaciones de la DFT en la aproximaciéon LDA han tenido
un éxito inesperado, no obstante tener conocidas fallas, como ser limites asinéticos incorrectos
del potencial de intercambio y correlacién, subestimacién del gap de los semiconductores, etc.

Ademas de las conocidas fallas de la aproximacién LDA, las deficiencias de las aproxima-
ciones locales o semilocales a la DFT se hicieron muy notables en la aplicacién a sistemas de
baja dimensionalidad,[12] dada la importante inhomogeneidad de estos sistemas. Recientes
progresos en técnicas de crecimiento epitaxial y litografia han dado lugar a la creacion de sis-
temas semiconductores cuasibidimensionales (pozos cuéanticos), unidimensionales (alambres
cuénticos) y cero dimensionales (puntos cudnticos o atomos artificiales), en los cuales el sis-
tema electronico se confina en una, dos, y tres direcciones espaciales respectivamente, siendo
libres de moverse en las direcciones restantes. En esta tesis nos enfocamos en el primer tipo de
sistemas mencionados, los sistemas cuasibidimensionales (C2D), en los cuales los electrones o
huecos tienen niveles de energia cuantizados en una direccion espacial. Experimentalmente, en
una dada muestra, los parametros del sistema pueden ser variados por la aplicacién de campos
eléctricos. Esta respuesta suele ser muy efectiva en estos sistemas fuertemente inhomogéneos,
por lo que las mediciones de este “efecto campo” proveen de una excelente herramienta para
la validacion de modelos y aproximaciones teoricas. [13]

Con el objetivo de aliviar las deficiencias en las aplicaciones de la DFT (aclaramos que estas
deficiencias provienen de la aproximacién al intercambio y la correlacion, no a la DFT que es
una teorfa exacta) ha surgido recientemente una nueva generaciéon de funcionales implicitas
de la densidad.[14] Este desarrollo esta asociado a un avance tedrico en el tratamiento de
funcionales de intercambio y correlacién que dependen de forma explicita de los orbitales y
autoenergias del sistema NI de KS, pero implicitamente con respecto a la densidad electrénica.
Un primer paso en esta direccién lo constituyen los calculos en el formalismo de intercambio
exacto (XX) en la aplicacion a sistemas atomicos, moleculares y solidos.[15] Estos céalculos XX
presentan un namero importante de ventajas con respecto a aproximaciones previas, como ser:
i) corrigen el problema de la autointeraccién siempre presente en tratamientos aproximados a
la contribucién de intercambio,[16] ii) mejoran el espectro de autovalores de KS[17], estructura
de bandas de semiconductores y excitaciones [18] y propiedades Opticas no lineales [19], iii)
comportamiento asintotico correcto [20], iv) descripcion de discontinuidades de derivada en
el potencial de KS cada vez que el nimero de particulas cambia en un niimero entero[21][22],
v) limite bidimensional estricto correcto del potencial de intercambio.[12]

En esta tesis realizamos un estudio tedrico y numérico dentro del formalismo de la DFT
para el tratamiento de sistemas C2D, evitando las aproximaciones locales o semilocales usuales.
Para llevar a cabo este importante objetivo, tratamos las contribuciones de intercambio y
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correlacién haciendo uso de funcionales implicitas de la densidad. En este formalismo, el po-
tencial de intercambio y correlacion, que estd definido por la derivada funcional de la energia
correspondiente con respecto a la densidad, [11] debe ser calculado utilizando la regla de la
cadena para derivadas funcionales, generando un esquema de célculo conocido como método
del potencial efectivo optimizado (optimized effective potential, OEP). [23, 24, 25] En esta
tesis exploramos la utilizacién de este método para distintos tipos de funcionales orbitales
y diseniamos esquemas de calculo para la aplicacion a sistemas C2D. Para la obtencién de
las funcionales de energia correspondiente recurrimos a la teoria de perturbaciones de KS (o
denominada también de Goerling Levy) [25, 26] y la particularizamos al caso genérico C2D.

Los resultados obtenidos en esta tesis representan un aporte significativo al campo de
aplicaciones de la DFT a sistemas de baja dimensionalidad. Estos avances han sido plasmados
en cinco publicaciones en revistas internacionales (ver Refs.[27, 28, 29, 30, 31]).

1.2 Organizacién de la tesis

Esta tesis consta de cinco capitulos (ademéas de esta introducciéon) y tres apéndices. En los
primeros dos capitulos (2 y 3) hacemos una presentacién teérica general. Comenzamos con
la teoria de la funcional densidad, dando definiciones precisas de las contribuciones de inter-
cambio y correlaciéon y haciendo un anésis de las correlaciones electrénicas tomando como
referencia los gases homogéneos 3D y 2D en el capitulo 2. Seguimos con la presentacion del
esquema tedrico, en el marco de la DFT, de las funcionales orbitales, la teoria de perturba-
ciones de KS y el método de célculo OEP, definiendo formulacién y notaciéon importantes para
el desarrollo de la tesis. Sigue luego un capitulo teérico con la finalidad de generar la for-
mulacién pertinente al caso genérico C2D de toda la teoria desarrollada previamente, con un
analisis detallado de la equivalencia entre sistemas abiertos y cerrados (Cap.4). Finalmente,
en los capitulos 5 y 6, presentamos resultados numeéricos implementando la teoria desarrollada
anteriormente. La aplicacién del formalismo XX para un sistema de doble pozo cuéntico en
la aproximacién del jellium, con andlisis del hueco de intercambio exacto y de la transicion
3D—2D (sistema tridimensional a sistema bidimensional), como asi también la aplicacion a
un pozo cuantico semiconductor con dopaje modulado para un estudio de las discontinuidades
del potencial de intercambio y la discontinuidad asociada en la esctructura electrénica, es pre-
sentada en Cap.5. En el Cap.6 hacemos un novedoso estudio de la funcional de correlacién
implicita en teoria de perturbaciones de KS a segundo orden para un pozo cuadrado de KS.
Analizamos algunas propiedades genéricas de la funcional y verificamos el cumplimiento de
limites exactos. También analizamos el comportamiento de potencial de correlaciéon y desar-
rollamos un nuevo método numeérico para el célculo del mismo. Por otro lado, aplicamos la
nueva funcional de correlacién para sistemas C2D al caso realista de un pozo cuéntico semi-
conductor con dopaje modulado. Hacemos un desarrollo tebrico para obtener una expresiéon
analitica de la discontinuidad del potencial de intercambio y correlacién cada vez que se ocupa
con electrones una nueva subbanda del sistema C2D y efectuamos una comparacién con re-
sultados experimentales para el mismo sistema, obteniendo una buena concordancia con los
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mismos.






CAPITULO 2

EL GAS DE ELECTRONES
INTERACTUANTES Y LA TEORIA DE LA
FUNCIONAL DENSIDAD

2.1 Introduccién

En este capitulo vamos a estudiar la formulacién teérica del sistema fisico compuesto por un
nimero N de electrones interactuando entre si a través de fuerzas de repulsiéon coulombianas
e inmersos en un potencial externo. Vamos a trabajar en el limite no relativista, y nos
concentraremos en las propiedades del sistema en su estado fundamental. En la seccién 2.2,
daremos una revision de las interacciones coulombianas en términos de la densidad electrénica
y de la densidad de pares de particulas, introduciendo las correlaciones de manera natural
mediante el hueco de intercambio y correlacion. En las secciénes 2.3 y 2.4 daremos un breve
resumen de la teoria de la funcional densidad y del esquema de Kohn y Sham, respectivamente,
presentando conceptos y notaciéon importantes para el desarrollo de la tesis. En la seccién 2.5
daremos un repaso de las propiedades de los gases de electrones homogéneos 2D y 3D, haciendo
un analisis comparativo de las correlaciones electrénicas en ambos sistemas. Este andlisis nos
serd de gran ayuda para comprender las correlaciones en sistemas cuasibidimensionales (C2D).
Por otro lado presentaremos también en esta seccién las aproximaciones locales y semilocales
en teorfa de la funcional densidad derivadas de los resultados para el gas homogéneo.

2.2 Hamiltoniano de electrones interactuantes y correlaciones.

La ecuacién que describe el movimiento de los electrones no relativistas es la ecuacion de
Schrodinger:
HY,=E,U,, (2.1)

donde H es el hamiltoniano del sistema, ¥, los autoestados del sistema electrénico, etique-
tados por algin indice «, y E, las autoenergias del sistema. El hamiltoniano es la suma de
tres contribuciones: la energia cinética 7', la interaccién de los electrones con un potencial
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externo (local, de un cuerpo e independiente del espin) 1% y la interaccién coulombiana (local
y de dos cuerpos) entre los electrones W

H=T+V+W. (2.2)

La expresion explicita de cada contribucion, en unidades de Hartree atémicas|32], es

. 1
T = 52} (2.3)

N
Vo= Veuld (2.4)
=1
W o= Zz\r,—r]| (2.5)
=1 j#4

donde V_4(r) es el potencial externo en el cual estan inmersos los electrones. Notemos que
los tinicos parametros que determinan completamente al sistema (a temperatura T=0) son el
potencial externo y el ntmero de electrones N.

Dos cantidades de gran interés tedrico y con las que se gana mucha intuicién en el problema
de muchos cuerpos son la densidad electrénica ny(r), tal que p; »(r) = ny(r)/N expresala den-
sidad de probabilidad de encontrar un electron en el punto r con proyecciéon de espin (=1, |);
y la densidad de pares de particulas ng 44 (r,r'), tal que ps oo (r, ') = ng 66 (r, 1)/ [N(N — 1)]
expresa la densidad de probabilidad conjunta de encontrar un electrén en el punto r con espin
o y simultaneamente otro electrén en el punto r’ con espin ¢’. Los operadores correspondientes
son:

'fba(r) = 26 0’0’17 (26)

ﬁQ,a(f’ (I‘, rl) = Z Z 6(1‘ - f-z)é(rl - fj)(sa&ié(f’é’ja (27)

i=1 j#i
donde 4(r) es la delta de Dirac, tal que [d(r)f(r)d®r = f(0) y d4p es la delta de Kronecker

(0ap =0sia# By des =1si a=p). En términos de estos operadores, es facil comprobar
que el hamiltoniano puede escribirse de la siguiente forma:

= /d e //d3rd3 /ar, r|) (2.8)

en la que vemos aparecer de forma natural al operador densidad en la interaccién de un cuerpo
con el potencial externo y al operador correspondiente a la densidad de pares de particulas
en la energia de interaccion coulombiana. En esta Gltima ecuacion, A(r) = >, . fis(r)
y fo(r,r’) = > o0’ =1, T2,00" (r,r'). Los valores de espectacion de los distintos operadores
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evaluados en el estado fundamental ¥ de energia Ey, los denotaremos por O = <\IJ0 ‘O‘ ‘I'0> =
(0):

Una primera aproximaciéon a la solucién del problema de N electrones interactuantes,
consiste en despreciar completamente las correlaciones entre ellos, lo cual es equivalente a
decir que la densidad de probabilidad conjunta po(r,r’) de encontar simultdneamente un

electrén en r y otro en r’, puede calcularse haciendo el producto de probabilidades de una
particula:

p2(r,r') = p1 (r)p1 (r').

Usando las relaciones entre las densidades y las probabilidades mencionadas en el parrafo
anterior, podemos escribir esta dltima relaciéon como:

N -1

N n(r)n(r'). (2.9)

n2 (I‘, I‘,) =

Una cantidad maés facil de visualizar que la densidad de pares na(r,r’), es la densidad condi-

cionada p(r'c’|ro), que representa la densidad de electrones en el punto r' con proyecciéon

de espin ¢’ cuando hay un electrén en el punto r con proyecciéon de espin o. Por teoria de

probabilidad estandar, p(r'o’|ro) viene dada en términos de la densidad conjunta ng 5o (r,r’),

por [33]:

'n/Q’o—o—l (I‘, I")
ng(r)

Segun esta ultima definicién, vemos que para el caso descorrelacionado, que se obtiene reem-

p(r'o’lro) = (2.10)

plazando ng 5o por la Ec.(2.9), la densidad condicionada vale:

p('|r) = N]; L) = n@r') — % (2.11)

En el caso de un gas de electrones con N > 1, vemos aqui que la ausencia de correlaciones
implica que la presencia de un electrén en un punto dado del espacio no modifica la densidad
electrénica a su alrededor. Si tomamos la expresion para la densidad de pares de Ec.(2.9)
correspondiente al caso descorrelacionado y la reemplazamos en el tercer sumando del lado
derecho de Ec.(2.8) correspondiente a la energia de interaccion coulombiana, obtenemos, luego
de tomar el limite macroscopico N > 1 [(N —1)/N ~1]:

W =Eg = %//d%d%’M. (2.12)

r—r'|

Esta aproximacién, denominada aproximaciéon de Hartree para la interaccién coulombiana, es
la que se obtiene también aproximando a la funcién de onda del estado fundamental ¥,
por un producto de funciones de onda de particulas independientes: Wy(ry,ro,...,ry) =
¢1(r1)¢2(r2)..dn (rn).

Un mejor nivel de aproximacién se obtiene si se tienen en cuenta las correlaciones elec-
tronicas debidas al principio de exclusion de Pauli (o correlaciones cuanticas), segun el cual
dos electrones con el mismo espin no pueden estar en el mismo punto del espacio. Segin
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este principio, las probabilidades ng 44 (r,r’) y ng | (r,r') deberian verse reducidas respecto a
las mismas cantidades calculadas en el caso descorrelacionado de Ec.(2.9), mientras que las
probabilidades ng 4| (r,r') y ng,4+(r, ') no deberian verse afectadas por la inclusion de correla-
ciones cuanticas. La manera de hacer efectivo el principio de exclusién en la funcién de onda
es antisimetrizdndola. En la aproximacién mas simple esto se logra aproximando ¥y por un
determinante de Slater, definido por el producto antisimetrizado de N orbitales electrénicos

independientes:
N

1To) =[] e, 10),

io
donde é;ra crea un electron en el orbital ¢;,(r). Si calculamos en esta aproximacién el valor
de espectacion de la densidad de pares ng o (r,r’) definida en Ec.(2.7), obtenemos:

n2,00’ (I‘, rl) = Ng (r)na’ (I") + Ny oo’ (I‘, r/),
con ny g0 (r,r') dada por:

2
Nz,oo’ (I', I'I) = —050' nla(ra rl)|

En esta tltmima ecuacion, ny,(r,r') es la matriz densidad de un cuerpo definida por ni,(r,r') =
<1ﬁj} (r)the (r' )>, con Py (r) el operador de campo que crea un electrén en el punto r con espin

ol. En términos de la densidad condicionada tenemos
p(r'd’|ra) = ng (v') + pi(r'o’|ro), (2.13)

donde la contribucién negativa p,(r'c’|ro) a la densidad condicionada se denomina hueco de

intercambio y vale

_ door |nla(ra rl) |2
ng(r)

pz(r'o’|ro) = (2.14)
Confirmamos lo que dijimos anteriormente: interpretando Ec.(2.13) a la luz del resultado
obtenido para p, en Ec.(2.14) vemos que la densidad de electrones p(r'c’|ro) que rodean a un
electron fijo en una posicién r con espin o, se ve reducida respecto al caso descorrelacionado
en la cantidad |ni,(r,r’ )|2 /e (r) (definida positiva), mientras que la densidad de electrones
con espin opuesto que rodean a ese mismo electrén se mantiene descorrelacionada: p(r' 1 |r |
) =n4(r') y p(r' | |r 1) =ny(r'). Esta repulsién cuantica para espines paralelos se denomina
interacciéon de intercambio, y su efecto es el de reducir la energia coulombiana respecto al
caso descorrelacionado. En el caso més general deben incluirse también las correlaciones
provocadas por la repulsién coulombiana, que reducirfan la probabilidad de encontrar en el
mismo punto del espacio dos electrones con espin opuesto. Para este caso mas general vamos
a escribir:

p(r'o’|ra) = ngi (v') + pre(r'o’|ro), (2.15)

'Habiendo definido ni, (r,r’), se puede decir que la energia cinética es T = Tr{’fleg}.
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con:

pe(r'd’|ra) = py(v'o’|ra) + p.(r'o’|ra), (2.16)

2,00 (I‘, I‘,)
ng(r)

pc(r'c’|ra) definido en Ec.(2.17) representa el denominado hueco de correlacion y contiene

pelt'o’ o) = ~ pu(t'0'|r0) — no(r'). (2.17)

los efectos de la repulsion coulombiana en las correlaciones electréonicas. Si escribimos la
interacciéon coulombiana en términos de la densidad condicionada de Ec.(2.15) obtenemos:

W:EH+E;UC

donde Ey es el término de Hartree de Ec.(2.12) y Egesla energia de intercambio y correlacién

(XC) dada por:
Ezc — 62_2 Z / / d3rd3Tan(r)p$C(rIo-l|ro-) . (218)
o0’

v — 1’|

En esta ultima expresiéon vemos una manera sencilla de introducir el efecto de las correlaciones
en el cdlculo de la energia total: la contribucién de las correlaciones es igual a la suma de
la interaccion coulombiana entre cada electréon y la densidad de su hueco de intercambio y
correlacion.

2.3 Teoria de la funcional densidad

Siguiendo un interesante anélisis efectuado por Walter Kohn en la referencia [10], supongamos
que queremos obtener el estado fundamental ¥(rq,rs,...,ry) de un sistema de N electrones
interactuantes. Una manera aproximada de realizar esta tarea consiste en escribir ¥ como
una combinacion lineal de M funciones ¢;(ry,rs,...,rN):

M
‘11(1‘1, o, ... I‘N) = Z ci¢i(r1, ro, ..., I‘N),

i=1
y encontrar el conjunto de coeficientes {¢;} que optimicen la energia: FE(ci,c2,...,cn) =
<\If ‘ﬂ ‘ \I/>/ (U|¥). Al término de la minimizacién, en general ¥y no serd un autoestado que
satisfaga Ec.(2.1), pero dara una cota superior para la energia Ejy. Para estimar el nimero
M de coeficientes necesarios para una descripcion adecuada del problema, supongamos que
tomamos p coeficientes por grado de libertad (por ejemplo, si discretizamos el espacio real,
p podria ser el numero de puntos de discretizacion de cada coordenada). En el caso més
general, sin tener en cuenta ninguna simetria, el nimero de grados de libertad serd de 3N, y
tendremos entonces M ~ p3Y. Supongamos que tomamos p ~ 10 y que podemos llevar a cabo
una minimizacién con M ~ 10° . Eso nos da un N del orden de N ~ log(10%)/31og(10) = 3
electrones, un nimero muy pequefio. Este N podria aumentarse haciendo uso de las simetrias
del problema, pero el comportamiento exponencial M ~ p3Y presenta una barrera para
mejoras significativas. Para N = 100 y p = 10, tendriamos que ser capaces de minimizar una
funcién de M ~ 103% parametros, lo cual es imposible desde un punto de vista practico.
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Vemos entonces que el método de resolucién del problema de muchos cuerpos basado en
la funcién de onda de muchos cuerpos ¥(ry,ro,...,ry) se torna practicamente imposible para
N 2 10. A esta imposibilidad practica de resolver la ecuacion de Schrodinger para nimeros
de electrones mayores se le ha llamado “barrera exponencial” o “catastrofe de Van Vleck”
Refs.[10, 34].

En la seccién anterior vimos la importancia de cantidades que involucran una traza de la
funcién de onda, como la densidad electronica

n(r) = N/d37'2...d31"1\r|‘I’(r,1'2,...,rN)|2 (2.19)
o la densidad de pares de electrones
na(r,r’) = N(N — 1)/d3r3...d3rN|\Il(r,r',r3,...,rN)\Q.

Usando estas dos cantidades pudimos expresar los términos de interacciéon del hamiltoniano.
Uno de los primeros intentos de resolver el problema de muchos cuerpos sin recurrir a la funcién
de onda, consistié en aproximar la energia del sistema por una funcional de la densidad de la
siguiente manera:

ETF[TL] = TTF[TL] + / Vewt(r)n(r) + EH[TL], (2.20)

con Ey la aproximacion a la interaccién coulombiana dada por Ec.(2.12) y Trg[n] una aprox-
imacién a la energia cinética consistente en utilizar el valor de la energia cinética de un gas
de electrones homogéneo no interactuante: Thom(n) = (3/5)yn®/3, v = (372)%/3/2 :

Treln) = [ rTham(nle) = 2 [ o). (2.21)

La aproximacion a la energia en Ec.(2.20) se denomina aproximacién de Thomas-Fermi (TF)
y fue creada en el ano 1927 (Refs.[5, 6]), mucho antes del advenimiento de la Teoria de la
Funcional Densidad (Density Functional Theory, DFT). Para resolver el problema de mu-
chos cuerpos en esta aproximacién, notamos que para pequefios apartamientos alrededor de
la densidad ng(r) donde la energia de Ec.(2.20) toma el minimo valor, se cumple el prin-
cipio variacional: dErpr[n] = 0. Utilizando las expresiones explicitas para Ey y Trp, esta
minimizacioén se escribe como:

0Erp = /d3r ['yn(r)2/3 + Ves(r) — ,u] on(r) =0, (2.22)

con

Vo (r) = Vear(r) + / d! (2.23)

En Ec.(2.22) hemos introducido el multiplicador de Lagrange u que expresa el vinculo de la
conservaciéon del niimero de particulas N, [d3r dn(r) = 0. Como Ec.(2.22) se satisface para
un dn(r) arbitrario, la cantidad entre corchetes debe ser igual a cero, con lo cual se obtiene
la siguiente densidad de equilibrio:

n(r) = 7%/ = Vep @2, (2.24)
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donde la constante y depende del nimero de electrones N. Esta aproximacién es algo rudi-
mentaria, ya que no toma en cuenta ningtn tipo de correlaciénes electrénicas y que hace
una aproximacion a la energia cinética valida para densidades casi uniformes. Una de sus
principales limitaciones es que no se obtiene la serie de Rydberg en su aplicacién a atomos,
ni tampoco la ligadura quimica. Sin embargo describe cualitativamente en forma correcta
las energias totales y, mas importante aun, sugiri6 a Walter Kohn el siguiente planteo[10]:
La relacion implicita entre la densidad electronica n(r) y el potencial externo Vg (r) en
Ec.(2.24), puede invertirse (usando Ec.(2.23)) para dar el potencial externo como funcional
de la densidad:

Vear (1) = 1 — yn(x)*/3 - / a2 (2.25)

Ir—r'|’

a menos de una constante arbitraria p. La relacion de Ec.(2.25) sugiere la siguiente pre-
gunta: asi como el potencial externo y el ntimero de electrones N determinan completamente
el sistema (para una dada interaccion W entre los electrones), podra decirse lo mismo de la
densidad electronica? O equivalentemente: Existe una version exacta de Ec.(2.25) de manera
que la densidad del estado fundamental, al determinar exactamente al potencial externo, de-
termine a su vez todas las propiedades del sistema? La respuesta a esta pregunta es afirmativa
y constituye la base de la teoria de la funcional densidad. Su formulacién estda dada por el
teorema de Hohemberg-Kohn (HK), que enunciamos aqui sin demostracion:

Dada una interaccién W entre particulas, el potencial externo estd univocamente
determinado por la densidad electrénica, excepto por una constante aditiva sin impor-
tancia.

La demostracion del teorema es muy sencilla y se hace por el absurdo, demostrando la imposi-
bilidad de que puedan existir dos potenciales externos que difieran en més de una constante
aditiva y que den simultdneamente la misma densidad [9, 11|. Este teorema puso en bases
matematicas firmes aproximaciones previas como las de TF y abri6 el camino a nuevas aprox-
imaciones mucho mas precisas que veremos mas adelante. Un corolario inmediato del teorema
de HK es:

Como la densidad n(r) determina univocamente al potencial externo Vi (r), en-
tonces n(r) también determina la funcién de onda de muchos cuerpos para el estado
fundamental ¥y [n], donde W denota la interaccién entre particulas implicita en la
formulacién del teorema de HK.

Aqui vemos, de manera muy directa, que el conocimiento de la densidad electronica (al igual
que Vegzt(r)), que es funcion de sélo las tres coordenadas espaciales, contiene la misma infor-
macion que todas las funciones de onda de muchos cuerpos dependientes de 3N coordenadas
espaciales. En principio esto implica una simplificacién enorme del problema de muchos cuer-
pos, aunque en la practica se encuentran grandes dificultades a la hora de encontrar buenas
aproximaciones a la funcional energfa.
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Otro ingrediente bésico de la teoria de la funcional densidad es el principio de minimo de
HK [9], que es una versién en términos de la densidad electronica del principio de minimo de
Rayleigh-Ritz: F = miny (9 H 1 ). Pero antes de enunciarlo, vamos a dar la definicion de
cierto tipo de funcionales de la densidad:

El valor de espectacién de un observable O en el estado fundamental de un sistema, es
una funcional de la densidad, definida por

Owln] = (wwln |0 wwln])

donde n es la densidad de un sistema que tiene a ¥y [n] como estado fundamental.
Con esta definicién, podemos ahora presentar el principio variacional de HK:

Sea
Bu..fn] = [ rn(@)Va(e) + Fulnl, (2.26)

Fyln] = (Twln] ‘T n W‘ Ty [n]). (2.27)

Si n(r) # no(r), donde ny(r) es la densidad del estado fundamental del sistema con
potencial externo V,:(r), entonces

By, [no] < Ev,g,[n]. (2.28)

A la funcional de Ec.(2.27) se le ha llamado “funcional universal de HK”, debido a que una vez
fijada la interaccién interelectréonica W su célculo no requiere el conocimiento del potencial
externo Vegz¢. Por lo tanto puede ser calculada de una vez para siempre para todo sistema
electronico, sea este un atomo, una molécula o un sélido. Usando la definicién de Ec.(2.26)
y el principio variacional Ec.(2.28), podemos escribir la version exacta del resultado de TF
[Ec.(2.25)]:

6Fw[n]

) (2.29)

Vet(r) = p —

donde hemos usado la notacion dO[f]/éf(r) para denotar la “derivada funcional” de la fun-
cional O[f] respecto a la funcién f. Esta cantidad estd definida por[11]:

S0f) _ . dOIf +eb]

§f(r) es0 e (2:30)

con §, la funcién delta de Dirac centrada en r: 6, = §(y —r). 2

*Es importante notar que, a diferencia de la derivada usual en que las dimensiones de la derivada dA/dz
es igual a las dimensiones de A dividido las dimensiones de z, en el caso de la derivada funcional dO[f]/d f(r)
las dimensiones son las del numerador O dividido por las dimensiones de f y las dimensiones de volumen, ya
que como puede verse de la definicion Ec.(2.30), ¢ debe tener las unidades de f dividido por las unidades de
la delta de Dirac, que son la inversa del volumen.
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2.4 Esquema de Kohn-Sham

La teorfa de la funcional densidad (DFT), compuesta por el teorema de HK y el principio

minimal de HK [Ec.(2.28)], sittia en un contexto matematico s6lido a las aproximaciones como

las de TF, poniendo a la densidad electronica en un pie de igualdad con la funciéon de onda de

muchos cuerpos. Sin embargo, no da ninguna receta para encontrar la funcional Fy[n], que

por medio de Ec.(2.29) nos daria la relacién exacta entre la densidad y el potencial externo.
La aproximacion de TF a Fy[n] es:

Si bien se intent6 mejorar esta aproximacion introduciendo términos de correlaciones electroni-
cas y aproximaciones que incluian gradientes de la densidad en el término correspondiente a
la energia cinética, la aproximacion siguié siendo de poca utilidad. Una aproximaciéon que
daba mejores resultados era la aproximacion de Hartree (1928), describiendo el estado fun-
damental de los 4&tomos mucho mejor que en la aproximaciéon de TF. La diferencia principal
entre estas aproximaciones era el tratamiento que se daba a contribuciéon de energia cinética.
Béasicamente, en la aproximacién de Hartree se aproxima a la energia cinética por la energia
cinética exacta correspondiente a un sistema no interactuante inmerso en un potencial efectivo
Vep(r) = Veg(r) + [d3r'n(r)/|r — r'|. La siguiente idea que puso en un nivel superior a la
DFT, abriendo las posibilidades de aplicacién de la misma a una gran cantidad de problemas,
fue la de trasladar el tratamiento de la energia cinética hecho en la aproximacion de Hartree
a la funcional Fyy[n]. Este trabajo fue hecho por Kohn y Sham (KS) en 1965 [9], y damos
aqui brevemente su derivacion.

2.4.1 Ecuaciones de Kohn y Sham

Supongamos que queremos encontrar la densidad y energia del estado fundamental de un
sistema de electrones interactuantes inmersos en un potencial externo Ve, (r). La estrategia
de KS consiste en encontrar un sistema no interactuante (NI) efectivo (el sistema no interacuante
de KS) cuya densidad del estado fundamental sea la misma que la del sistema interactuante.
Luego, escribir la energia cinética del sistema interactuante como la suma de la energia cinética
exacta del sistema no interactuante mas un término de correlacion. Para el sistema NI de KS,
W =0, y por lo tanto la funcional universal de HK sera:

T,[n] = Fw—o[n] = <\I/W:0[n] T‘ \I/W:()[n]> , (2.32)

donde hemos definido la funcional T[n] como la energia cinética de un sistema no interactuante
de densidad n(r). Para este sistema no interactuante se satisface el teorema de HK, por lo
tanto, por Ec.(2.29) con W = 0 tendremos:

Vies(r) = pis — ﬁ([@] (2.33)

Esta ecuacion determina el potencial de KS Vi s(r), que es el potencial externo del sistema NI
de KS cuya densidad de estado fundamental es igual a la densidad del sistema interactuante.
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El siguente paso es reescribir la funcional universal de HK para el sistema interactuante de la
siguiente manera:
Fy[n] = Ty[n] + Eg[n] + Egc[n], (2.34)

con Eg[n] dada por Ec.(2.12) y donde Eyc[n] = Egz[n] + E¢[n], con la contribucién de inter-
cambio F;[n] definida precisamente por:

Eun] = <\I!W:0[n] ‘W‘ \I!W:()[n]> — Eulnl, (2.35)

donde <\IIW:0[n] ‘W‘ \Ilwzo[n]> denota el valor de espectacion del operador Ec.(2.5) en el

estado fundamental del sistema NI de KS Uy _g[n| (que es un determinante de Slater), y la
contribucion de correlacion E.[n] (conteniendo lo que le falta a la suma de Ty, E, y Eg para
ser la funcional interactuante exacta) definida precisamente por Ecs.(2.32,2.34,2.35) como:

Eeln) = (Owln] [T+ W | wln]) = (Bwooln] [T+ W| Owooln]) . (236)

Por definiciéon, ¥y [n] en una funcién de onda con densidad electrénica asociada n que mini-

miza <T + W>, por lo tanto, de esta definiciéon se concluye que: [35]
E[n] < 0. (2.37)

Ahora aplicamos el teorema de HK al sistema interactuante, reemplazando Ec.(2.34) en
Ec.(2.29), y nos queda:

(2.38)

Comparando los miembros de la derecha de las ecuaciones (2.33) y (2.38), vemos que son
idénticos (salvo una constante aditiva), ya que 0Ts[n|/dén(r) estd evaluada para la misma
densidad en ambas ecuaciones. Siigualamos los miembros de la izquierda de ambas ecuaciones,
obtenemos (a menos de una constante aditiva sin importancia) una ecuacién para el potencial
de KS correspondiente al sistema NI de KS que reproduce la misma densidad del sistema

interactuante:

Viks(r) = Vegt(r) + Vi (r) + Vi(r) + Vo(r), (2.39)

donde hemos definido los potenciales de Hartree y de intercambio y correlacién, respectiva-
mente, como:

Vi(r) = 5551[’;]: / d%’% (2.40)
Vo(r) = 5£(£’;] (2.41)
V) = SEelnl 2.42)
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La densidad exacta del problema interactuante, en el esquema NI de KS, es representada en
términos de orbitales de una particula de KS:

Ea<i

n(r) = (Tw—o[n] |a| Tw—o[n]) = D |¢a(r)[?, (2.43)

donde ¥y —g[n] es el estado fundamental del sistema NI de KS, que es un determinante de

Slater definido por
Ea<p

[Uw=ofn]) = [T &10), (2.44)

con ¢q(r) = (r| éh |0) v £q, respectivamente, los orbitales de una particula y autoenergias del
hamiltoniano NI de KS:

|57+ Vicsto)] 4al0) = 200 (245

Si se tiene una aproximacion explicita en términos de la densidad para FEy.[n], la resolucion
del problema interactuante en el esquema de KS consta de los siguientes pasos:

1. Partir de una aproximacién para Vikg(r) razonable. FEsta podria ser, por ejemplo,
Vis(r) = Vegi(r) + Vi (r), con Vi(r) dado en Ec.(2.40).

2. Resolver la ecuacion de KS Ec.(2.45) y encontrar la densidad correspondiente n(r) por
medio de la Ec.(2.43).

3. Recalcular el potencial de KS utilizando Ec.(2.39), con Vg.(r) dado por Ecs.(2.41) y
(2.42).

4. Volver al punto 2 e iterar hasta que se alcance la autoconsistencia.

Este esquema de célculo, denominado esquema de KS, ha probado ser de gran utilidad en un
amplio espectro de problemas.

2.4.2 Funcionales de intercambio y correlacién en el esquema de Kohn y
Sham

En lo que resta de esta secciéon vamos a estudiar con mas detalle las definiciones de las energias
de intercambio y correlacion en el esquema de KS dadas en Ecs.(2.35 y 2.36).

Primero que nada debemos notar que en el esquema de KS, la energia E,.[n] no es igual
a la energfa By de Ec.(2.18). En el esquema de KS, la energia total se escribe como:

E =Tgn]+ /d?’ﬂ/;mt(r)n(r) + Eg[n] + Egn], (2.46)
mientras que en la seccién 2.2, habfamos escrito a la energia total como

E = T[n] + /d3r‘/éwt(r)n(r) + Egy [n] + Ewc[n]a (2'47)
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de modo que la diferencia entre las dos definiciones de la energia de XC tiene que ver con el
distinto tratamiento de la contribucién a la energia cinética que se hace en ambos formalismos.
Restando Ecs.(2.46 y 2.47) obtenemos:

E,. — E;. = T[n] — Ts[n].

Esto altimo se ve mas claro si reescribimos Ec.(2.36) como E, = (T — Ts) + (W — Epgy), con
Ey, = Eg+E,, de donde vemos que en el esquema de KS de la DFT el término de correlaciéon
incluye, ademés de un término de energia potencial, un término de energia cinética (T' — T5),
que no estaba presente en la definicién implicita de E, en Ec.(2.47).

Otro punto importante, es determinar si en el esquema de KS atn podemos interpretar
a la energia de xc como una interaccién coulombiana entre los electrones y su hueco de
XC, como en Ec.(2.18). Este punto no es trivial ya que en el esquema de KS, ademas de
las correlaciones cuénticas (intercambio) y coulombianas, tenemos ademés una correlacion
introducida por el término (T' — Ts) en E.. Por un lado, de la definicién de Ec.(2.35) para
la energia de intercambio, obtenemos la misma expresion que en Ec.(2.14) para el hueco de
intercambio, s6lo que en el formalismo de KS la matriz densidad se evaliia en términos de los
orbitales de KS:

_ 1 3y 3r/na(r)pw(r10|ra)
By =5 ;/d d T (2.48)
— €ig)bi(r) i(r)[?
pw(r'a'\ra) _ —50.0./ |Ez 9(“ ;Z:—'()zs)l( )¢Z( )| . (249)

En Ec.(2.49) vemos que p, es una cantidad definida negativa, por lo que tenemos [35]:
E,[n] < 0. (2.50)

Por otro lado, para obtener una expresiéon para el hueco de correlacién, comenzamos reescri-
biendo la definicién de E, en Ec.(2.36) de la siguiente manera:

Eeln] = (Wl [T+ W | Oawln))| = (Wil [T+ W | D [n])|

A=1 A=0
— Epg,. (2.51)
Aqui, ¥y [n] es el estado fundamental correpondiente al hamiltoniano:
Hy=T+VN W (2.52)

donde V) es un potencial externo que se ajusta de modo que para 0 < A < 1 la densidad
fundamental n) del sistema se mantenga siempre igual a la densidad n(r) del sistema comple-
tamente interactuante con A = 1. Segin esta definicién vemos por ejemplo que V(0 = Vis(r)
y que V) = Vert(r). Podemos reesccribir Ec.(2.51) como:

E[n] = /01 % <‘I’,\W[n] ‘T + )\W‘ ‘I’,\W[n]> d\ — Egg,
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y, por el teorema de Hellman-Feynman d<¢>\ ‘I:IA‘ ¢>\> Jd\ = <’(/J)\ ‘dl':f)\/d/\‘ 1/1)\>:

Eun] = /0 1 (aaw ][] asw ) ) dA ~ B (2.53)

De esta manera logramos una definicién de la energia de correlaciéon equivalente a (2.51),
pero escrita inicamente en términos de la interaccién W, donde la contribucién de la energia
cinética quedé ahora remplazada por una integral en la constante de acople A, que conecta
adiabaticamente al sistema de KS con el sistema interactuante. A partir de la definicién
Ec.(2.53) podemos ahora escribir a la energia de correlaciéon en términos del hueco de cor-
relacién integrado en la constante de acople A:

L[y ne)pelee)
E,_2/d T (2.54)

1
pele'it) = [ ol
0

(Vaw[n] [A2(r, r')| Taw[n])
n(r)

Pe(r'lr) = = pa(r'Ir) —n(r').

De esta ultima ecuacion vemos que p%.(r'|r) = 0 (notar que, sin embargo, para el sistema
con \ = 0 las correlaciones de intercambio atin existen) y que p'c(r'|r) = p.(r'|r) definida en
Ec.(2.17).

2.5 El gas de electrones homogéneo

En las aplicaciones de la DFT, el punto de partida para la mayoria de las aproximaciones a
E.. y la herramienta interpretativa bésica para comprender el comportamiento de sistemas
més complejos, es el gas de electrones homogéneo (GEH) en la aproximacién del jellium. En
esta aproximacion, la carga positiva de los niicleos que neutralizan el sistema se aproxima por
una distribucién uniforme de carga positiva. Si bien esta aproximacién es bastante dréstica,
ha dado buenos resultados, debido a que los electrones mas préximos al nucleo apantallan
en gran medida el potencial inhomogéneo de los nucleos atémicos. Vamos a estudiar en esta
seccion las principales caracteristicas del GEH en tres dimensiones (3D) y dos dimensiones
(2D) y la aproximacion a la funcional Ey.[n] derivada de los resultados para el gas homogéneo:
la aproximacion de densidad local (LDA).

Un ejemplo de gas de electrones 3D es el sodio metalico[35]. La realizacion del gas 2D se
logra confinando a los electrones en una direccién espacial, mientras que son libres de moverse
en las dos direcciones restantes. Ejemplos de sistemas electrénicos bidimensionales son los
electrones confinados sobre la superficie de helio liquido[36], para los cuales la longitud de
confinamiento perpendicular a la superficie es mucho menor a la distancia media entre los
electrones. Otro ejemplo tipico de este tipo de sistemas es el gas electrénico bidimensional
formado en heterojunturas metal-aislante-semiconductor y metal-6xido-semiconductor [13].
En este tipo de sistemas la densidad bidimensional de electrones puede ser variada aplicando
un campo eléctrico perpendicular a la superficie.
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2.5.1 Correlaciones y dimensionalidad

El gas de electrones homogéneo en la aproximacion del jellium es el sistema de muchos elec-
trones més simple que podemos imaginar. No obstante su sencillez, su diagrama de fases es
aun estudiado debido a su enorme riqueza. La competencia entre los términos de energia
cinética y las contribuciones de intercambio y correlacién en el balance energético total hacen
que el sistema electrénico presente distintas fases a medida que se cambia la densidad del gas
homogéneo. La primera prediccion de una fase distinta a la del fluido de Fermi fue hecha
por Wigner [37], que propuso una fase cristalina para el sistema electrénico a muy bajas
densidades y temperaturas, determinada principalmente por la minimizacién de la energia
potencial coulombiana[38]. A densidades grandes la energia del GEH es mayormente cinética,
de manera que en este limite el estado fundamental corresponde al de un gas de Fermi no
interactuante ideal paramagnético (PM) [39]. A densidades intermedias se predice (original-
mente por Bloch[40]) una fase fluida completamente polarizada en espin, o ferromagnética
(FM), con menor energia que el fluido paramagnético. También se han propuesto fases de
ondas de densidad de espin[41].

La energia del fluido de Fermi a termperatura T=0 en su estado fundamental esta deter-
minada completamente por su densidad n = n4 +ny y su polarizacion (:

3

n3p = ma (2.55)
1
= — 2.
n2p 7T’I"g’ ( 56)
¢ = mo-n (2.57)
n

En estas ecuaciones utilizamos el parametro rg, denominado parametro de Wigner-Seitz, y
definido por r; = 19/ag, con ag el radio de Bohr [32] y r¢ el radio de una esfera (circulo)
conteniendo en promedio un electrén en el GEH 3D (2D). Si representamos las longitudes en
unidades (adimensionales) de r5, podemos escribir la energia total del sistema [suma de los
términos de Ecs.(2.3) y (2.5)] como:

, (2.58)

iQ ZVZ‘H"sZ'
S Z

i<j - rJ|

en la cual vemos que el parametro r; es proporcional al cociente entre la energia potencial
coulombiana (Epy) y la energia cinética (Egip): s ~ Epot/FEcin. Con la energia escrita
como en Ec.(2.58) es facil ver que para un gas de densidad grande (r; < 1) la interaccién
coulombiana entre los electrones puede despreciarse frente a la contribucién de energia cinética,
y el estado fundamental sera el fluido paramagnético de Fermi. En cambio, para densidades
pequenas, la distancia entre los electrones es grande (r; > 1) y la contribuciéon més importante
a la energia total sera el término repulsivo coulombiano, obteniendo como estado fundamental
un cristal con los electrones formando una red ctubica de cuerpo centrado: el cristal de Wigner
(CW).
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Para calcular las distintas contribuciones a la energia total en el caso del fluido de Fermi
con polarizacién ¢, notamos que debido a la simetria del GEH, el potencial de KS Ec.(2.39)
debe ser una constante, que podemos elegir que tome el valor cero Vkg(r) = 0. Los orbitales
de KS ¢(r), que son solucion de la ecuacion de KS Ec.(2.45), seran entonces ondas planas con
momento k y energias k?/2:

(r) = % exp(ik - ). (2.59)

El estado fundamental de KS |¥y—g[n]) serd un determinante de Slater formado por el pro-
ducto antisimetrizado de estos orbitales con k < kp, tal que k%/2 = p. En el caso 3D (2D)
V es el volumen (4rea) del sistema.

En el caso 3D, las energias cinética (t; = Ts/N) y de intercambio (e, = E/N) por
particula se calculan evaluando Ecs.(2.32) y (2.35) respectivamente, con los orbitales de KS
dados por Ec.(2.59). El resultado que se obtiene es[35]:

As [(1+¢)7% + (1= (7]
3 2 ’
Ao [(1+ Q" + (1= 7]

ex(rs,¢) = e 5 : (2.61)

ts(""Sa C)

(2.60)

con Ay = 3(97/4)%/3/10 y Ay = 3(97/4)'/3 /4x. La energia de correlacién por particula
se conoce exactamente soélo para los limites de alta densidad (rs — 0) [42] y baja densidad
(r¢ — 00). Para densidades intermedias se ha recurrido a la construccion de parametrizaciones
en las que se hace un ajuste a célculos muy precisos de la energia de correlacion [43, 44] con
el método de Monte Carlo cuantico[2]. Entre las parametrizaciones mas utilizadas estan las
de Perdew y Wang (polarizacion arbitraria) [45] y la mas precisa de Gori-Giorgi et al.[46, 47]
(paramagnético).

Para el caso bidimensional, evaluamos nuevamente las Ecs.(2.32) y (2.35), solo que esta
vez el vector k en Ec.(2.59) es bidimensional. Los resultados obtenidos para la energia cinética
y de intercambio por particula son, respectivamente [48]:

114¢2
Wrel) = EC, (2.62)
21— A
erlring) = 2O HUZ O (263

con A, = 4v/2/3n. Al igual que en el caso 3D, se tienen resultados analiticos para la energfa
de correlacion en los limites de alta[49] y baja[50] densidad, y para densidades intermedias, al
igual que en el caso 3D, se recurre a parametrizaciones obtenidas mediante el ajuste a calculos
de la energia de correlacion [48, 51] con el método de Monte Carlo cuantico|2].

3/2

En la Fig.(2.1) graficamos la energia por particula multiplicada por ry’'“, para los gases
de electrones 2D (panel de la izquierda) y 3D (panel de la derecha) en la fase PM. En las
figuras eyt = ts + eye €s la energia total por particula de los electrones. Para el calculo de

las energias cinética y de intercambio hemos utilizado las expresiones (2.60-2.63) con ¢ = 0.
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Fig. 2.1: Energias por particula multiplicadas por rj
(izquierda) y para el GEH 3D (derecha) en la fase PM. t,: energia cinética, e;. = e; + eg:
energia de intercambio [Ec.(2.61) para el caso 3D y Ec.(2.63) para el caso 2D| y correlacion
(Refs.[45, 48] para los casos 3D y 2D respectivamente). e4or = ts + €ge.

, en funcién de r; para el GEH 2D

La energia de correlacion la evaluamos con expresiones analiticas tomadas de Refs.[45] y [48]

para los casos 3D y 2D respectivamente. En ambos casos hemos graficado las energias en el

rango 0.1 < ry < 10. Podemos resaltar la siguentes caracteristicas:

1. en el rango de densidades considerado, vemos que el gas de electrones (2D y 3D) sufre

un cambio de régimen alrededor de r; ~ 1. A medida que se disminuye la densidad,
esta transicién estd caracterizada por el predominio de la energia cinética para ry < 1
(densidades altas) y un predominio de la energia de intercambio y correlacién para
rs > 1 (densidades bajas).

Para el caso 3D (panel de la derecha), la energia de XC es menor, en valor absoluto,
que para el caso 2D (panel de la izquierda), para una misma distancia promedio entre
los electrones rs. Esto muestra de manera notable la intensificacién de las correlaciones
al reducir la dimensionalidad del gas. Este es un comportamiento muy general cuya
causa es la mayor probabilidad de colisionar de los electrones al disminuir los grados de
libertad del sistema.

Notamos por tltimo que el cambio de régimen descripto en (1), se produce para densi-
dades més bajas en el caso 3D que en el caso 2D. Esto podemos verificarlo en la figura
si observamos que la curva correspondiente a la enerfa total cruza al eje £ en ry ~ 2
para el caso 3D y en s ~ 0.75 en el caso 2D. Por lo tanto en un gas 2D el acceso a
las fases polarizadas y cristalinas (que son un efecto del predominio de las correlaciones
sobre la energia cinética) se produce para densidades mas altas (menor ry) que para el
gas 3D. Debido a esto la busqueda experimental del cristal de Wigner [52] y de la fase
FM [53, 54, 55| se efectta en sistemas de dimensionalidad reducida como los gases cuasi
bidimensionales.
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\ \ PM FM CwW

2D | rs <26 | 26 <7s <35 | 35 <7
3D | rg <73 | T3<rs <98 | 98 < 1

Tab. 2.1: Datos tomados de Ref.[48] para el GEH 2D y de Ref.[45] para el GEH 3D.

En la tabla (2.1) mostramos los rangos de densidades de estabilidad de cada una de las fases
PM, FM y CW del GEH 2D (Ref.[48]) v 3D (Ref.[45]). Vemos que las densidades para las
cuales ocurren las transiciones PM—FM y FM —CW, son mucho més bajas para el caso 3D
que para el caso 2D, confirmando lo que dijimos en el punto (3) al referirnos a la Fig.(2.1).

En particular tenemos rgpM_FM’QD) =26 K r§PM‘FM’3D) =73y rgFM_CW’QD) =3 K
rgFM_CW’?’D) = 98. Notemos que para la densidad a la cual se predice la fase cristalina CW

para el gas 2D, el gas 3D esta aun en su fase fluida PM. Esta predominancia de los efectos
de correlacion en el gas 2D sobre el gas 3D, asi como también la realizacién experimental del
gas 2D, ha despertado recientemente un gran interés en la construcciéon de descripciones maés
precisas del gas de electrones cuasibidimensional [56, 57, 58, 29].

2.5.2 Aproximaciénes a F,.[n] derivadas de los resultados para el GEH

La aproximacién de densidad local (LDA) a la funcional de energia de XC fue propuesta por
primera vez por Kohn y Sham Ref.[9]. La misma se basa en utilizar los resultados para la
energia de XC del GEH como valores de referencia para el calculo en el caso més general de
un gas de elctrones interactuante inhomogéneo, mediante la siguiente prescripcion|[11, 59]:

Byofn] = / &Br n(r)eho™ (n(r)), (2.64)

donde €9 (n) = e,(n)+e.(n) corresponde a la energia de XC por particula de un gas homogé-

neo de densidad n, con e, dado por Ec.(2.61) [Ec.(2.63)] con ry = (47n/3) /3 [ry = (7n)1/?]
para el caso 3D (2D) y e, dado en Ref.[45] (Ref.[48]) para el caso 3D (2D). Esta aproximacion
funciona sorprendentemente bien para una gran variedad de sistemas inhomogéneos. Las ra-
zones de este éxito de la LDA estan relacionadas con el hecho de que solamente el promedio
esférico del hueco de XC tiene influencia sobre el valor de la energia de XC, y ademas porque
el hueco de XC en la LDA satisface la regla de suma exacta [ p2o™(r/,r)d®r' = —1.[59].

No obstante, la funcionales tipo LDA presentan una serie de deficiencias, como por ejemplo
limites asintéticos incorrectos de los potenciales correspondientes, incorrecta cancelacién de
términos de autointeraccién, dificultad de obtener mejoras sistemaéticas a la funcionales corre-
spondientes, etc. Por consiguiente, se han efectuado varios intentos de aliviar las deficiencias
de la LDA mediante mejoras tales como la aproximacion del gradiente generalizado[60] (GGA),
que incluye informacién semilocal mediante la incorporacién del gradiente de la densidad en
cada punto del espacio, ademas de la densidad, en la cual la energia de XC se escribe como[35]:

Buln) = [ & f(n(x), 9n(e)) (2.65)
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donde f(n(r),Vn(r)) es una funcién (no funcional) de la densidad y de su gradiente, que se
construye para satisfacer propiedades exactas del hueco de XC, tales como reglas de suma y
comportamiento asintético. En la construcciéon de una GGA, generalmente no se puede satis-
facer todas las propiedades formales, por lo cual existen distintas GGA. Para una comparacién
entre los distinos tipos ver referencia [61]

Otra aproximacion que tiene su origen en el gas de electrones homogéneo, es la aproximacién
de la densidad pesada (WDA)[62] que se basa en una aproximacion adecuada del hueco de XC.
El hueco de XC de Ec.(2.16) se puede factorizar exactamente como:

pac(r'r) = n(r')[gec(r, ') — 1], (2.66)

donde se define implicitamente la funciéon de correlacion de pares gg.(r,r’). La aproximacion

de la densidad pesda, consiste en reemplazar la funcién de correlacion exacta gz.(r,r’) en

hom

Ec.(2.66) por la funcién de correlaciéon de pares g™ (n(r),|r — r’|) de un gas homogéneo

de densidad 7n(r), donde la densidad “pesada” n(r) se elige para satisfacer la regla de suma
[ pze(r’,r)d3r" = —1.

Recientemente se han encontrado importantes falencias de estas funcionales locales o
semilocales a la hora de describir sistemas electréonicos altamente inhomogéneos. Un estudio
detallado de los problemas que presentan estas aproximaciones en la transicién dimensional
3D—2D, que resulta de confinar progresivamente al gas de electrones en una direcciéon espacial,
puede encontrarse en Ref.[12]. Otra desventaja de este tipo de funcionales es la imposibili-
dad de describir correctamente las interacciones de van der Waals[63], como asi también las
funciones respuesta del gas electronico[64]. Se han estudiado también deficiencias de estas
aproximaciones en la descripcion de sistemas con nimero de electrones fraccionario[65].

En el préoximo capitulo veremos una manera de mejorar las funcionales de energia de
una manera sistemética mediante el desarrollo de funcionales implicitas de la densidad. Este
camino es muy prometedor y esta siendo intensivamente explorado actualmente. El requerim-
iento principal es el desarrollo de funcionales de XC que dependan de los orbitales y autoen-
ergias de KS, que puedan ser evaluados numéricamente, y el desarrollo de métodos eficientes
de calculo para el potencial de KS derivado de funcionales orbitales.



CAPITULO 3

TEORIA DE PERTURBACIONES DE KS Y
EL METODO DEL POTENCIAL EFECTIVO
OPTIMIZADO

3.1 Introducciéon

En el capitulo anterior vimos que la DFT representa una simplificacién teérica importante
en la resolucién del gas de electrones interactuantes, especialmente para sistemas de muchos
electrones, ya que reemplaza el uso de la funciéon de onda de muchos cuerpos dependiente
de 3N coordenadas por una formulacién exacta en términos de la densidada electrénica, que
depende s6lo de tres coordenadas espaciales. Por otro lado presentamos el esquema de célculo
de KS, que abrié el abanico de aplicaciones de la DFT, junto con las aproximaciones locales y
semilocales (LDA, GGA, WDA) a la energia de intercambio y correlacion, basadas en calculos
precisos para el gas de electrones homogéneo. Mencionamos por otra parte las falencias que
estas funcionales de XC basadas en el GEH presentan al momento de obtener valores precisos
de las propiedades de sistemas interactuantes altamente inhomogéneos.

Con el objetivo de mejorar el calculo de la contribucién de XC, ha surgido en los tltimos
aflos una nueva generaciéon de funcionales implicitas de la densidad.[14] El desarrollo se ha
basado en la creacién de funcionales que dependen explicitamente de los orbitales y autoen-
ergias del sistema ficticio de KS, pero implicitamente de la densidad electrénica, a través de
la dependencia de estos ultimos con respecto a la densidad.

En la seccién 3.2 definiremos una familia de funcionales implicitas de la densidad y ex-
pondremos las dificultades teéricas que se presentan en esta formulacién. En la seccién 3.3
haremos una presentaciéon teédrica del esquema perturbativo dentro del formalismo DFT-KS
[26, 25] a partir del cual obtendremos una funcional implicita de correlacion. Finalmente
en la seccién 3.4, presentaremos un método para el calculo del potencial correspondiente a
funcionales implicitas.

25



26 Secciéon 3.2. Funcionales implicitas de la densidad

3.2 Funcionales implicitas de la densidad

Las expresiones (2.64), (2.65) y (2.66) para la aproximacion LDA, GGA y WDA, respectiva-
mente, para la funcional de intercambio y correlacion, tienen en comtin que pueden expresarse
de forma explicita en términos de la densidad electrénica. Por ejemplo, insertando el resul-
tado para la energia de intercambio por electron para el caso 3D homogéneo de Ec.(2.61) en
la prescripcion para efectuar la aproximacion LDA de Ec.(2.64) obtenemos:

BLDAR] — —% (§>1/3 / Brn(r)/3, (3.1)

T

donde hemos considerado el caso paramagnético ¢ = 0y la Ec.(2.55) que relaciona la densidad
con el pardmetro r5. Si queremos evaluar el potencial de intercambio en esta aproximacion,
tomamos la derivada funcional de Ec.(3.1) respecto a la densidad y obtenemos inmediata-
mente:

VEPA(r) = (3”7”) " (32)

Si, por el contrario, queremos tratar a la contribucién de intercambio de forma exacta, debemos
evaluar la expresion correspondiente en Ec.(2.35):

Eun] = <cpw:0[n] ‘W‘ <I)W:0[n]> — Eyn). (3.3)

El primer término del lado derecho de esta ecuacién es el valor de espectaciéon de la inter-
accion coulombiana W en el estado fundamental del sistema NI de KS. Este altimo es un
determinante de Slater de N orbitales de KS ¢;,(r) que son solucién de la ecuacion de KS
(2.45). El resultado que se obtiene es (ver por ejemplo Ref.[14]):

N, * * AP . /

Em[n] — _% Z Z /d37“ a3y za(r) ]U|(: )_¢Ij.;f|(r)¢w(r ) (3-4)
o 4,j=0
Ahora quisiéramos expresar Ec.(3.4) explicitamente en términos de la densidad, de manera
andloga a como se hizo en Ec.(3.1) para la LDA. Lamentablemente, vemos que esto no es
posible, ya que no podemos invertir la Ec.(2.43) que vincula a los orbitales de KS con la
densidad. Sin embargo, la DFT nos dice que E;[n], definida por Ec.(3.3), es una funcional
de la densidad. La manera de conciliar estos dos hechos es observando que E, en Ec.(3.4) es
una funcional implicita de n(r) a través de la dependencia funcional de los orbitales de KS en
Ec.(3.4), con respecto a la densidad.

Para darnos cuenta de que los orbitales de KS son funcionales de la densidad, observamos
que estos dependen funcionalmente del potencial de KS a través de la ecuacion de KS (2.45),
y el potencial de KS es a su vez una funcional de la densidad [Ecs.(2.38) y (2.39)]: Vkg(r) =
u — 6Ts[n]/én(r). Por lo tanto, los orbitales de KS (y las autoenergias de KS) son funcionales
de la densidad electronica. De manera que efectivamente vemos que la energia de intercambio
en Ec.(3.4) es una funcional implicita de la densidad a través de los orbitales de KS.
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Una manera de expresar este tipo de dependencia explicita en términos de los orbitales y
autoenergias de KS e implicita en términos de la densidad para una funcional F', es mediante

la notacion:
Fln] = F[{¢is[n]}, {€ic[n]}]. (3.5)

Para completar el esquema de KS, el siguiente paso seria construir el potencial de KS que
insertado en Ec.(2.45) nos permita obtener los orbitales y autoenergias de KS. Para ello
debemos hacer la derivada funcional de la funcional implicita (3.4) respecto a la densidad.
Este célculo es mas complejo que el que nos permiti6 calcular el V,FP4(r) de Ec.(3.2) a partir
de la funcional explicita de Ec.(3.1).

El daltimo paso hacia una descripcion exacta del gas de electrones interactuantes en el
esquema de KS de la DFT seria obtener una expresion anéloga a Ec.(3.4) (explicita en términos
de los orbitales de KS e implicita respecto a la densidad) para la contribuciéon de correlacion
de Ec.(2.36):

Ecfn] = (@wln] [T+ W| @w(n]) — (@w=oln] |7+ W| @1—ofn]) - (3.6)

Sin embargo nos encontramos con el problema de que E, en Ec.(3.6) est4 definida en términos
del estado de muchos cuerpos interactuante |®y/[n]), €l cual no conocemos. En definitiva
tenemos que superar dos dificultades importantes:

1. Obtener una expresion para la contribucion de correlacion de Ec.(3.6) en términos de
los orbitales y autoenergias de KS, sin recurrir a la funcién de ondas de muchos cuerpos
interactuante |®yw[n]). Esto lo veremos en la seccion 3.3.

2. Encontrar un método de calculo para obtener el potencial correspondiente a funcionales
implicitas de la densidad del tipo dado en Ec.(3.5). Esto lo desarrollaremos en la seccion
3.4.

Habiendo superado las dificultades presentadas en los dos puntos anteriores, tendremos un
esquema, de célculo exacto en DFT que nos permitira ir més alla de las aproximaciones locales
o semilocales presentadas en el capitulo anterior. De esta manera, podremos evitar el uso del
GEH como sistema de referencia, abriéndose la posibilidad de efectuar aproximaciones més
precisas.

3.3 Teoria de perturbaciones de KS y la funcional implicita de
correlacién

En la seccién 3.2 anterior vimos que para mejorar el nivel de exactitud en las aplicaciones de
la DFT debemos abandonar el uso de funcionales explicitas de la densidad para desarrollar
un formalismo basado en funcionales implicitas de la densidad. Para la contribuciéon de
intercambio, la representacién funcional implicita se halla directamente, ya que su misma
definicion [Ec.(3.3)] esta dada en términos del estado no interactuante de KS. Por otro lado,
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la contribucién de correlacion esta definida en términos del estado interactuante de muchos
cuerpos del sistema real, por lo cual no se obtiene de manera directa una representacién en
términos de orbitales de KS, que es lo que buscamos. El modo mas directo de encontrar
aproximaciones sistematicas a la funcional de correlacién exacta, en términos de funcionales
implicitas, es mediante la aplicacién de la teoria de perturbaciones, tomando como sistema no
perturbado el sistema NI de KS. De esta manera, obtendremos una serie perturbativa para
la funcional de correlacién en terminos de funcionales implicitas. La formulacién original
en la que se obtuvo esta representacién exacta de la correlacién en terminos de funcionales
implicitas fue dada por Gorling y Levy (GL) en Refs.[26, 25]. Ellos construyeron una serie
perturbativa en términos de la constante de acople A que controla la fuerza de la interaccién
entre los electrones [ver Ec.(2.52)]. De manera equivalente pero enmarcado en el formalismo
de teoria de perturbaciones de muchos cuerpos, Engel et al.[14] obtuvieron el mismo resultado.

En primer lugar comenzaremos dando un esquema breve del célculo perturbativo de GL,
luego obtendremos una expresién explicita en términos de los orbitales de KS para el segundo
orden en la expansiéon correspondiente a la funcional de correlacién, finalmente daremos un
breve resumen de las aplicaciones mas recientes de esta funcional.

3.3.1 Serie perturbativa de KS en términos de la constante de acople \

La construccién de la serie perturbativa de GL parte de considerar el hamiltoniano con con-
stante de acople 0 < A < 1:

Hy =T+ Vy+ W, (3.7)

con el término de energfa cinética T’ y la energfa de interaccién coulombiana W dadas por
Ecs.(2.3) y (2.5) respectivamente, y donde Vy es el potencial externo (local y de un cuerpo
definido como en Ec.(2.4)) que se ajusta de manera tal que la densidad del estado fundamental
del sistema con interaccién AW sea la misma que la densidad del estado fundamental del
sistema totalmente interactuante con A = 1. Una consecuencia de esta definiciéon es que
Vo(r) = Vks(r) y que Vi(r) = Vege(r), es decir, para A = 0 el sistema es no interactuante
y tiene la misma densidad que el sistema interactuante, por lo tanto el potencial es igual al
potencial de KS; en cambio, para A = 1, el sistema es totalmente interactuante y por lo tanto
el potencial es igual al potencial externo del sistema real.

El hamiltoniano de Ec.(3.7) conecta adiabaticamente el sistema de KS NI (A = 0) con
el sistema real (A = 1). Asi como las Ecs.(2.39) (2.40) y (2.41) nos daban una receta para
obtener el potencial de KS que en un sistema no interactuante da la misma densidad que el
sistema real, GL en referencia |26] encuentran la receta para obtener el potencial externo V) (r)
que en un sistema parcialmente interactuante (AW) da la misma densidad que el sistema real.
Esta es:

Va(r) = Vics(r) — AVi(r) — AVi(r) = V(x), (3.8)

donde Vg, V; v Vy son los definidos en Ecs.(2.39-2.42) respectivamente, y el potencial de
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%Y

correlacion Ve (r) esta definido por:

gy — OB ]
V) = e (39
EWV[p] = <T + AVT/>A - <T + ,\W>0 , (3.10)

donde definimos <OA>)\ = <<I>,\W[n] ‘O‘ (I))\W[n]>. Vemos que la funcional de energia de cor-
relacion para el sistema parcialmente interactuante se define en Ec.(3.10) de manera analoga
a la energia de correlacion del sistema interactunte en Ec.(2.36), sélo que en términos del
estado parcialmente interactuante |®yy[n]). !

El siguiente paso hacia la construccién de una serie perturbativa para FE., es considerar
la expansién de Taylor de E) alrededor de A = 0. Primero reescribamos Ec.(3.10) como
Eg)‘) [n] = T+ AW), con T = <T> — <T> y Wy = <W> — <W> , y notemos los siguentes
puntos: A 0 A 0

e la cantidad W) es tal que Wy = 0, por su definicién; por lo tanto la serie de Taylor
correspondiente a W), alrededor de A = 0 no tendra término constante y la expansién
de AW, sera de orden como minimo cuadratico.

e La cantidad T), definida anteriormente es cero para A = 0, y por otro lado notamos que
|\ [n]) minimiza a <T>/\ para A = 0, por lo tanto la expansion de Taylor de T, es de

orden como minimo cuadréatico.

Estos dos hechos nos permiten escribir:

o0

EM[n] =Y MEjln],
7j=2
donde los coeficientes de Taylor E, j[n] no dependen de la constante de acople A, y son
universales (en el mismo sentido que la funcional Fyy de HK en Ec.(2.27)). Reemplazando
este resultado en Ec.(3.9) nos queda:

v (r) = i/\jM_ (3.11)

Reemplazando Ecs.(3.11) y (3.8) en la expresion para la energia total del sistema parcial-
mente interactuante Ec.(3.7) y reordenando los términos, nos queda la siguiente expansiéon en
términos de la constante de acople A[26]:

. o = A LB N
j=2 i=1

!Se puede demostrar que Ec()‘)[n] = )\zEc(l)[nl/A], donde ng(r) = a®n(ar) y Ec(l)[n] = E.[n] es la funcional
de correlacién del sistema totalmente interactuante [66]. Este hecho, hace que Ec.(3.8) sea un resultado
notable, ya que nos permite escribir el potencial externo V) de un sistema parcialmente interactuante AW
dnicamente en términos de las funcionales definidas para el sistema NI de KS por Ecs.(2.35), (2.36), (2.12) y
(2.39) para la energia de intercambio, correlacién, hartree y potencial de KS respectivamente.
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donde Hxg = Hy =T + Vks y Va:H,z,KS = Efvzl Va(#;). Luego, la aplicacion de teoria de
perturbaciones de Rayleigh-Schrédinger a la perturbacién definida por los segundo y tercer
sumandos del lado derecho de Ec.(3.12), nos da la expansion de la energia total en funcion de
la constante de acople: Ey = Ey + AE; + A2Ey + .... Las expresiones para Ey, E, y E, las
reproducimos de Ref.[26]:

Ey = Eks, (3.13)
E, = <<1>0‘W—VH—Vw <1>0>, (3.14)
A ~ ~ 2
N L AL N o 1)
2 " Ey — Eyp 0 P on(r;) 0/ ’

En estas tultimas ecuaciones, hemos usado como referencia los estados no interactuantes de
KS |®¢,,) que son autoestados del hamiltoniano de KS:

Hgs |®on) = Eon |[Pon),

donde el subindice cero en el determinante de Slater ¥ , se refiere a que es un autoestado del
hamiltoniano NI (A = 0) de KS, y el subindice n se refiere al estado excitado n (Ey, < Egpn+1,
Eo,0 = Ey = Ekg) del sistema NI de KS. Reemplazando en la definicién de EX [n] [Ec.(3.10)]
la expansion para la energia E) con los coeficientes de Ecs.(3.13), (3.14) y (3.15), obtenemos
la siguiente expresion para % [n]:[26]

N N N 2
5 ‘ tI)o‘W—VH—Vw Do, ‘
EX[n] =Y < - > +0(\3). (3.16)
n=1 i

La expansion en Ec.(3.16) muestra de manera rigurosa que el término de correlacion es de
segundo orden en la constante de acople A. Si reintegramos unidades al hamiltoniano, podemos
pensar la constante de acople como el cuadrado de la carga electrénica, de modo que el caso
completamente interactuante nos da una contribucién e? para Hartree e intercambio y de e*
para correlacion. De este modo, queda rigurosamente definida la contribucién de correlacién
a segundo orden en teoria de perturbaciones de KS, que llamaremos EéZ) [n] (notar que el
supraindice (2) no se refiere a un valor de la constante de acople A sino que designa el seguno

orden):
o o |0 |~ Vi — 7, ’
0 — VH — Vg
S
N

n=1

(I)O,n>

(3.17)

Esta es la expresiéon que estdbamos buscando para el término de correlacion, que expresa
la energia de correlacién explicitamente en términos de los estados NI de KS y que puede
ser mejorada sistematicamente (al menos en principio) agregando més términos a la serie
perturbativa. Engel et al.[14] obtuvieron el mismo resultado, pero aplicando directamente
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teoria de perturbaciones de muchos cuerpos a la perturbaciéon H — Hgg. De esa manera,
. . . . 2
(0 |W = Via = V5 = Vo] @00

en la expresion analoga a Ec.(3.15)
para el segundo orden, teniendo un V, extra respecto a la formulacién de GL. En la referencia

les queda un numerador

[67], se muestra que las dos formulaciones son en ultima instancia equivalentes al desarrollar
ese numerador e igualar los ordenes correspondientes.

3.3.2 Funcional de correlacion explicita en términos de los orbitales de KS

En el resto de esta seccién damos un bosquejo del célculo necesario para obtener una funcional
de correlacion escrita explicitamente en términos de los orbitales de KS definidos en Ec.(2.45)
[analoga a la expresion para el intercambio exacto de Ec.(3.4)]. Para ello, comenzamos escri-
biendo los términos de interaccién del hamiltoniano en segunda cuantificacion:

Vo= (io|Valjo) clycio, (3.18)
o ij

i1 .
W = 2 Z Z <w,]g’|la, kg’> c}‘g'c;g"cko"clo" (3.19)
oo’ ijkl

donde o = H, z; cl

; ¢, es el operador de creacion que crea un orbital de KS ¢;,(r) [ver Ec.(2.44)],

y los elementos de matriz estan dados por:

(icr [Val jo) = / @, (1) Va () bio () (3.20)
()80 () (1) i ()

v — |

<ia,ja'\ka,la'> :/d3rd3T' id (3.21)

Para calcular la energia de correlacion E((;2) de Ec.(3.17), tendremos que evaluar elementos de

<q>0 q>0,n> : (3.22)

Vemos que para que Ec.(3.22) sea distinto de cero, los determinantes de Slater ®, corre-

matriz del tipo:

Tor
CigCjo' Cho' Clo

spondientes a los estados excitados de KS, deben tener a lo sumo dos electrones excitados por
encima del nivel de Fermi. Por tanto las excitaciones posibles en la suma de Ec.(3.17) sera
sobre estados con un electron excitado:

1
‘q)(()ﬂel)> = C;:rmcqa |@o)
Eo—Eon = €go — Epo

con gg5 < |4y Epg > 14, donde p denota el nivel de Fermi del sistema NI de KS, y estados con
dos electrones excitados:

(2¢)\  _
‘Qo’n = C;UC;U, Cpgl! Cgg'!t ‘@0)

I

Ey—FEon = &pgr + Egom — Epo — Eqo’
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CON Epgity Eggint < Iy Epay Egor > M- Luego de una célculo directo pero bastante engorroso, se
obtiene el siguiente resultado:
E®)[n] = Bep + Eep (3.23)
2

1 o . .
E..= Z — ({io|V ]jo) + Z (ioko|kojo) (3.24)
io<F<jo "0~ €0 ko<F

B, = 1 Z (io, jo'|ko,lo") ((lo', kol|jo’ io) — byq (lo, kolio, jo))

(3.25)
Eic + €jo! — Eka — Elg’

iojo’ <F<kolo’
El primer término F,; corresponde a la suma sobre excitaciones de un electrén en Ec.(3.17)
y E¢2 corresponde a la suma sobre excitaciones de dos electrones. Con io < (>)F denotamos
que €j, < (>)u. Es interesante notar que para obtener el segundo orden debemos utilizar
el potencial de intercambio V, que corresponde al primer orden. Este hecho se repite para
ordenes superiores en la expansion perturbativa de KS, ver referencia [25].

De esta manera, insertando las definiciones (3.20) y (3.21) para los elementos de matriz
en las expresiones para F.1 y F.2, hemos obtenido una expresiéon explicita en términos de
orbitales de KS para ES2).[68, 69]

Las aplicaciones consistentes del método de KS con el potencial de correlacién evaluado a
partir de la funcional E§2) [n] son muy escasas dadas las dificultades numéricas que plantea el
calculo de la funcional. Sin embargo, el niimero de aplicaciones est4 en crecimiento dadas las
ventajas y precision de este tipo de funcionales. Para resultados recientes ver, por ejemplo,
Ref.[69], donde se analiza el potencial de correlaciéon para sistemas de dos electrones o Refs.[68,
70] en la que se muestra que esta teoria permite una descripcion de las fuerzas de van der
Waals, a diferencia de las aproximaciones locales o semilocales usuales. Una aplicaciéon a
atomos despreciando el término E.; de excitaciones de un electrén puede encontrarse en
Refs.[14, 68].

Para una extension de la teoria a un hamiltoniano de orden cero arbitrario (no necesaria-
mente Hgg) ver Ref.[71].

3.4 Meétodo del potencial efectivo optimizado para el calculo
de potenciales correspondientes a funcionales implicitas

En la seccién 3.3 mostramos una manera sistematica de obtener mejores aproximaciones a
la funcional de energia de XC en DFT, en términos de funcionales implicitas de la densidad.
En esta seccién abordaremos el problema de encontrar un método de célculo para obtener el
potencial de XC correspondiente a este tipo de funcionales implicitas (punto 2 de seccién 3.2).
Su solucion nos conducira al denominado método del potencial efectivo (OEP) optimizado. La
idea original de este método surgi6é antes del advenimiento de la DFT, en una formulacion
variacional construida para justificar una aproximaciéon hecha por Slater que reemplazaba la
funcién de onda de muchos cuerpos del sistema interactuante por el determinante de Slater
correspondiente al estado fundamental de un problema no interactuante[23]. Esta idea fue
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luego aplicada a un sistema atémico en lo que constituyé la primera aplicacién del método de
intercambio exacto usando el OEP[72]. La formulacion moderna del OEP para el calculo del
potencial de XC exacto en el contexto de la DFT fue generada por Gorling y Levy|25], usando
la regla de la cadena para derivadas funcionales. Mostraremos aqui los lineamientos generales
de esta formulacion para el caso de sistemas discretos con nimero de particulas fijo. Esto nos
servird como preparacion para el desarrollo del OEP para sistemas cuasibidimensionales en el
capitulo 4, que es una parte central de esta tesis.

Como vimos en el capitulo 2, la energia total es estacionaria en la densidad del estado
fundamental. Por el teorema de HK aplicado al sistema NI de KS, hay una relacién uno a
uno entre potenciales de KS y densidades, por lo tanto podemos considerar a la energia total
como una funcional del potencial de KS, siendo estacionaria para el potencial de KS que da
la densidad del estado fundamental. En general, cualquier funcional de la densidad puede ser
considerada también como una funcional del potencial de KS.

Consideremos una funcional orbital como en Ec.(3.5). Si queremos obtener su derivada
funcional respecto a la densidad dF'[{¢;},{ei}]/dn(r), recurrimos a la regla de la cadena para
densidades funcionales y al hecho de que una funcional de la densidad es también una funcional
del potencial de KS, como dijimos anteriormente, para obtener:

B OF B 3 oF 5VKS,0”(I.1)
Vrae) = 5 = ZU: / B e (3.26)

El primer factor bajo el signo integral podemos desarrollarlo usando nuevamente la regla de
la cadena y tomando en cuenta la dependencia funcional explicita de F' en términos de los
orbitales y autoenergias de KS:

L_Z / dsr[ OF _ 0¢ipn(rs) | OF 5¢;;,,,(r2)]
Wi s (r1) ? [06io (r2) 0Vics or(r1) " 003,0 (r2) 0Vics o (x1)

aF (56,’011
3.27
i ; Ocion Vi s,o (1)’ (3.27)

Z'o-ll

Donde )7, denota la suma sobre todos los niveles de KS. Por teoria de perturbaciones a
primer orden, obtenemos el resultado (exacto)[25]:

_ , 2

0Vis,o(r1) S0 |#ia (x2)I" (3.28)
0¢io(ra) . .

m = 500” G’LG'(I'Q; I‘1)¢w(r1), (329)

Guolrarm) = 2, %ﬁ](m) (3.30)

J#
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Reemplazando (3.28) y (3.29) en (3.27), obtenemos:
/d37"2 [5¢w )Gia(r2,r1)¢ia(r1)
P L (ra,11)d% (r ]+Z |pir(r1)]?, (3.31)

67, (r) 12 VT Beig

El segundo factor en el signo integral de Ec.(3.26) es la inversa de la funcion respuesta

5VKSO' (r1)

densidad-densidad x4 (r1,r2) definida por:

(5n0(r1)
(5VKS o’ (1‘2)
Teniendo en cuenta la representacion de n(r) en términos de los orbitales y autoenergias de

KS [Ec.(2.43)], y aplicando Ec.(3.31) con F = n,(r1) = .7 |$is(r1)|?, obtenemos para la
funciéon respuesta:

Xoo! (r17r2) (332)

Yoo (F1,72) = gt 3 820 (£1) Gl (11, 72) i (2): (3.33)

donde hemos usado On,(r1)/0ei; = 0y 0n(r1)/ddis(ra) = ¢}, (r2)é(r1 —rz). Como x,(ri,r2)
es la inversa de x,1(r1,r2) = Vi s, (r1)/0ns(r2), se cumple la relacion:

/d3r2XU(r1,r2)X;1(r2,r3) = §(ry — r3). (3.34)

Aplicando x, a ambos lados de Ec.(3.26) y utilizando la relaciéon (3.34), obtenemos la ecuacion

OEP:
0F

3 _
/d ’I'XU(I‘, rl)VF,a(r) - 6VKS,0’(I.1)'

Esta ecuaci6n integral para el potencial Vg, (r) correspondiente a la funcional implicita F,

(3.35)

es el resultado central del OEP. La ecuacion integral (3.35) junto con el calculo de la fun-
cion respuesta dada por Ec.(3.33) y el resultado de Ec.(3.31) para la derivada funcional
0F/6Vkss(r1), nos da un marco formal para obtener el potencial correspondiente a fun-
cionales orbitales o implicitas: el potencial Vg correspondiente a la funcional F' es aquel que
satisface (3.35). Este es el resultado que buscdbamos obtener como respuesta al punto 2 de
secciéon 3.2 y de este modo queda cerrado el esquema de calculo de KS para funcionales im-
plicitas. Reemplazando F en Ec.(3.35) por la funcional de energia de intercambio exacto E,
que obtuvimos en Ec.(3.4) se obtiene el potencial de intercambio exacto V; »(r), si en cambio
reemplazamos F por E® de Ec.(3.23), la ecuacién (3.35) nos da el potencial de correlacion
exacto a segundo orden en teoria de perturbaciones de KS Vc(,?;) (r).

Otra forma de la ecuacion OEP, se obtiene al reemplazar las expresiones explicitas de
Xo(r,r1) y 0F/0Viks s (r1) [Ecs.(3.33) y (3.31) respectivamente| en Ec.(3.35) y reordenar los
términos para obtener:

0
> o 0hnle) e = 37 g o) (3:30
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donde los corrimientos 1;;(r), denotan el cambio a primer orden de los orbitales de KS ¢;,(r)
causado por la perturbacion AVpx(r). %is(r) y AVpis(r) estan definidos respectivamente
por:

Yio (r) = /d37"'Gia(P, r')¢io (') AVpip ('), (3.37)

AVpio(r) = Vie(r)0(p — €is) — upio(r). (3.38)

El corrimiento definido en Ec.(3.37) se obtiene de aplicar la Ec.(3.29) para un §Vgxg(r) =
AVpis(r). La cantidad AVp;,(r) en Ec.(3.38) esta expresada en términos del potencial orbital

UF,ie(r), cuya definicion es:
1 oF

UFio(r) = ) 3 (1) (3.39)
La resolucién numeérica de la ecuacién OEP Ec.(3.36) es muy exigente. En los dltimos afios
se han desarrollado métodos eficientes para su resolucién en el caso de sistemas finitos en
la aproximacion consistente en incluir solamente la contribuciéon de intercambio exacto (3.4)
despreciando el término de correlacion.[73] En esta aproximacion, la suma sobre orbitales de
KS en Ec.(3.36) es solo sobre orbitales ocupados, debido a que la funcional de intercambio
exacto en Ec.(3.4) no depende de orbitales de KS tales que €;, > p. Por otro lado, de Ec.(3.4)
podemos ver que 0E;/Je;;, = 0 para sistemas finitos, por lo tanto, en el caso en que se
desprecie el término de correlacién, la ecuacion OEP se reduce a:

Z¢:a(r)¢za (r) +cc. =0. (3.40)

En este contexto, en la referencia [73] se desarrolldo un método iterativo para encontrar el
potencial de intercambio exacto Vj (r) cuyos corrimientos 1} (r) y orbitales de KS ¢ (r)
asociados satisfacen Ec.(3.40). La idea consiste en definir una funcién error S, (r) como:

So(6) = 3 iy )i (1) + e (3.41)

que es distinta de cero cuando Vi(r) no es el correcto, y que es exactamente cero (para
todo r) cuando Vj,(r) es el correcto por OEP Ec.(3.40). Luego, se utiliza esta funcion
error S,(r) para corregir iterativamente el potencial de intercambio de la siguiente manera:
v ueve) (r) = yiviede) (r) + ¢Sy(r). En cada iteracion se recalculan los corrimientos y la
ecuacién de KS para los orbitales ¢;,, hasta obtener autoconsistencia. La constante ¢ en el
calculo de la correccién a V, se determina por prueba y error y depende del sistema que se
considere.

En el desarrollo de esta tesis, como veremos mas adelante, generalizamos exitosamente este
método iterativo al caso de funcionales que si dependen de las autoenergias de KS, es decir,
cuando el término de la derecha de la ecuaciéon OEP (3.36) es distinto de cero a diferencia
del caso de intercambio exacto para sistemas finitos (ver Capitulo 5 y Apéndice C). Por otro
lado, desarrollamos un método nuevopara la resoluciéon de la ecuaciéon OEP en el caso en que
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la suma es sobre orbitales de KS ocupados y desocupados, que es el caso que se presenta
cuando se incluye correlacién a segundo orden (ver capitulo 6).

Otra manera méas directa de encarar la soluciéon de la ecuacion OEP Ec.(3.40) para inter-
cambio solo (s6lo-X), consiste en escribir el potencial de intercambio exacto explicitamente
en términos de los corrimientos y los potenciales orbitales:|[73]

Vz,a (r) = Wl(r) Z { [u;c,ia (r) + AVz,z’U] -V- [/(/};‘a (r)v¢ia (1‘)]} +c.c, (3'42)

donde AVw,w = d3r[VM(r)—uw,ia (r)]|#is (r)|%. Para obtener Ec.(3.42) se multiplica Ec.(3.40)
por Vkg(r) y se reemplaza este tltimo por la siguiente ecuacion diferencial para los corrim-
ientos:

[hics — €io)io(r) = —[AVaio(r) — AVyis]dio (r) (3.43)

resuelta para Vg, y reordenando términos. La ecuacion diferencial (3.43) para los corrimien-
tos se obtiene facilmente aplicando el operador [iL KS — €io) @ la definicién de los corrimientos
en Ec.(3.37). La desventaja numérica para el calculo del potencial de intercambio utilizando
Ec.(3.42) frente al calculo iterativo comentado anteriormente estriba en la dificultad de cal-
cular con precision el término V - [¢F (r)Véis(r)] /ne(r) en Ec.(3.42), ya que la densidad
y los orbitales de KS decaen exponencialmente y el cociente tiene grandes errores debido a
pequenas impresiciones en el cdlculo de las derivadas numéricas. En esta tesis hemos mejo-
rado la expresion (3.42) mediante un desarrollo de este ultimo término y por otro lado hemos
generalizando la expresion para funcionales que dependen explicitamente de las autoenergias
de KS ¢, (ver Capitulo 5 y Apéndice C).

Los beneficios de la DFT en la aproximacion XX incluyen mejoras en el célculo de discon-
tinuidades de derivada, asi como en potenciales de KS con comportamiento asintético correcto
[21, 74] y cancelacién exacta de autointeracciones.



CAPITULO 4

SISTEMAS CUASI BIDIMENSIONALES

4.1 Introduccion

En este capitulo daremos una descripcion teorica de los sistemas cuasi bidimensionales (C2D)
en la aproximacion de la masa efectival75]. En esta aproximacion, la dindmica de los elec-
trones en el sélido se aproxima por la dindmica de electrones libres con una masa renormalizada
dada por la curvatura de la relacién de dispersion del fondo de la banda de conduccién del
semiconductor. Por otro lado, la interaccién entre los electrones en el s6lido queda también
renormalizada por la constante dieléctrica del medio. En los sistemas C2D el movimiento de
los electrones esta confinado en una direccién espacial por barreras electrostaticas, mientras
que son libres de moverse en las dos direcciones restantes. En una heteroestructura semicon-
ductora esta barrera puede ser provista por la discontinuidad de la brecha semiconductora si
el solido presenta una discontinuidad composicional en un plano (e.g. la interfaz entre dos
semiconductores A y B)[75]. A diferencia de lo que ocurrirfa en un gas estrictamente bidi-
mensional, en el caso C2D los electrones se desparraman en la direccién de confinamiento,
dando como resultado una debilitaciéon de las correlaciones con respecto del caso 2D estricto,
siendo sin embargo mayores que en el caso 3D homogéneo. La realizacién experimental de gas
C2D en muestras de altisima movilidad y gran control de los parametros del sistema hacen
posible la observacion de una gran variedad de efectos cuanticos. Es de gran interés por lo
tanto una desripcién teérica precisa de estos sistemas, que en términos de las correlaciones se
encuentran a medio camino entre el limite 2D estricto y el 3D.

Por otro lado, su abordaje teérico es también muy accesible, ya que su geometria C2D
simplifica en gran manera el cilculo de sus propiedades. Comenzaremos introduciendo no-
tacion y propiedades bésicas del gas de electrones C2D en la secciéon 4.2. Siguiendo el objetivo
de aplicar los resultados obtenidos anteriormente para las nuevas funcionales implicitas de la
energia, obtendremos en la seccién 4.3 expresiones explicitas de las funcionales en la geometria
C2D. Finalizamos el capitulo con dos secciones dedicadas al método del potencial efectivo op-
timizado (optimized effective potential, OEP) para el caso C2D: en la seccion 4.4 presentamos
la formulacion OEP general para sistemas C2D y en la seccién 4.5 analizamos la equivalencia
del formalismo OEP entre sistemas abiertos y cerrados.
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4.2 Propiedades generales de sistemas cuasibidimensionales

Supongamos un gas de electrones inmerso en un potencial externo separable en las coordenadas
p=(zy)y 2
Vewt(r) = Vewt(p) + ‘/ezt(z)'

Cuando hagamos referencia a la coordenada p le llamaremos coordenada paralela (i.e. par-
alela al plano x — y) y cuando nos refiramos a la coordenada z le llamaremos coordenada
perpendicular (i.e. perpendicular al plano z — y). Un gas cuasi bidimensional se formara
cuando la energia méaxima p de los electrones (a temperatura T—0) sea tal que en una ex-
tension finita |z| < w/2 en la coordenada perpendicular se cumpla py > Vege(r) v fuera de
esa region (|z| 2 w/2) p < Vegp(r). Esta configuracion dard lugar a estados electronicos
extendidos en la direccién p y confinados en la direccién z. En esta tesis estudiaremos el
caso en que Vgz(p) = 0, i.e. sistemas con invariancia traslacional en la direccién paralela.
Supondremos que la densidad electrénica del estado fundamental conserva esta simetria, con
lo cual el potencial de KS sera también separable con Vixg(p) = 0. Con estas suposiciones es
posible la separacién del Hamiltoniano de KS en una parte que depende de la coordenada de
confinamiento z y otra parte que depende tinicamente de la coordenada paralela p:

1 02

N 1 9 N N
Hgg = _§V”_ §@+VKS,U(3) = H(p) + H(2), (4.1)
donde hemos hecho la identificacién
N 1
H(p) = _Evia
. 1 92
H(z)= -2
(2) 59,2 T Vks,0(2)

Notar que en Ec.(4.1) estamos restringiendo el espacio de soluciones a aquellas que conservan
la simetria translacional en el plano . La separacion del hamiltoniano en Ec.(4.1), nos sugiere
escribir los orbitales de una particula de KS como el producto de una parte dependiente de
la coordenada p y una parte que sea funcién sélo de z:

Diko (r) = &io (2)$(p)- (4.2)

Aplicando Hkg a este estado, obtenemos dos ecuaciones desacopladas, una para cada coor-
denada:

H(p)$x(p) = exdr(p),
{ H(2)&i0(2) = €iokio(2), (4.3)

de manera que la autoenergia correspondiente al orbital de KS ®;,,(r) es €jxy = ex + €is- La
solucion de la ecuacion para p en Ec.(4.3) es la correspondiente a electrones libres de momento
k en una caja bidimensional de area A:

_ eik-
[0 "



Capitulo 4. Sistemas cuasi bidimensionales 39

La solucién de la ecuacion en la coordenada de confinamiento z en Ec.(4.3) viene dada por la
siguiente ecuacion de KS unidimensional:
102
—sa5 1 Vks,e(?)| &io(2) = €ivlic(2)- (4.5)
20z
Aqui vemos que el problema de KS para un sistema C2D se reduce a la resolucién del prob-
lema unidimensional efectivo de Ec.(4.5). Dado que el hamiltoniano H(z) es invariante ante
reversibilidad temporal, y como los autoestados en Ec.(4.5) son no degenerados (salvo even-
tualmente la degeneracion de espin), las autofunciones &;,(z) seran reales [76]. Esto representa
una gran simplificacién respecto a sistemas tridimensionales y abre el camino para el testeo,
en sistemas continuos, de funcionales orbitales complejas para la contribucién de correlacion.
La solucién de la Ec.(4.5) dara en general un espectro discreto de niveles de energia ¢,
Si 4 es el potencial quimico, o nivel de Fermi a temperatura cero, los electrones ocuparan
orbitales de KS tales que su energia sea menor que u:
k2
Eio T 7 < e (46)
Esto determina una estructura de subbandas, tal que a cada nivel de subbanda €;, esté asociado
un disco de Fermi con estados de impulso k paralelo cuya ocupacién, a temperatura cero, esta
dada por la funcién de Fermi fl,:F , definida por:
le[‘r 0
h" = 0(kF — k),

K = /2(p — i) — €igr)-

}? es el moédulo maximo del impulso paralelo que puede tener un electrén en la subbanda
Eis, y se obtiene de despejar Ec.(4.6) para k cuando se cumple la igualdad. Si insertamos
los estados de KS de Ec.(4.2) para el caso C2D en la Ec.(2.43) para la densidad electronica,
obtenemos la siguiente expresiéon para la densidad tridimensional a temperatura cero:

1 Eig <W

ne(2) = Z (K2)?|&io (2) %, (4.9)

3
donde la suma sobre niveles de KS fue hecha de la siguiente manera:

Eig<p Eio <l

S0 —ea) > S S S % > [ (4.10)
o i k i

En la Fig.(4.1-a), mostramos un esquema de la relacién de dispersion de Ec.(4.6) para los
estados electrénicos ocupados en el sistema C2D. Podemos ver que esta corresponde a una
serie de paraboloides, uno para cada subbanda ocupada ¢;,. También observamos que los mo-
mentos de Fermi }5’ son iguales al radio del circulo de Fermi definido por la interseccién entre
el plano E = p y el paraboloide correspondiente a la subbanda ¢o. El plano k; y k, repre-
senta las componentes del impulso paralelo de los electrones. En la Fig.(4.1-b) representamos
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E nergia
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(c) Densidad de estados

Fig. 4.1: Sistema C2D con dos subbandas ocupadas: a) esquema de la relaciéon de dispersion
para los electrones en el sistema C2D, b) sistema de KS para la direcciéon z y ¢) densidad de
estados del sistema C2D.

esquemadticamente el potencial de KS en la direccién z con tres niveles de subbanda €123 y
las respectivas funciones de onda &;(z), que decaen exponencialente al atravesar la barrera
de potencial. El nivel de Fermi u estd representado por la linea a trazos, y en este ejemplo
vemos que las primeras dos subbandas estdn ocupadas mientras que la tercera subbanda esta
desocupada. Para energias mayores que cero denotamos con lineas horizontales una serie de
estados extendidos. En nuestra descripcion tedrica discretizaremos este espectro continuo de
estados mediante la introduccién de barreras infinitas alejadas del pozo. En la Fig.(4.1-c)
mostramos un esquema de la densidad de estados del gas C2D. Podemos ver que a medida
que se ocupa una subbanda io (gjr < p < €i+15) la densidad de estados es constante y vale
Dy(n) = (A/2m) Y, 0(1 — €i5), mientras que da un salto de 27/A cada vez que p atraviesa
una nueva subbanda. El drea sombreada en esta figura representa el nimero de electrones:

A Eig < A )
Ny = or (b —eir) = = > (kF)% (4.11)

7 7

Debido a la simetria traslacional en el plano z — ¥, resulta conveniente definir las derivadas
funcionales de la siguiente manera:

dO[f] _ dOI[f +¢d,]
5f(z) de ’

(4.12)
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con J, una funcién definida por §,(z) = §(x — z). Es decir, a diferencia de la definicién para el
caso tridimensional en Ec.(2.30), donde la variacién dy(r) = 6(y —r) de la funcién f se hacia
sobre un punto r del espacio, en el caso C2D definimos a la derivada funcional en términos
de una variacién de la funcion f en el plano z = z: 0,(z) = d(z — z). Para ver la relacion
entre esta definicion y la que dimos en Ec.(2.30) para el caso tridimensional, observemos lo
siguiente:

[ s 001
sou) = [ [M)]af() (4.13)
_ /d[ ([f]af() (4.14)
0] 80l
57 - s (4.15)

En Ec.(4.13) calculamos la variacion de la funcional O[f] para una cierta variacion éf(z) de
la funcién f. En el siguiente paso, Ec.(4.14), tomamos en cuenta la invariancia traslacional
en z — y y observamos que 6O[f]/df(r) no debe depender de la coordenada paralela p. Lo
que queda entre corchetes en Ec.(4.14) es precisamente la derivada funcional C2D definida en
Ec.(4.12), de modo que la relacion entre las dos definiciones es Ec.(4.15).

En la Ec.(2.46) dimos la expresion general para el célculo de la energia total de un sistema
de electrones interactuantes, usando como referencia el sistema de KS:

E =Tin|+ /d3rV;m(r)n(r) + Egn] + Ezc[n], (4.16)

El término de energia cinética Ts[n] se evalia facilmente para un sistema C2D. Siguiendo
la prescripciéon dada en Ec.(4.10) para hacer sumas sobre estados de KS en el sistema C2D,

obtenemos:

Eio <K

T, on] = Z / & dkk( / dz&(z) é’(2)>

A (’f%’ ) [(#) "
= Z . [T —/dzfz(z) z(z)] . (4.17)

1o<F
De la ecuacion de KS Ec.(4.5) encontramos [ dz&;(2)E!(2) = 2(V ks,ic — €iv), con Vkg,ic =

[ dz&i(2)?Vks,»(2). Utilizando este resultado podemos escribir T ,[n] como:

Ts,a[n] = % Z (,U + 51’0’)(/‘ - 51’0’) - A/na(z)VKS,a(z)'

to<F

La interacciéon con el potencial externo, teniendo en cuenta la invariancia traslacional, vale:

A/szem(z)n(z). (4.18)
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Como el sistema C2D es infinito, es necesario neutralizarlo con una distribucién de carga
positiva n;(r) tal que

/ An(r)d®r = 0, (4.19)
An(r) = n(r) —n;(r). (4.20)

La distribucion n;(r) se elije segin el sistema que se desee modelar. Para una superficie
metalica, por ejemplo, una distribucion uniforme (n; constante) en una regién finita en la
direcciéon z puede representar la carga positiva de los iones en la aproximaciéon del jellium.
La contribucién a la energfa total de esta distribucién de carga positiva la introduciremos en
el término de Hartree, de modo que en lugar de considerar la carga electrénica n(r) en la
expresion para Epy de Ec.(2.12), tendremos en cuenta la carga total An(r):
!/
Ey = %/d?’r d%’%. (4.21)

r—r'|
El potencial de Hartree, teniendo en cuenta que dn(r) = §An(r), vale:

VH(I'):/dg’I",An(rI)

/|'

— (4.22)

Pasando a las coordenadas z y p apropiadas para el sistema C2D, podemos escribir este tltimo
término como:

_ . < / “ 14
Vu(z) = algglo%r/_oo dz An(z)/0 dp\/pQ—(z—’—z)Q’ (4.23)
Via(z) = algg() 27r/ dz'An(2') [-|2' — 2| +a] , (4.24)
- o
Via(z) = —27r/ dz' An(2')|2' — 2|. (4.25)
—0oQ

Para pasar de Ec.(4.23) a Ec.(4.24) tuvimos en cuenta el decaimiento exponencial de An(z)
para un sistema confinado en z, mientras que para ir de Ec.(4.24) a Ec.(4.25) utilizamos la
neutralidad del sistema Ec.(4.19). Utilizando el resultado de Ec.(4.25), la energia total de
Hartree para el sistema C2D vale entonces:

Ey = —A7r/dz dz' An(z)An(")|z — 2'|. (4.26)

Observar que el potencial Vi (z) en Ec.(4.25) se obtiene a partir de Ec.(4.26) mediante la
prescripcion de Ec.(4.15) para las derivadas funcionales en el sistema C2D, i.e.:

_ 6Eq 1 0Eg
~on(r)  Adn(z)’

Vu

Para obtener la expresion de la energia de intercambio exacto en un sistema C2D, reem-
plazamos los orbitales de KS ¢;,(r) de la Ec.(3.4) correspondiente al caso general 3D por los
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estados de KS del sistema C2D [Ec.(4.2)]. Para hacer la suma sobre orbitales de KS hacemos
uso de la Ec.(4.10), obteniendo [58]:

A oc. ) )
E, = —Ezzzj:k}?k];/

dzdz'&,-g (Z)fja (zl)éja (z)fia (z’)

P —

y /°° dp J1 (K2 p) J1 (K} p)
0

Yy (4.27)

La integral en el impulso paralelo k la efectuamos haciendo uso del resultado [ dk exp(ikp) II(CF =
2rkpJi(kpp)/p, donde Ji(z) es la funcion de Bessel de orden 1. Habiendo integrado analiti-
camente en la variable k, queda la integral en la coordenada paralela p en Ec.(4.27) que debe
ser evaluada numéricamente. En la seccién siguiente obtendremos funcionales orbitales para
las contribuciénes de intercambio y correlaciéon siguiendo un orden de integracién que corre-
sponde a efectuar en primer lugar la integral en la coordenada paralela y dejar para el calculo
numérico la integral en el impulso paralelo k. Este tltimo procedimiento es més conveniente
para el célculo de la contribucion de correlacién a segundo orden.

4.3 Funcionales implicitas de intercambio y correlacién en el
sistema C2D

En el capitulo anterior obtuvimos expresiones generales (3D) para las funcionales de inter-
cambio y correlaciéon en términos de los orbitales de KS. Comenzamos reproduciendo aqui
los términos de intercambio, correlaciéon con excitaciones de un electrén y correlaciéon con
excitaciones de dos electrones, Ecs.(3.5), (3.24) y (3.25) respectivamente:

1

B, =3 > Z (iojoljoio), (4.28)
o i<F
1 2
Ei= Y. p— (io|Vy|jo) + Y (iolo|lojo)| | (4.29)

o< F<jo lo<F

1 10, j0'|lo, mao’) ({(mo',loljo’,ic) — 050 {mo,lolio, jo
B, =t >y (io, jo'| ) (€ ljo’,io) ( [io, jo))

(4.30)
Eio + €jo! — €lo — Emo’

iojo’' <F<lomoa’

Notar que en Ec.(4.28) hemos reescrito la contribuciéon de intercambio reemplazando la integral
espacial en Ec.(3.5) por el elemento de matriz (iojo|joic) definido por:

(I') ;a’ (rl)¢la (I‘) ¢ma’ (rl) '

v —r'|

(i, jo'|lo, ma") :/d3rd3r' i (4.31)

Para obtener expresiones apropiadas de E, E.1 y E.2 para el caso C2D, debemos, por un
lado, reemplazar las sumas sobre el indice de orbital ¢, j, [, m en las ecuaciones anteriores por
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las sumas sobre subbandas e impulso paralelo apropiadas al problema C2D, y por otro lado,
evaluar los elementos de matriz de Ec.(4.31) en los orbitales de KS C2D de Ec.(4.2).

Las sumas sobre orbitales de KS en el sistema C2D tendran la siguiente forma cuando se
sume sobre niveles de KS con energias e, = €55 + k2 /2 por debajo del nivel de Fermi:

DI (4.32)

a<F i<F k

El indice ¢ en Ec.(4.32) denota la subbanda correspondiente en el sistema C2D, e i < F
denota €;, < p1. La region sombreada en la figura de la izquierda representa el disco de Fermi
fllz;g sobre el cual se efectta la suma sobre el impulso paralelo k. En cambio, cuando se sume
sobre orbitales de KS con energia £, = €;o + k?/2 mayor al nivel de Fermi, tendremos la
siguiente correspondencia:

Y oo Y, @)
% k

a>F
kw' kio’
9 = 1-f". (4.34)

Aqui, la suma sobre el impulso paralelo es sobre vectores k afuera del disco de Fermi f:bg

Esta region de integracion, que denominaremos “anticirculo” gff =1- fll:? [Ec.(4.34)], esta
representada por la parte sombreada de la figura a la izquierda. Notar por otro lado que en
Ec.(4.33) se suma sobre todas las subbandas %, no solamente aquellas que satisfacen €;, > p.

Reemplazando por los orbitales correspondientes para el caso C2D en los elementos de
matriz de Ec.(4.31). obtenemos:

<7;k1 jk2|lk3 mk4>g’ 22 dz dz fza( )fjtf’ (z,)fla (z)gmcf’ (zl)

—ikip —ikgp’ tk3p ik4p’
x / dpdp'S—2 ¢ —° (4.35)
Vip =02+ (z—7)?

Para evaluar la integral en la coordenada paralela, recurrimos a la transformada de Fourier

Fy(|2]) de la interacciéon coulombiana:

% \/7 = e"PF,(|z)). (4.36)

Los coeficientes de Fourier Fj(|z|) se obtienen haciendo la antitransformada:

1 e—tap

Fy(|2]) = (4.37)
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Reemplazando la interaccion coulombiana en Ec.(4.35) por Ec.(4.36), y utilizando [ dx exp(ixq) =
0q,0, Obtenemos:

(ikq jko|lk3 mky) o1 = Ok, ko ks+ka /dz d2'8i6(2)€j50 (2)E10(2)Eme (2)
X Fi,_xy/(|z = 2|) (4.38)

El factor 0k, ks ks+k, €0 Ec.(4.38), en vista del hamiltoniano de interaccion escrito en términos
de los elementos de matriz (io, jo'|lo, mo') en Ec.(3.19), vemos que representa la conservacion
del impulso en los procesos de interaccién coulombiana.

La integral en Ec.(4.37) para los coeficientes de Fourier puede resolverse, y el resultado es:

27-( e_q‘z|
Rl = (139
Reemplazando este resultado en Ec.(4.38) obtenemos, luego de hacer un simple cambio de
variables: o V. @
. . T Vio jo' lo mo'\4
(ik + qjk' — q|lkmk’) , = dqq I%’ (4.40)
donde hemos definido los factores de forma Vi jo' 156 mo' (q) POI:
Via]’a’,lamrf’ (Q) - /dz dz,ﬁio(z)fja’ (z,)fla(z)gma’(zl)eiqvizq- (4-41)

En el limite 2D estricto, que se obtiene de reemplazar el orbital fundamental de KS por

b15(2) = +/9(2) [12], los elementos de matriz de la interaccion coulombiana valen (k + qk’ — qlkk'), , =

(2m/A)(1/q). De la similitud de este resultado con Ec.(4.40), vemos que el factor de forma
Vio jo' jomo' () en Ec.(4.40) da cuenta de la extension en z de las funciones de onda y depende
de la forma del potencial externo en la direccién perpendicular.

Vamos a aplicar ahora los resultados de Ec.(4.32) para la suma sobre niveles de KS y
de Ec.(4.40) para los elementos de matriz al célculo de la contribucién de intercambio en
Ec.(4.28):

= ——Z S S AF fk+q (ik jk + q|jk + qik),

o 3j<F kq
_ 127 zaga,]ow kig k”
Bo=—572.2. 2. ka hilka |-
o i j<F q

Pasando al continuo las sumas sobre impulso segtn la prescrlpci(’)n en Ec.(4.10), obtenemos:

k kja
E, = 2 Z Z /quwga,]Uw )JOO ((),q,()), (4'42)

o ij<F

. kKIS . ) )
donde la funcién J,Z ¥ (0, q,0) que definiremos méas adelante, representa en este caso el area
00 34 9
de interseccién de dos circulos de radio k7 v k%7 cuyos centros estan separados una distancia
F F
q:

kw-kj
Job " (0,4,0 / dkfiF i o« (4.43)
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Para esta integral puede obtenerse un expresién analitica, ver apéndice B para el caso ¢ = j
y Ref.[77] para el caso mas general i # j. La diferencia entre la expresion que obtuvimos en
Ec.(4.27) para E; y la que obtuvimos en Ec.(4.42), es que, en la primera integramos primero
analiticamente en el impulso paralelo, dejando la integral numérica para la coordenada paralela
p, mientras que Ec.(4.42) se obtuvo integrando analiticamente en la coordenada paralela,
dejando la integral numérica para el impulso q.

Aplicando ahora los resultados de Ecs.(4.32) y (4.33) para la suma sobre niveles de KS
y de Ec.(4.40) para los elementos de matriz al calculo de las contribuciones de correlacion
de Ecs.(4.29) y (4.30), llegamos a expresiones explicitas en términos de los orbitales de sub-
banda &;,(z) para las mismas, aunque el célculo es bastante més largo y complicado (aunque
siguiendo pasos similares) que el que se hizo para obtener el resultado de Ec.(4.42) correspon-
diente a la contribucién de intercambio. Sin dar los detalles del cédlculo, damos directamente
el resultado, eliminando el indice de espin ya que consideramos una situacién paramagnética:

L= -2 Z ka Qk —m] szk . zll]

i<F,j>1 k l<F q

2
, (4.44)

2
Fup= - %3 353 // dp dgVis il [;pvzm,ﬁ(q)—wm,ij(p)]

1,j<Flm=1

k™ K
XF,fk;(Slm,ij,p, q)- (4.45)

En las ecuaciones de arriba, hemos usado las siguientes definiciones: €j; = €; — &; ¥ €5 1m =
€i +€j — € — €m. Por otro lado tenemos:

Vi = / " 4 () Va(2)8(2), (4.46)

Je (9 D,q)
ab _ MLV 4.4
cd(e:p:9) /0 d9€ + pq cos(0) (4.47)

J22(0,p, q) en Ec.(4.47) denota el area de interseccion en el espacio bidimensional del impulso
paralelo entre dos, tres o cuatro discos o antidiscos. Por ejemplo, Jf; (0,p,q) representa el
area de interseccion entre dos antidiscos de radios a y ¢, y dos discos de radios b y d (ver
Fig.(4.2)). Notar que los indices subrayados representan anticirculos, mientras que los indices
sin subrayado representan circulos. El orden de los indices también indica la posicién del
centro de cada circulo o anticirculo (en el espacio k; — ky): el centro del disco/antidisco de
radio a esté situado en k; = 0, el disco/antidisco de radio b estd en ko = p, el de radio c esta
centrado en kg = p + q, y el de radio d estd centrado en ky = q. 6 corresponde al angulo
entre p y q. Mateméaticamente, esta interseccién se escribe como:

J23(0,p,9) = / dk gt fi—p i (p+q) fi—q- (4.48)
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Fig. 4.2: Representacion gréfica de Jf ; (0,p,q), correspondiente al 4rea de interseccion (som-
breado) en el espacio k; — k, entre dos discos (b y d) y dos antidiscos (a y c).

Para el analisis que haremos en el capitulo 6 de la energia de correlacién, serd conveniente
separar la suma sobre subbandas en Ec.(4.45) para E s en tres contribuciones: E"4 con
l,m < F; Eintra=inter - correspondiente a la eleccion [ < F, m > F (y vice versa); y Eter,
donde I,m > F, tal que E, o = Eintre 4 pintra-inter 4 pinter  Fp 13 figura (4.3) mostramos
esquematicamente el par de excitaciones electréon-hueco relacionado a cada contribucion.

La dificultad numérica para el célculo de Ecs.(4.44) y (4.45) tiene dos origenes. Por un lado,
si bien el cdlculo de las integrales bidimensionales correspondientes a intersecciones de circulos
(v anticirculos) J¢ 5(9, p,q) como la de Ec.(4.48), se hace sencillamente con, por ejemplo, una
integracion de Monte Carlo (el integrando es muy facil de evaluar, siendo 0 0 1), estas integrales
introducen limites de integracion muy complejos en las variables p, ¢ y € (e.g. ver la extensa
expresion analitica para una interseccién de cuatro circulos de radio unidad en Ref.[56]), dadas
las distintas configuraciones en las posiciones posibles de los cuatro circulos que se intersectan.
Si bien esta no es una dificultad estrictamente numérica, repercute en un c6digo numérico
bastante engorroso a la hora de implementar el calculo de Ecs.(4.44) y (4.45). Por otro lado, la
dificultad numérica real esta en el elevado orden de las integrales a calcular. En el peor caso de
Ec.(4.45) (en que ninguna integral de interseccién de circulos pueda hacerse analiticamente), el
célculo de la misma requiere una integraciéon de orden 9 (una suma sobre niveles de subbanda
de KS desocupados equivale a una integral). Un calculo preciso de una integral de este orden
puede llevar horas. Teniendo en cuenta que el calculo del potencial correspondiente requiere
un nimero de evaluaciones de Ec.(4.45) del orden del nimero de puntos de discretizacion de
la coordenada z, esto hace que el calculo de un potencial corresponda a una integral de orden
10, que puede llevar un dia de célculo. Si a esto agregamos la necesidad de efectuar calculos
autoconsistentes con varias evaluaciones del potencial el tiempo de célculo se ve atun maés
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a) Intra b) Intra-inter
| Energy A Energy

A
a v \ L
RN . N kx

Kk

y

Fig. 4.3: Representacion esquemaético de las transiciones de tipo par electréon-hueco que con-
tribuyen a la energia de correlacién de segundo orden E. o, para el caso de una subbanda
ocupada. (a) intra, (b) intra-inter, (c) inter. Los circulos llenos representan electrones, mien-
tras que los circulos vacios representan huecos y las flechas denotan transiciones inducidas por
la interaccion coulombiana entre electrones.

incrementado. No obstante este costo computacional, debemos notar que el método usual
de Monte Carlo difusivo para tratar las correlaciénes con un gran nivel de exactitud, puede
resultar atin mas costoso computacionalmente.|2|

4.4 Método del potencial efectivo para sistemas C2D

Las funcionales de Ecs.(4.42), (4.44) y (4.45) para las contribuciones de intercambio y cor-
relacion, podemos ver que dependen explicitamente de los orbitales de KS &;,(z) y de las
ocupaciones n;,, que definimos como:

(4.49)

La dependencia explicita en las ocupaciones es a través de los impulsos de Fermi k}? =
2,/Tn;s0(nis) y de las diferencias de energia €;; = 2m(n; —14) ¥ €1m.ij = 27 (N +nj—np— Ny,
En esta seccién desarrollaremos un formalismo OEP para funcionales implicitas C2D del tipo
Fl{&is},{nis}]. En términos de las ocupaciones, la densidad electronica del sistema C2D se
escribe:

ny(z) = Z Niotio(2)20(niy)- (4.50)
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De esta expresiéon para la densidad, vemos que la ocupacién n;, puede interpretarse como la
densidad bidimensional correspondiente a la subbanda io: n;; = N;,;/A, en el caso en que io
es un estado ocupado. Cuando €;, > p la ocupacion n;, es un nimero negativo y no puede
interpretarse como una densidad. Si comparamos esta expresiéon de la densidad con la corre-
spondiente a sistemas finitos en Ec.(2.43) o si comparamos la expresion para el intercambio en
un sistema C2D infinito de Ec.(4.42) con la expresion del intercambio para un sistema finito
en Ec.(3.4), vemos que un cambio infinitesimal en las ocupaciones, o equivalentemente, en los
orbitales ¢;, de KS en un sistema continuo (infinito) produce un cambio también infinitesimal
en la densidad y en la energia de intercambio, mientras que el cambio infinitesimal de €, en
sistemas finitos no produce una variaciéon infinitesimal correspondiente en estas cantidades.
Esto se debe a que la extension infinita en el plano paralelo en un sistema C2D da lugar a
un continuo de niveles inexistente en un sistema finito, provocando una dependencia continua
de las funcionales con respecto a las autoenergias de KS. En suma, el sistema C2D presenta
una combinacién muy interesante entre un sistema discreto y uno continuo, ya que posee car-
acteristicas de ambos tipos de sistemas: la discretizacion en la direccién perpendicular dara
discontinuidades en las funcionales cada vez que se ocupa una nueva subbanda, tal como un
sistema, finito es discontinuo ante la ocupacién de un nuevo orbital, pero a su vez el sistema, es
continuo en la coordenada paralela k, de modo que cada subbanda puede tener una ocupacién
arbitraria n;,, a diferencia de un sistema finito a temperatura cero, en que las ocupaciones de
cada orbital son cero o uno.

Comencemos utilizando la regla de la cadena para derivadas funcionales para calcular el
potencial correspondiente a la funcional F:

1 WVkso (21)
Vro(2) = A(Sna AZ / dzlavKS,, (1) ong(z) (4.51)

Definimos la funcién respuesta densidad como:

dng(z)
, n_—_779\"] 4.52
XG'O' (Z, z ) 5VKSO-I (ZI) 9 ( )
que, como veremos, es diagonal en espin. La funcién respuesta satisface:
/ donxo (2, 21)X5 (1, 2') = 6(2 — 2), (4.53)

con x, (2, 2")= 0Viss(2)/0ns(2"). Multiplicando a izquierda y derecha de Ec.(4.51) por la
funcion respuesta y utilizando la relacion (4.53), obtenemos:

[Vre@ole ) = g (4.5

Vamos a calcular la derivada funcional 6F/6Vkgs,(z) de una funcional orbital arbitraria

f[{fia}’ {nia}] :

0F  0&iq( on;
] w 10
5VKSO’ Z/d 5€zo 6VKSO’ Z anw 5VKSU’ ) (4.55)
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Por teorfa de perturbaciones a primer orden, podemos obtener el resultado exacto para la
derivada funcional §¢;,(2")/6Vkss(2) que aparece al lado derecho de Ec.(4.55):

662'0’ (zl)
0Vkse(2)

Gis (2, 2) Z M (4.57)

i Eio — 5]0

= 0pe&io(2)Gio (7, 2), (4.56)

El calculo de la derivada funcional dn;,/dVkss(2) en el segundo sumando de Ec.(4.55) puede
escribirse como:

6nia’ _ i |: 5,“ _ 55i0’
6VKSO’(Z) 2m 6VKSO’(Z) 5VKSO’(Z)

Del mismo modo que hicimos en el caso finito, la derivada funcional de los orbitales de KS

(4.58)

€0 podemos también calcularla exactamente mediante teoria de perturbaciones:
551’0’
WVikso(2)

Nos queda ahora determinar la derivada funcional del potencial quimico respecto del potencial

= daa’giﬂ(z)Q' (459)

de KS en Ec.(4.58). Para ello debemos considerar dos casos. a) Supongamos que los electrones
en el pozo C2D provienen de un reservorio de electrones que fija un potencial quimico comun
en el sistema y que el sistema C2D puede intercambiar electrones con este reservorio. En este
caso p es un parametro externo (asi como lo es el potencial externo Vez(z)) y por lo tanto

tendremos
op
5VKSO’ (Z)

A este sistema, que puede cambiar electrones con un reservorio, lo denominaremos sistema

- 0. (4.60)

abierto (SA). b) Supongamos ahora que el sistema tiene un numero de electrones fijo. En
este caso ante una variacion arbitraria del potencial de KS §Vkg,(z) el potencial quimico del
sistema p debe ajustarse de manera tal de no cambiar el nimero de particulas por unidad
de area del sistema 0 = dn = >, 0nije= (NeupOp — D ;5 0€is)/2m, donde Ny es el ntimero
de subbandas ocupadas en el pozo cudntico. En la secciéon 4.5 veremos que esta condicién
implica:

O
ic . 4.61
6VKSO’ sub Zg ( )

A un sistema con niimero de particulas constante le llamaremos sistema cerrado (SC). En esta
seccion investigaremos la formulacion OEP correspondiente a un SA. En la préxima seccién
veremos que el desarrollo del OEP para un SC da una solucion idéntica al OEP para el SA,
. (sc) _ 1,(SA4)
i.e. veremos que Vy' "/ (2) = V7 (2).

Continuando entonces con el caso correspondiente a un SA, reemplazamos Ecs.(4.56) y
(4.58) en Ec.(4.55), teniendo en cuenta la prescripcion de Ec.(4.60) para un sistema abierto,

para obtener:

6VKSo' /d '5§ w(z’,Z)fia( )+ o on w_gw( ) . (462)
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Ec.(4.62) nos permite obtener la derivada funcional respecto del potencial de KS de una
funcional implicita arbitraria F. En particular, tomando F = nq(z)= ), Niokis(2)%0(Nio),
obtenemos la funcién respuesta x,(z, 2’ )= ény(2)/dVks(2'):

Xo(2,72') =2 Z 0(nio)niclio(2)Gia (2, 2')&ig(2') — % Z O(nic)&io (2)°&in(#)?,  (4.63)

donde hemos usado los resultados 6ny(2)/0&is (2') = 20(nis)nickic(2)6(z—2") y Ong(2) /Onic=
&i5(2)%0(nis), que se obtienen haciendo las derivadas respectivas a la Ec.(4.50) para la densi-
dad del sistema C2D. Si ahora insertamos el resultado de Ec.(4.63) para x, y el resultado de
Ec.(4.62) para las derivadas funcionales respecto del potencial de KS en la ecuacion integral
(4.54) para el potencial Vg, (z), obtenemos, luego de reordenar términos, la ecuacion OEP
para sistemas abiertos C2D:

1

Z NioYF io (2)io (2) = pp Z Criokin(2)?, (4.64)
i i
en la que los corrimientos 9 ,(z) y las constantes Cr ;, estan definidas por:
VYrioc(z) = /dz,AV}',ia(z,)Gio(zla 2)&iq (2'), (4.65)
Crioc = VF,io0(nic) — %687';- (4.66)
En estas ultimas definiciones usamos las cantidades AVr ;,(2) y V x,is definidas por:
AVrir(2) = VEe(2)0(nis) — ur,is(2), (4.67)
Viio = [ 4262V (2), (4.68)
con los potenciales orbitales ur ;s (2) dados por
UF,io(%) : ! o7 (4.69)

~ 24n,, $io(2) 0is(2)

De la definicion de los corrimientos en Ec.(4.65) y observando que en la definicion de G, (2, 2')
en Ec.(4.57) la suma es sobre orbitales j # ¢, obtenemos la siguiente propiedad de ortogonal-
idad:

/ 10 ()0 (2)dz = 0. (4.70)

Integrando ambos miembros de Ec.(4.67) y utilizando la propiedad de ortogonalidad de
Ec.(4.70) obtenemos la importante propiedad:

> Cris =0. (4.71)
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4.5 Meétodo del potencial efectivo en las representaciones {Vig, u}
y {Vks, N}

En esta seccion definiremos con precisiéon las ecuaciones del OEP en el marco de la DFT en
el esquema de Kohn-Sham. Observemos en primer lugar que la densidad electronica (por el
teorema de HK) determina univocamente al potencial del sistema NI de KS, como asi tam-
bién el nimero total de electrones N y el nivel de Fermi u. Por otro lado, sabemos que
el conocimiento del potencial de KS Vkg y el numero de electrones N, o el potencial de
KS y el potencial quimico p determinan univocamente la densidad n(z) y con ella todas las
propiedades del sistema. Tenemos por lo tanto al menos tres conjuntos de variables indepen-
dientes que determinan completamente al sistema: n(z), {Vks, N} v {Vks, pu}. El primer
conjunto es apropiado para el tratamiento de funcionales explicitas de la densidad; los con-
juntos restantes son mas apropiados para el tratamiento de funcionales implicitas, para las
cuales podemos calcular explicitamente §F /6Vkg(z). En las secciones anteriores, al hacer el
célculo de la derivada funcional 6F/6Vkg(z), hemos estado suponiendo como variable inde-
pendiente el potencial de KS (en lugar de la densidad electronica) pero la notaciéon no es del
todo precisa, ya que debemos indicar si mantenemos a N o a p fijos al hacer la derivada. La
notacion adecuada es entonces 0F/dVkg(z)|n si trabajamos en la representacion {Vis, N}
y 0F [6Vks(z)|, si trabajamos en la representacion {Vks, p}. En lo que resta de esta seccion
obtendremos las ecuaciones OEP que determinan completamente al potencial correspondiente
a una dada funcional F, en las representaciones {Vxgs, N} v {Vksg, p} (subseccion 4.5.1) y
mostraremos de manera explicita que las soluciénes obtenidas en ambos formalismos coin-
ciden (subseccion 4.5.2). Desarrollaremos el formalismo para una situacion paramagnética,
eliminando el indice de espin, para hacer més transparente la notacién. La generalizaciéon
para el caso polarizado consiste en considerar las representaciones en los siguientes conjun-
tos de variables independientes {n4(z),n(2)}, {Vks+, Vs, 4} ¥ {Vks+, Vs, N}, con una
directa generalizacion de las ecuaciones OEP que obtendremos.

4.5.1 Ecuaciones OEP en las representaciones {Vikg, u} y {Vks, N}

Comencemos definiendo la cantidad que queremos calcular, esto es, Vz(z):
0F = A/szg:(z)én(z), (4.72)

para todo dn(z). Esta ecuacion integral determina completamente Vr(z). Ec.(4.72) es equiv-

alente a la definicion usual
1 0F

ZW = Vr(2)

que aplicarfamos para obtener el potencial Vz(z) si conociéramos la funcional F explicita-

(4.73)

mente en términos de la densidad n(z). Por lo tanto el potencial Viz(z) es una cantidad bien
definida y depende de la representacién elegida para calcularlo.

Si tomamos la representacion {Viksg, s}, la densidad pasa ahora a ser una variable depen-
diente, por lo que podemos escribir la variacion de la densidad que aparece en el lado derecho
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de Ec.(4.72) como:

on(z)

on(z)
Vks(2') |,

on(z) = o

(SVKs(ZI) dz' + O L. (4.74)

Vks

Reemplazando Ec.(4.74) en Ec.(4.72) obtenemos la siguiente expresion para la variacion 6F:

_on(z)
OF = /dz 0Vks(z !/dz Vr(z 5VKS( )

a partir de la cual encontramos las siguientes dos ecuaciones que determinan el formalismo

on(z)
op

. (4.75)

Vks

+m/www

OEP para el célculo de Vr(z) en la representacion {Vig, p}:

1 OF dn(z")

S o @) E 4.76

A 6Vis(2)|, / 2V ) Vs (2) . (4.76)
1 0F / on(z)
— = = dzVr(z) (4.77)
A op Vks O Vks

Anélogamente, si consideramos la representacion {Vxg, N}, obtenemos las siguientes ecua-
ciones que determinan el OEP para el célculo de V£ (z) en esta representacion:

1 6F _ vy on(2)
1 75VKS('Z) . = /dz Ve(2) Vs | (4.78)
1 o7 = / dzVr(z) 22 . (4.79)

Comencemos analizando el OEP en la representacion {Vig, pu} [Ecs.(4.76) y (4.77)]. Si ten-
emos en cuenta que las funcionales que estamos tratando se escriben de forma explicita en
términos de las ocupaciones n; = (u — €;)/27 y las funciones de onda de subbanda &;(z),
podemos expresar las derivadas que aparecen en Ec.(4.77) de la siguiente manera:

1 oF
il = > e (4.80)
()|  _Op—e),
au Ve = ; sz(Z)2, (481)

donde hemos usado dn;/0p = 1/27 y n(z) = Y, pni€i(z)?. Reemplazando estas dos tltimas
identidades en Ec.(4.77), obtenemos que esta condicién puede escribirse como:

Cr = Y Cr;i=0, (4.82)
%
1 0F —

Cri = Aon 0(ni)V 7. (4.83)

Es interesante notar que si integramos en z ambos miembros de Ec.(4.76) obtenemos como
resultado la ecuaciéon (4.77), por lo que el OEP definido por Ecs.(4.76) y (4.77) esta sobrede-
terminado. Veamos como se obtiene este resulado: en primer lugar, la integral en z del lado
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izquierdo de Ec.(4.76) puede interpretarse como la variacion de la funcional F' ante la adicion
de una constante al potencial de KS dejando fijo p, i.e. si §Vks(z) = ¢ tenemos:

OF
0F = /dz 0Vks(z)

0F

0Vks(z) = c/dz —_—

Vi s ) (4.84)

b b
A su vez, el cambio en la funcional F causado por la adiciéon de una constante ¢ al potencial
de KS, es equivalente al cambio de la funcional F' causado al disminuir en ¢ el nivel de Fermi

(i.e., du = —c) dejando fijo el potencial de KS:

0F = —c oF . (4.85)
7z Vks
Igualando Ecs.(4.84) y (4.85) obtenemos la relacion general:
)
or|  _ —/dz ) (4.86)
8LL Vics 5‘6{5(2) u

Por otro lado, para integrar en z el lado derecho de Ec.(4.76), aplicamos Ec.(4.85) con F =

/ s an(z")
5‘6{5(2)
Reemplazando los resultados de Ecs.(4.86) y (4.87) en la expresion que se obtiene integrando
en z la ecuacion OEP (4.76), obtenemos directamente la Ec.(4.77), verificando de este modo
que la ecuacién (4.76) por si sola determina completamente el potencial Vz(z) en la repre-

n(z') para obtener:
on(z)
Op

7 (4-87)

7 Vks

sentacion {Vig, p}.

Analicemos ahora la formulacién OEP en la representacion {Vkg, N} dada por Ecs.(4.78)
y (4.79). A diferencia del OEP en la representacion {Vkg, p}, en este caso el OEP no esta
sobredeterminado y son necesarias ambas ecuaciones (4.78) y (4.79) para determinar correc-
tamente el potencial Vr(z). Comencemos con la Ec.(4.79), en la cual observamos que las
derivadas respecto a N pueden expresarse utilizando la regla de la cadena como:

or
ON

_ 97
-5

dp(NV)
dN

Vks Vks Vks

Haciendo lo mismo para la derivada de la densidad en el lado derecho de Ec.(4.79), reem-
plazando y eliminando dp/dN|y, en ambos miembros obtenemos que Ec.(4.79) es equiva-
lente a Ec.(4.77) y por lo tanto, para las funcionales implicitas dependientes de las ocupaciones
n; y los orbitales &;(z), en la representacion {Vkg, N}, debe satisfacerse la Ec.(4.82). A difer-
encia de lo que sucedia en la representacion {Vkg, p}, la condiciéon dada por Ec. (4.79) no se
obtiene de la ecuacion OEP (4.78), ya que si integramos esta ultima en la variable z vemos
que se reduce a una identidad trivial. Para darnos cuenta de esto, observemos primero que,
dada la simetria de la funcién respuesta (ver Ecs.(4.63) y (4.94) més adelante), tendremos:

[ el = e | #00]|, = 5 s, =0 6
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y en consecuencia la integral en z del lado derecho de Ec.(4.78) da cero. Siintegramos ahora en
z €l lado izquierdo de la misma ecuacién, notamos que el célculo es equivalente a la variacién
de la funcional F' ante la adiciéon de una constante al potencial Vg, a nimero de particulas
constante. Esto es trivialmente cero, ya que la adiciéon de una constante al potencial en un
sistema cerrado (N fijo) no puede modificar la estructura electrénica ni las ocupaciones del
sistema. Otra caracteristica notable de Ec.(4.78) es que esta es invariante ante la adicién de
una constante al potencial Viz(z), i.e., si la ecuacion se satisface para un cierto Vz(z), también
se cumplird para Vi (z) = V#(2) + ¢, ya que por lo visto en Ec.(4.88):

an(z")
c/dz 75VK5(z)

Esto ultimo no significa que en la representacion {Vig, N} el potencial Vz(z) venga dado a

=0.
N

menos de una constante, ya que Vi en esta representacion también debe satisfacer Ec.(4.79)
(o equivalentemente Ec.(4.82)), siendo esta ecuacion la que fije la constante indeterminada en
Ec.(4.78).

4.5.2 Equivalencia del OEP para sistemas abiertos y cerrados

En esta subseccién mostraremos de manera explicita que las soluciones obtenidas para el
potencial Vr(z) utilizando las Ecs.(4.76) y (4.78) [maés la condicion Ec.(4.82)] son idénticas.
Como dijimos anteriormente, el potencial de KS no determina por completo a la densidad,
sino que debemos ademés especificar el nimero de electrones o el potencial quimico: cuando
evaluemos derivadas funcionales respecto al potencial de KS debemos poner de manera ex-
plicita si es a N o a u constante. En este sentido, dependiendo de si se trabaja en un sistema
abierto en el cual se permite que varie el nimero de particulas, o en uno cerrado donde N
estd fijo, aparecen dos esquemas OEP posibles, derivados, respectivamente, de Ecs.(4.76) y

(4.78):
dng (') 1 OF
dZVED() e | = o 4.89
20’:/ Fo (Z) (SVKS,U(Z) u A (SVKS’U(Z) u ( )
1(SC) dng (2') . l oF 4
Z/d V}-a”’ (Z) 5VKS,U(Z) N - A (5VK5’U(Z) N’ ( 90)

donde hemos puesto los supraindices (SA) y (SC) en los potenciales Vr correspondientes para
distinguirlos a lo largo del célculo, ya que nuestra intencién es mostrar que son idénticos. En
esta seccién reponemos el indice de espin en el célculo. En la seccién anterior obtuvimos los
resultados de Ecs.(4.62) y (4.63) para las cantidades 6F/6Viks,o(2)|y v 016 (2)/0Vi 5,61 (2')| 4
respectivamente, que aparecen en la ecuacién OEP (4.89) para el potencial V](_-‘?UA )(z) cor-
respondiente al sistema abierto. Para calcular las cantidades correspondientes de sistema
cerrado, debemos tener en cuenta que una variaciéon arbitraria en el potencial de KS 6Vkg(2)
debe ir acompanada de una variacién en el potencial quimico i de modo de mantener fijo el
numero de electrones. En lugar del vinculo de Ec.(4.60) tenemos el vinculo :

oN Ze (nis)Eio (2)?, (4.91)

_— O = NS
(SVKS,U(Z)

" §Vis.e(2) 5VKSO’
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dp
(SVKSJ (Z)

Ze (nig)&is (2)2. (4.92)
sub

En Ec.(4.91) hemos usado el resultado ey /6Vi s 4 (2) = 0o &is(2)?, y hemos definido Ny =
Y i 0(nic). Ec.(4.92) se deriva directamente de Ec.(4.91). Teniendo en cuenta este resultado,
insertamos Ec.(4.92) en Ec.(4.58) y lo que resulta de este reemplazo en Ec.(4.55) para obtener,
luego de reordenar términos:

oF
Vi s,0(2)

B 0F
N OVkse(2)],

1
t 2Ny 4 Z s 29 njo)Ejo(2)”- (4.93)

Reemplazando en esta tltima ecuacién la funcional arbitraria F por F = ny(2'), obtenemos
la funcién respuesta en la representacion {Vig, N}:

dngr (2')
6VKSO’( )

_ Ong(2)
N (SVKS’U(Z)

Xo!, (z z) =

St + 5 NW}wa V&o(2)%,  (4.94)

donde usamos Ony(2')/0niy = 054:0(nis)€is(2')%. Vemos entonces que para un sistema cer-
rado, la funcion respuesta x,o/(2,2') no es diagonal en espin como lo era en el caso abierto.
Esto es obvio ya que si modificamos el potencial de KS correpondiente a una proyeccién de
espin, se producird un cambio en el nimero de electrones correspondiente a la proyeccién de
espin opuesta, para mantener constante el nimero de electrones. Por ejemplo, supongamos
que hacemos una variacion del potencial de KS definida por 6Vist(z) =0, §Vks, (2) = 27,
es decir, para electrones con espin 1 no modificamos el potencial de KS, mientras que para
electrones con espin | movemos el potencial de KS en una constante. El cambio en el
nimero de electrones por unidad de area de cada proyecciéon de espin serd, segun Ec.(4.94):
5n¢ - _CNJub
subbandas con proyeccion de espin 1 y | para mantener fijo el niimero de electrones.

Para obtener la relacién entre V}iﬁ) (2) y ](_-Sa,)(z), reemplazamos los resultados de
Ecs.(4.93) y (4.94) en Ec.(4.90) correspondiente al OEP para SC, para obtener, luego de

reordenar términos:

jub /Nsup = —0n4. Es decir, debe haber una transferencia de electrones entre

(D) Sty + [ v )| LT ) ey
27 Nsup = Faie! - iol® “rFe 2 6Vkse(2) ], A dVikse(2) .

Notemos que Ec.(4.95) es similar a la ecuacion OEP Ec.(4.89) para el potencial V](;iA) (2", solo
que nos sobra un término proporcional a la suma de los coeficientes Cr j, (que se obtienen
mediante la Ec.(4.66) con Vg, = V(SC)) y a la funcién Y 7“ &, (2)?. Esta tltima podemos
escribirla como una integral de la funciéon resupesta, notando el siguiente resultado:

ong (2"
ot 2 |
/ ? 5VKS,U’(’Z) "

2’/TN sub Zgw 3
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que se obtiene de integrar Ec.(4.94) en la variable 2'.

5C)

. . L. . ( . '
incluir el término proporcional a los C’f_,i ., en la integral sobre z':

Utilizando este resultado podemos

/dz' V(SC)(Z') - CgC) Ong (2) _ 1 0F
ne Niy | 0Vkse(2)|, A 6Vkse(2)|,

SC sC L 1as . . .
con Cg_- ) = Yio C';,. ). Vemos que esta tltima ecuacién es la misma que la que determina

10
V;_-‘?f)(z) en Ec.(4.89), por lo tanto tenemos:

(SA) (5C) cF
Vig (2) =Vig (2) =~ (4.96)
sub

Esta ultima ecuaciéon implica que los potenciales correspondientes a un sistema abierto y uno
cerrado difieren en una constante aditiva para cada espin. Pero para un sistema cerrado,
ademaés de la ecuacion (4.90) el potencial también debe satisfacer Ec.(4.82), que nos dice que
Cg()) = 0. Entonces, Ec.(4.96) se reduce a

Vin(2) = Ve, (2).
Esto nos da la seguridad de que en un sistema cerrado podemos hacer el calculo del potencial
Vr(z) utilizando la Ec.(4.89), que es méas simple ya que contiene implicita la condiciéon de
Ec.(4.82) y por otro lado en esta formulaciéon tenemos también la ventaja de que la funciéon
respuesta es invertible, a diferencia de la funcién respuesta en la representacion {Vig, N},
donde la traza nula de la misma [ver Ec.(4.88)] hace que la misma sea singular y por lo tanto

no invertible.






CAPITULO 5

SISTEMAS CUASI 2D EN LA
APROXIMACION DE INTERCAMBIO
EXACTO

5.1 Introduccion

En este capitulo presentaremos dos aplicaciones de la teoria desarrollada en el capitulo ante-
rior. Trabajaremos en la aproximacién de intercambio exacto, despreciando la contribucién de
correlaciéon o tratdndola a nivel LDA. Investigaremos primeramente en la seccién 5.2 un pozo
cuantico con estructura de doble pozo. El gas fuertemente inhomogéneo formado nos servira
para caracterizar el hueco de intercambio exacto en distintas posiciones del sistema. Estudi-
aremos distintos regimenes del sistema, explorando en particular la transiciéon 3D — 2D. Los
resultados de esta seccion han dado lugar a la publicacion de Ref.[27]. En la seccion 5.3 inves-
tigaremos el comportamiento de la aproximacién de intercambio exacto en la aplicacién a un
sistema més realista, compuesto por un pozo cudntico semiconductor con dopaje modulado.
En este sistema abierto, que intercambia electrones con una regién dopada con impurezas
donoras, la estructura electrénica de subbandas sufre una renormalizacién abrupta cuando se
pasa del régimen de una subbanda ocupada al de dos subbandas ocupadas. Este interesante
efecto es producido por la interaccién de intercambio, que actta formando estructuras de
barrera en el potencial de intercambio en zonas de acumulacion electrénica, controlando la
ocupacion de las subbandas. El estudio presentado en esta secciéon fue publicado en Ref.[28].

5.2 Intercambio exacto en DFT aplicado a un gas de electrones
C2D fuertemente inhomogéneo
S.Rigamonti, F.A. Reboredo y C.R. Proetto, Phys. Rev. B 68, 235309 (2003)

En el capitulo anterior introdujimos el formalismo OEP para el cédlculo de potenciales cor-

respondientes a funcionales implicitas de la densidad, y derivamos expresiones para las fun-
cionales de intercambio y correlacion en la geometria C2D. En esta seccién presentaremos la

99
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aplicaciéon de este método en un sistema fuertemente inhomogéneo, en el cual podremos aislar
importantes efectos introducidos por un tratamiento exacto de la contribucién de intercambio,

mediante una comparaciéon con célculos en la aproximaciéon LDA para el mismo sistema.

5.2.1 Descripcién del sistema y método numérico

El sistema en estudio lo presentamos esquematicamente en la Fig.(5.1). La motivaciéon para
estudiar este sistema fue un analisis hecho por Nekovee, Foulkes y Needs en Ref.[78] para un
sistema similar utilizando el método de Monte Carlo variacional. Este método se basa en la
optimizacién de una funcién de onda correlacionada de muchos cuerpos [2] y los resultados
obtenidos con el mismo suelen ser muy precisos, aunque muy costosos desde el punto de vista
computacional. Nuestro modelo consiste de un potencial externo de doble pozo:

2
Vear(2) = Voleos(a2) ~ 1 si Jol <A =27,

Veat(z) = 0; si A < |z]| < A+,
Vert(z) = 005 si |z| > A+ d.

Este potencial externo modula fuertemente la densidad electronica en la direccién z y mantiene
la simetria traslacional en el plano z — y [ver Fig.(5.1)]. Todo el sistema esta confinado por
dos barreras infinitas situadas en z = +(d + \). La neutralidad del sistema se logra mediante
la presencia de una feta de carga positiva uniforme, o jellium, de densidad @ = 3/47r2, donde
rs = ro/ag, con 4mrd /3 siendo el volimen promedio por electrén y ag = 0.529A el radio de
Bohr [32].

Siguiendo la Ref.[78], fijamos el radio de Wigner Seitz en r; = 2, que corresponde aproxi-
madamente a la densidad del aluminio, y la amplitud del potencial externo en Vy = 2.0860F,
donde €Y% es la energia de Fermi correspondiente a un gas 3D uniforme de densidad 7. Estu-
diamos sistemas con diferentes modulaciones ¢/k% del potencial externo, con k% = (377)"/3.
Notar que al disminuir la cantidad ¢, aumenta la longitud de onda A de la oscilaciéon de Vegy,
y por consiguiente la disminucién de ¢ conduce a potenciales externos més suaves (ya que la
altura de la barrera Vj se mantiene fija), aproximandose el sistema a una situacion 3D.

Para obtener una expresiéon explicita para el potencial de intercambio exacto en términos
de los orbitales de KS para el pozo cuantico, utilizamos la expresion de Ec.(4.51), con F = E,:

Vao(z) = Z/dz WXU (7', 2). (5.1)
La inversa x;'(2/,2) de la funcién respuesta, la obtenemos invirtiendo numéricamente la
expresion para x,(z,z') en Ec.(4.63). Para obtener la derivada funcional de la energfa de
intercambio exacto respecto del potencial de KS, recurrimos a la expresiéon en Ec.(4.62) con
F=FE,:

5VKSU Z/d ! Eo w(z z fzcr Z anwé.w , (5'2)
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A Veu(2) A

Jellium
slab

2V

Fig. 5.1: Esquema del potencial externo, Veyt(z) = Vpcos(gz). La longitud de onda de la
modulacién es A = 27/q, y la amplitud es Vp = 2.086%. La distancia entre la feta de jellium
(region sombreada) y las barreras infinitas (ubicadas en z = +(d + \)) es d = 2a¢ ~ 1A.
Verificamos que los resultados no cambian para valores de d mayores que el asignado.

donde ¢ < F' denota sumar sobre subbandas tales que €;, < u. Esto contrasta con las sumas
sobre todos los orbitales de KS en Ec.(4.62), y se debe a que la funcional de intercambio exacto
depende tinicamente de orbitales ocupados. Expresiones explicitas en términos de los orbitales
y ocupaciones de KS para 0 E; /6¢;5(z) y para OE;/0n;, pueden obtenerse a partir de alguna de
las expresiones Ec.(4.27) o Ec.(4.42) correspondiente a la energia de intercambio exacto para
sistemas C2D, con la integral analitica en el impulso paralelo o en la coordenada paralela,
respectivamente. Si elegimos Ec.(4.27) para expresar el intercambio exacto, obtenemos las
siguientes expresiones explicitas para estas derivadas:

Be = Y K60 le) [ () [ do WKED K D)

6§w( J<F p p2 + (Z _ z/)2
OE, o 0 ki p) Jo (K27
e = AT [ G (N () [ DD (5

J<F

En estas ecuaciones Jo(z) y J1(z) son las funciones de Bessel de orden 0 y 1 respectivamente
y (K9)? = d7n,.

La resolucién autoconsitente para una dada modulaciéon del potencial externo consiste de
los siguientes pasos:

1. Partir de un sistema autoconsistente a la LDA, como se explicé en la Secciéon 2.4.
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2. Con el potencial de KS obtenido en el punto anterior, resolver las ecuaciones de KS (4.5)
para encontrar los orbitales &;,(z) y autoenergias de KS ¢;,. Hallar ademés el potencial
quimico 4 tal que se mantenga fijo el namero de electrones, i.e. 7w =), nis/2\.

3. Con los orbitales &;,(z) y ocupaciones n;, del punto anterior evaluar V, con Ec.(5.1)
(usando las expresiones explicitas (5.3) y (5.4) para las distinas derivadas). Evaluar
también la densidad mediante Ec.(4.50), calcular el potencial de Hartree recurriendo a
Ec.(4.25) y calcular, en caso de ser incluido, el potencial de correlaciéon a la LDA.

4. Construir el potencial de KS Vi s(2) = Vegt(2) + Vi (2) + Vz(2) y volver al punto 2 hasta
alcanzar la autoconsistencia.

5.2.2 Hueco de intercambio exacto

Una manera de caracterizar la precisién de una aproximaciéon en DFT es mediante el analisis
de la densidad del hueco de intercambio y correlacién, en términos del cual se puede expresar
la energia de XC [ver Ecs.(2.48) y (2.54)]. De ahora en més, como estamos en una situacion
paramagnética (PM), quitaremos el indice de espin, teniendo cuidado de incluir los factores
2 correspondientes. Nos concentraremos en la contribucién de intercambio exacto, tratando
la contribucién de correlaciéon en la aproximacién LDA. Partiendo de las definiciones en el
capitulo 2, tenemos, para el caso PM:

1 3., 3 17(r)pe (r'|r)
donde el hueco de intercambio p,(r'|r) representa la disminucién de la densidad en el punto r'
dado que hay un electron en el punto r y esta causado por la correlaciéon cuantica (exclusion
de Pauli). Partiendo de la Ec.(2.49) para el hueco de intercambio y considerando la situacién
PM, tenemos:

112360k — &) () i)
2 n(r) ’

Evaluando la Ec.(5.6) para la geometria C2D con los orbitales de KS ¢(z) =exp(ik -

pa(r'|r) = (5.6)

p)¢i(2)/VA, yla prescripcion de Ec.(4.10) para hacer sumas sobre orbitales de KS, obtenemos:

- _ i 1.J i J
p(r+R,r) = 2(7TR||)2’IL(Z) ”Z<F kpkpJi (kFR”)Jl (kFRII)

x &i(z + Z2)&i(2)Ei(z + Z2)&;(2), (5.7)

donde R = (RH, Z), con R la coordenada paralela del punto de observaciéon. Tomando el
limite R), Z — 0, es facil ver que p;(r|r) = —n(r)/2, e integrando vemos que se cumple la
propiedad exacta [11]:

/ dRps(r +Rir) = —1. (5.8)

Notar de Ec.(5.7) que debido a la invariancia traslacional el valor del hueco de intercambio
no depende de la coordenada paralela p correspondiente a la particula de prueba en r. Como
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Fig. 5.2: Densidad del hueco de intercambio en un méximo de densidad del pozo (z = —\/2

en Fig.(5.1)), para la modulacién g/k% = 1.11. Panel de la izquierda: hueco de intercambio

exacto (hX* = p,). Panel de la derecha: hueco de intercambio en la aproximacion LDA
(hLDA — pLDA)
T x °

el hueco depende s6lo de la magnitud R|; y no de la direccion en el plano paralelo, vemos que
el hueco de intercambio en la geometria C2D posee simetria cilindrica a lo largo del eje z.
En el limite k%RH > 1 (suponiendo una ocupacion finita de todas las subbandas ocupadas) y
usando la expansién asintética de la funciéon de Bessel, obtenemos:

pole i) & s

é;ﬂﬁ%w%&—%wM%R—%mw+mm&m+mmﬁ(m)

De Ec.(5.9) vemos que el decaimiento asintotico del hueco de intercambio exacto estad dado
por R 3 a lo largo del plano paralelo, por otro lado, el decaimiento a lo largo del eje z esta
controlado por el decaimiento exponencial de las funciones de onda de subbanda &;(z). La
evaluacion de Ec.(5.6) en el esquema DFT-LDA, que se obtiene reemplazando los orbitales
de KS por ondas planas 3D, da el siguiente resultado para el hueco de intercambio en la
aproximaciéon LDA:

PP e+ Rir) = — " plkpR), (5.10)

con F(z) = 9[(sinz —z cosz)/z®]?. En Ec.(5.10) y de acuerdo a la prescripcién LDA, kr(r) =
[372n(r)]'/3. De Ec.(5.10) vemos que el hueco de intercambio en la aproximacién LDA tiene
simetria esférica y esté centrado en el punto de prueba r, a diferencia del hueco de intercambio
exacto que tiene simetria cilindrica. Por otro lado el decaimiento asint6tico del hueco de
intercambio a la LDA, que se obtiene del comportamiento de F(z > 1), va como R™%.

5.2.3 Resultados

En la Fig.(5.2) podemos ver el hueco de intercambio exacto (XX) a la izquierda y el hueco
de intercambio en la aproximacion LDA a la derecha, en funcion de (z + Z) y R, evaluados
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Fig. 5.3: Hueco de intercambio exacto en el minimo de densidad (z = 0 en Fig.(5.1)), para
q/kro = 1.11. Panel de la izquierda: hueco de intercambio exacto (hX% (r,r + R) = py(r,r +
R)). Panel de la derecha: hueco de intercambio en la aproximacién LDA (hLPA(r,r + R) =
pEPA(r r 4+ R)). Es importante notar que el valor numérico de hLP4

el valor de hX*: ambos valen n(0)/2 alli.

en z = () conicide con

ambos para el electron de prueba en la coordenada p = 0, z = —A/2, i.e., en el pozo de
potencial de la izquierda de la Fig.(5.1). Para este caso ambos huecos estan centrados en la
coordenada del electron de prueba. Notar que en la figura sélo se muestra la mitad del hueco
de intercambio; el hueco completo podria obtenerse por reflexiéon con respecto al eje z. El
hueco de XX esté contraido a lo largo de la direcciéon de confinamiento z, debido al hecho de
que los decaimientos a lo largo del plano y de la direccién perpendicular z son distintos, como
dijimos antes al referirnos al comportamiento asintotico del hueco en Ec.(5.9). El hecho de que
el hueco de XX tenga un valor muy pequeno en el pozo de la derecha (pequefio comparado con
el valor en z 4+ Z = —\/2), indica que el sistema esta en un limite de muy poco solapamiento
de las funciones de onda de ambos pozos.

La situaciéon mostrada en la Fig.(5.3), correspondiente al electron de prueba en la coorde-
nada p =0, z = 0, es completamente distinta a la mostrada en la Fig.(5.2). Aqui, p(r+R|r)
toma su maximo valor en aquellos puntos de observacién Z en los cuales la densidad es max-
ima (puntos z = £\ /2). Este es el comportamiento fisicamente correcto que uno espera para
la densidad del hueco de intercambio, y que puede obtenerse facilmente de la Ec.(5.7). Anal-
izando el caso sencillo correspondiente a una sola subbanda ocupada en el pozo, la Ec.(5.7)
para el hueco de intercambio exacto se reduce a:

_ Ji(kLR.)?

= &1(z+ 2)2 (5.11)

pz(r + Rr) =
La Ec.(5.11) toma su valor méximo cuando el argumento de la funcién de onda de subbanda
coincide con un méximo de la densidad. Este comportamiento no local del hueco de inter-
cambio exacto sigue verificindose cuando el sistema tiene méas de una subbanda ocupada (en
las Figs.(5.2) y (5.3) mostramos el sistema con dos subbandas ocupadas). Para los puntos
de prueba z = +£A/2 esto sucede para Z = 0, mientras que para el electron de prueba en
z = 0, esto sucede para Z = £A/2. El hueco de intercambio a la LDA, por otro lado, esta
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Fig. 5.4: Energfa de intercambio por electrén en funcién de la modulacién del potencial. La

lineas llenas y a trazos corresponden, respectivamente, a nuestros calculos XX (¢XX) y LDA

XX

XX pero sin correlacion [¢XX (no-c)]. Los circulos

(eLPA). Los circulos vacios corresponden a e
llenos son los datos correspondientes a los calculos VMC de Ref.[78]

siempre centrado en la coordenada de prueba z. Notar que el cumplimiento de la condicién
pz(r|r) = —n(r)/2 en ambas aproximaciones (XX y LDA), y que en la aproximaciéon LDA
el hueco decae mondétonamente para todo R > 0, implica que la magnitud del hueco de in-
tercambio a la LDA serd mucho menor a la magnitud del hueco de XX en los puntos de
alta densidad, y por otro lado, el cumplimiento de la regla de suma de Ec.(5.8) para la LDA
implica que este hueco estard mucho mas extendido espacialmente que el hueco de XX.

En la Fig.(5.4) mostramos la energia de intercambio por particula, €, = E./(napA),
calculada en diferentes aproximaciones ¢ = XX, LDA, XX (no — c¢), VMC (los valores de
eYMC fueron tomados de Ref.[78]), como funcién de la modulacién del potencial ¢/k%. nop es

el namero de electrones por unidad de area en el pozo nop = f n(z)dz. Considerando primero

LDA

las curvas para e~ y ek

, podemos observar tres regimenes:

1. q/k% < 1: para valores de la modulacién menores que uno, el ancho 2\ del jellium de
densidad constante r; = 2 es mayor que la longitud de onda de los electrones al nivel de
Fermi. Esta extension en z del jellium es mayor a medida que se disminuye la modulacién
q/ k:%. Debido a que la densidad del jellium es constante, la carga por unidad de area se
hace cada vez mas grande a medida que aumenta el ancho 2X del jellium y disminuye
la importancia relativa de la barrera de potencial V. En suma, el sistema se aproxima
al gas 3D con una modulacién externa muy suave. Esto se evidencia en el acercamiento
de las curvas para XX y LDA, ya que LDA es una buena aproximacion para gases casi
homogéneos. Tambien vemos que a medida que se disminuye la modulacién, ambas
curvas para XX y LDA se aproximan al resultado exacto para un gas homogéneo 3D de
densidad rs = 2 (indicado con una flecha en el extremo superior derecho de la figura),
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que obtenemos particularizando la Ec.(2.61) al caso paramagnético ¢ = 0:

0 (r,) = - (%)1/3 1 (5.12)

4 Ty

2. q/k% ~ 1: para modulaciones cercanas a uno, el ancho A de los pozos es del orden de la
longitud de onda de los electrones. Debido a esto, el confinamiento de los electrones en
los pozos de potencial es muy efectivo, y el sistema se aproxima al limite bidimensional.
Esto puede verse en el acercamiento notable de eX* al resultado exacto para un gas
uniforme 2D de densidad rs = 2, indicado con una flecha en el extremo inferior derecho
de la figura. Este valor lo obtenemos de Ec.(2.63) para ¢ = 0. Otra caracteristica
notable en este régimen de confinamiento muy efectivo es la subestimaciéon en LDA de la
energia de intercambio. Esto es razonable ya que la LDA se basa en resultados para el gas
homogéneo 3D y este es un régimen muy proximo al limite 2D y de gran inhomogeneidad
en la densidad. Como vimos en la seccién (2.5), para una dada separacién media 7
de los electrones las correlaciones son mas importantes en un sistema 2D que en un
sistema 3D. En esta figura podemos ver esta transiciéon 3D-2D ejemplificada en un
sitema cuasibidimensional.

3. q/k% > 1: a medida que se aumenta el valor de la modulacion, disminuye el ancho de la
capa de jellium, y por consiguiente el numero de electrones, ya que la densidad del jellium
es constante. Por otro lado, la disminucién del ancho del jellium hace més inefectiva la
contencién de los electrones dentro del mismo, de manera que los electrones se dispersan
hacia afuera de esta capa de carga positiva aumentando la separaciéon media entre ellos,
i.e., el rs efectivo de los electrones termina siendo mayor al rg corrrespondiente a la
densidad del jellium. Esto se evidencia en la disminucion (en valor absoluto) de la
energia de intercambio exacto hacia un valor menor que el limite 3D para q/k% ~ 3,
siendo esto compatible con el valor que arrojaria Ec.(5.12) para €, con un s > 2.

XX

2~ obtenidos sin la inclusién de la

En la Fig.(5.4) mostramos también los resultados para e
contribucion de correlacion (en LDA) en el calculo autoconsistente de los orbitales y autoen-
ergias de KS, a los cuales denominamos e (no — ¢). Como puede observarse, 2% (no — c)
es un poco menor en valor absoluto que 5fX para todos los valores de la modulacién. Esta
pequena diferencia es apenas discernible en la escala de la figura, y mucho mas pequena que
la diferencia entre XX y LDA. Esto muestra que la inclusién de la contribucién de correlacién

a la LDA no afecta de manera sensible los resultados.

Los circulos llenos en Fig.(5.4) denotan los calculos hechos en Ref.[78] usando el método
VMC para un sistema similar. Podemos observar un buen acuerdo entre VMC y XX, partic-
ularmente en el régimen fuertemente inhomogéneo q/k% ~ 1, en el cual el error porcentual
entre ambos célculos es del 0.65%.
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5.2.4 Conclusiones

Hemos verificado la exactitud del método de intercambio exacto en su aplicacién a gases de
electrones fuertemente inhomogéneos. Para esto, analizamos los huecos de intercambio exacto,
encontrando que en regiones de baja densidad es fuertemente no local. En regiones de alta
densidad, este hueco evoluciona hacia un hueco local como el obtenido en la aproximacién
LDA. El hueco de intercambio exacto posee simetria cilindrica en sistemas C2D (a diferencia
de la simetria esférica del hueco a la LDA), y presenta una contraccién en la direcciéon de
confinamiento comparado con la LDA debido a que el decaimiento asintotico del hueco XX
es anisotrépico. Hemos también analizado la energia de intercambio por electrén en distin-
tas aproximaciones, en funcién de la modulacion del sistema. Comparando con resultados
obtenidos con el método de Monte Carlo, encontramos que la aproximacion de intercambio
exacto da excelentes resultados, especialmente en la region donde la aproximacién LDA es
muy ineficaz, esto es, cuando el confinamiento del gas de electrones inhomogéneo es mas
efectivo (¢/kro ~ 1). En este tltimo caso se observa que el intercambio LDA se encuentra
debilitado con respecto al valor exacto, esto puede entenderse considerando que la LDA se
basa en una correspondencia con el gas homogéneo 3D, en el cual las correlaciones son mas
débiles que en el caso 2D. Por otro lado, a la luz de los resultados obtenidos para los huecos
de intercambio en las distintas aproximaciones, la debilitacién del intercambio en la LDA con
respecto a XX se debe a que en el primer caso el hueco estd muy extendido en regiones de
baja densidad, mientras que en el segundo caso el hueco presenta una gran contraccién en la
direccién z, intensificando la integral de intercambio. Intercambio exacto describe adecuada-
mente la transicion 3D — 2D, aproximandose a la aproximacion LDA (y al limite 3D) para
modulaciones pequenias (i.e., ancho del pozo >>longitud de onda de Fermi) y al limite 2D
estricto para modulaciones cercanas a la unidad. Debido a la extensién finita en la direccién
z, la densidad de energia de intercambio en el caso de mayor confinamiento es un poco menor
(en valor absoluto) que la energia de intercambio de un gas estrictamente bidimensional.

5.3 Intercambio exacto para sistemas abiertos: aplicacién al
gas C2D formado en un pozo cuantico semiconductor.
S.Rigamonti, C.R. Proetto y F.A. Reboredo, Europhys. Lett. 70, 116 (2005)

En la seccion anterior nos concentramos en el estudio de un sistema C2D cerrado, es decir,
con nimero de electrones fijo, en la aproximacién de intercambio exacto. Investigamos las
propiedades del hueco de intercambio exacto y la transicién 2D-3D de la energia de intercam-
bio exacto por particula. En esta seccién, en cambio, analizaremos la aplicacién del método
de intercambio exacto a un gas de electrones C2D abierto, en el sentido en que se presentd
en seccion (4.5): el sistema en estudio esta en equilibrio termodinamico con un reservorio que
fija un potencial quimico comun y el sistema puede intercambiar particulas con el mismo.
Veremos que para analizar el gas C2D en una configuracion abierta es conveniente desarrollar
una formulacién, valida en general para cualquier sistema cuasi bidimensional, que nos permi-
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Fig. 5.5: Lineas delgadas: OEP s6lo-X para A = —0.1 (A), 0.01 (B), 0.1, 0.3 y 10meV
(0). Linea gruesa: Vio(z) en el limite k&, — 0. Las flechas a la derecha denotan el valor
asintético del potencial de intercambio para llenado de subbanda seleccionados. Recuadro:
vista esquemaética de nuestro modelo para el pozo cuantico con dopaje modulado. La franja
vertical gruesa en la izquierda representa la region de impurezas donoras ionizadas. La linea
vertical delgada a la derecha representa un plano metélico distante que induce un campo
de transferencia de carga a lo largo de z incluido en V. (2). Si el plano metélico se carga
positivamente (negativamente), més (menos) electrones son transferidos hacia el pozo.

tira escribir el potencial de intercambio exacto como suma de tres términos bien diferenciados
entre si. Uno de estos términos desarrolla una estructura de tipo barrera de potencial muy
importante al ocuparse con pocos electrones una nueva subbanda, provocando saltos discon-
tinuos en la estructura electrénica de subbanda. Analizaremos también de forma analitica y
numérica el comportamiento asintotico del potencial de intercambio exacto, viendo que tiende
a una constante en el limite z — oo y cuyo valor cambia de manera discontinua al ocuparse
una nueva subbanda.

5.3.1 Descripcion del sistema

El sistema en estudio consiste de un pozo cuantico semiconductor, con dopaje modulado y
crecido epitaxialmente, como se muestra en el recuadro de la Fig.(5.5). En estos sistemas, es
posible confinar un gas de electrones mediante el cambio del semiconductor en la direccién
de crecimiento z. Si el semiconductor de brecha mas grande se dopa con donores, provee
de electrones a la trampa formada por el semiconductor de brecha mas pequefia, hasta que
el campo creado por la transferencia de carga equilibra el potencial quimico comun en el
pozo cuéantico y en la regién dopada, que acttia como reservorio de particulas. Para el sistema
AlGaAs/GaAs que estamos modelando, la discontinuidad energética de la brecha entre ambos
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semiconductores es de 220 meV, como se muestra en el recuadro de la Fig.(5.5). La cantidad
de carga transferida al pozo cudntico puede ser controlada por un campo eléctrico externo
aplicado en la direccion z.

Las ecuaciones de KS en la coordenada de confinamiento z y la densidad electrénica en
el pozo cudntico estan dadas, respectivamente, por Ecs.(4.5) y (4.9). El potencial de KS
Viks,0(2) estd dado por la suma de varios términos:

VKS,a(z) = Vewt(z) + VH(Z) + Vzc,a(z)'

Vert(z) esta dado por la suma del potencial creado por un campo eléctrico externo paralelo a z
mas el pozo cuadrado definido por el perfil de la banda de conduccién de los semiconductores
que forman la heteroestructura. Vp(z) es el potencial de Hartree dado por Ec.(4.25), con
n;(z) la feta de carga positiva formada por las impurezas donoras ionizadas en la region
dopada. Fijada la densidad de impurezas donoras, el ancho de esta capa de carga positiva
es proporcional a la cantidad de electrones en el pozo cuantico. V., (z) es el potencial de
intercambio y correlacién dado por Vi, (2) = A™10E,./0ny(2).

5.3.2 Formulacién OEP para la funcional de XX y resultados numéricos

Para obtener la formulacion OEP para este caso, particularizamos Ec.(4.64) para la funcional
de intercambio exacto [Ec.(4.27) o (4.42)], que depende solamente de orbitales y autoenergias
de KS ocupados y la reescribimos de la siguiente manera:

Y Sie(2) =0, (5.13)

<F

S; (Z) = nia'lpw,ia(z)fia (z) N %

donde ¢ < F significa €;, < p. Los corrimientos 1, i,(2) y constantes Cy ;, los obtenemos de

Cx,iafia (2)27 (514)

Ecs.(4.65) y (4.69) particularizadas para F = E, respectivamente:

Q/’:c,'ia(z) = /dz,AVz,iU(zl)Gia(zlaZ)éia(zl)a (5'15)
— 1 OF,
ri0 — YV xjio — 4 . 1
C I V ) A ana' (5 6)

En estas tultimas ecuaciones, Vmo es el valor medio definido en Ec.(4.68) y AV, s(2) =
Vio(2) — uz,is(2), con el potencial orbital us i,(z) definido por:

. 1 1 0F,
" 24ni, &ig(2) 660 (2)

Las cantidades 0FE;/0ni, y 0E3/0&is(2) en Ecs.(5.16) y (5.17) podemos obtenerlas explici-
tamente en términos de los orbitales y autoenergias de KS, ver Ecs.(5.3) y (5.4) de seccion
5.2.

uz,ia(z) (517)



70 Seccion 5.3. Intercambio exacto para sistemas abiertos: aplicacion al gas C2D...

Notemos algunas caracteristicas de la ecuaciéon OEP [Ec.(5.13)] para este caso de un
sistema abierto en la aproximaciéon de so6lo intercambio: a) si Vi (z) es el potencial de in-
tercambio exacto del problema (i.e. satisface Ec.(5.13)), entonces el potencial V] (z) que
se obtiene de sumar una constante independiente de z al potencial de intercambio exacto,
V]s(2) = Vao(2) + @y, no es solucion de la ecuacion OEP (5.13), ya que si reemplazamos
Vao(2) por VI, (2) en la ecuacién OEP nos queda g Y, &ir(2)? = 0, que se satisface sélo para
ay = 0. b) Integrando la Ec.(5.13) en z y utilizando la propiedad de ortogonalidad de los
corrimientos de Ec.(4.70) obtenemos la importante propiedad:

> Cuis = 0. (5.18)
i<F
Ec.(5.18) no es més que la ecuacion OEP Ec.(4.82) particularizada para la funcional de inter-
cambio exacto.

Utilizando la ecuacion OEP Ec.(5.13), las ecuaciones de KS de una particula Ec.(4.5), la
definicion de los corrimientos en Ec.(5.15) y eliminando el indice de espin ya que consideramos
una situaciéon paramagnética (en este caso n; = 2n,, y n(z) = 2n,(2)), el potencial de
intercambio exacto puede escribirse como la suma de tres términos (ver Apéndice C):

Vae(2) = Va1 (2) + Viaa(z) + Vas(2), (5.19)

con cada uno de ellos definido por:

o nibi(2)? , =
Var(2) = D =05 [ugi(2) + AV (5.20)

o "

Vm? (Z) = - Z 27Tni f:(j)) )

A
Vas(2) =Y Ti(z) (5.22)

<r )

(5.21)

con T;(z) definido por
Ti(2) = ml(2)€)(2) — 5-Caibl(2)?

En las definiciones de arriba, la prima denota derivacién con respecto a la variable z. En
vista de la expresion de Ec.(5.19) para el potencial de intercambio, podemos explorar la
aproximacion que resultaria de despreciar Vyo(2) y Va3(2) o, equivalentemente, igualar a cero
los corrimientos. Esta expresion truncada para el potencial de intercambio: V(z) = V;1(2)
es idéntica a la obtenida en Ref.[21] (aproximaciéon KLI). De acuerdo a esta equivalencia
identificaremos entonces V.X(z) = V,1(z). En el régimen de una subbanda ocupada se
obtiene exactamente Vio(z) = Vy3(2) = 0[58], entonces en este caso V,(z) = VEKFI(z). Un
célculo en la aproximacién KLI en la situacion de muchas subbandas ocupadas requiere,
en esta configuraciéon abierta, encontrar una solucién autoconsistente de las ecuaciones de
KS de una particula (4.5) con V,(z) = V;1(z), forzando la condicion exacta de Ec.(5.18),
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Fig. 5.6: Espectro de autoenergias de KS por diferentes métodos. Panel superior: espa-
ciamiento de energia de intersubbanda €91 y u — €9. Panel inferior: valor asintético del
potencial de intercambio V(2 — c0) = AV, . En el régimen 1S la aproximacion KLI coin-
cide exactamente con el resultado exacto OEP. Circulos abiertos: lo mismo que arriba, pero
incluyendo correlacion a la LDA.

fijando de este modo la constante asintotica del potencial con respecto al nivel de Fermi.
Este procedimiento determina univocamente V,1(z). Es importante notar, sin embargo, que
lo que aqui denominamos aproximaciéon KLI no es exactamente lo mismo que lo considerado
en Ref.[21]. Mientras que las expresiones para V,XL!(z) son idénticas para ambos casos, las
condiciones de contorno son distintas. En nuestro caso utilizamos Ec.(5.18), mientras que en
otros estudios se impone la condicién V;n = " para satisfacer el comportamiento asintético
correcto (m denota el indice de la subbanda ocupada de mayor energia).

En la Fig.(5.5) mostramos el potencial de intercambio exacto obtenido para distintos
llenados A =y — €7 = 27n de la segunda subbanda. El potencial de intercambio se calculd
numeéricamente utilizando el método iterativo descripto en la ultima seccion del Apéndice C.
Notar las grandes diferencias para el potencial de intercambio V,(z) en las distintas situaciones
A = 07 (A) o A — 07(B), asi como la joroba que el potencial de intercambio desarrolla para
pequenas ocupaciones de la segunda subbanda y el rapido decaimiento de esta joroba a medida
que se ocupa més y més la segunda subbanda (C).

En la Fig.(5.6) mostramos el espectro de autoenergias de KS en la vecindad de la transicién
una subbanda—dos subbandas (1S — 2S). El panel superior corresponde a la energia de
intersubbanda g¢; = €1 — &g, calculada en tres aproximaciones distintas: intercambio exacto o

OEP, KLI y LDA. El panel inferior muestra los valores asintéticos del potencial de intercambio.

Notamos un incremento abrupto de e(())lEP cuando el sistema pasa del régimen 15 al 25. Esto

contrasta con la caida discontinua de e y la continuidad de e{?4. También es notable el
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salto abrupto de V,(z — o00) en las aproximaciones OEP y KLI en A = 0.

5.3.3 Analisis tedrico de los resultados obtenidos

En el resto de esta seccion daremos una breve explicacion de cada uno de estos resultados
mostrados en las figuras (5.5) y (5.6). Empezamos con el comportamiento asintético de de
Vz(2z), para el caso de muchas subbandas ocupadas m > 1. Siguiendo el analisis de Ref.[20],
y basados en el hecho de que &(z — 0o) — e P (sin considerar factores que involucren
potencias de z) con f; > 0y fB; < Bj sie; > €, se puede derivar de la ecuacion diferencial para
los corrimientos en el limite asintotico (ver Apéndice C), que 9;<m(z — 00) — e Pmz. Del
andlisis asint6tico de Ec.(5.13) obtenemos 9y, (z — 00) = [Cym/(k%)%le Pm* (ver Apéndice
C). En consecuencia, todos los corrimientos correspondientes a subbandas ocupadas decaen
exponencialmente con el mismo exponente f3,,. Insertando este resultado en la expresiéon
asintotica para Vz(z), que involucra restringir la suma sobre subbandas ocupadas a sélo el
ultimo término (¢ = m), puede comprobarse que Vza(2z) y Vz3(z) se hacen cero (dentro del
orden principal) mientras que la contribuciéon de V1 (z) permanece finita,

Va(z = 00) = Vi1 (2 = 00) = g m(z = o0) + AV g m, (5.23)

donde el limite asintotico del potencial orbital es (ver Apéndice C):

Ug,m (2 = 00) = —%. (5.24)
La ecuacion (5.23) coincide con el resultado asintotico encontrado en aplicaciones del método
OEP para sistemas cerrados [15]. En tales casos, el potencial de intercambio exacto esta
definido a menos de una constante aditiva, que se fija arbitrariamente mediante la eleccién
AV, m = 0. Sin embargo, la constante es autométicamente generada por la formulacién OEP,
ya que como vimos anteriormente la formulaciéon OEP completa no es invariante ante la adicion
de una constante al potencial de intercambio. Recordando que Avm,m = Vm,m —Ug,m, NO hay
ninguna razén para esperar un cambio continuo en el valor de la constante asintética en la
transicion 1S — 285. Esto explica el salto abrupto en A = 0 en la Fig.(5.6). La aproximacion
KLI también presenta este salto en la constante asintética, pero cuantitativamente no es muy
precisa, dando un salto 23% mayor al exacto. V;'P4(z — oo) = 0, independientemente del
llenado A.

Ahora nos concentraremos en el efecto de la formaciéon de una joroba en el potencial
de intercambio exacto, que podemos ver en la Fig.(5.5). Este efecto se debe a la contribu-
cion Vgo(z) en V,(z). Para ver esto, analicemos V,o(2) en el limite ny — 0. Este este
régimen correspondiente a la segunda subbanda casi vacia, podemos aproximar Vo(z) ~
Cro — 2mnoto(z) /€o(2). Usando Sp(z) + Si(z) = 0y Cyzo + Cyz1 = 0, encontramos que
Po(2) =~ Cp [€0(2)? — &1(2)?] /2m&0(2)no. Reemplazando 1hp(2) en la tltima expresién para
Via(z), obtenemos Vyo(z) ~ Cy o [&1 (2)/&(2)]%. Graficamos esta aproximacién para Vgo(z) en
Fig.(5.5) (linea gruesa), mostrando que corresponde al valor limite del V,(z) total si A — 07
en la region donde el cociente &1(z)/&o(2) es grande, excluyendo la region asintdtica, que esta
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Fig. 5.7: Potenciales de intercambio en las aproximaciones OEP y LDA para A = 0.3meV.
&o(2) y &1(z) son las funciones de onda de la primera y segunda subbanda, y n(z) es pro-
porcional a la densidad. La expresion asintética de es graficada solamente en la region de la
barrera. V, (linea llena) y V, incluyendo efectos de correlacion a la LDA (no mostrado) son
indistinguibles en la escala de la figura.

dominada por V;1(z). Como Vio(z) [y Vas(z)] son despreciados en la aproximacion KLI, el
efecto de la joroba también se pierde. Desde este punto de vista la aproximacion KLI no es
buena para pequeiias ocupaciones de la segunda subbanda.

En la Fig.(5.7) mostramos las distintas contribuciones al potencial de intercambio, con el
proposito de describir mejor las caracteristicas de cada una. Las contribuciones Vy, 1(2), Vg 2(2)
y Vi ,3(2) se calcularon utilizando las ecuaciones (5.20)-(5.22) con los orbitales y autoenergfas
del sistema ya convergido por el método iterativo descripto en la tltima seccién del Apéndice
C. Vemos claramente en esta figura que el efecto de la joroba es producido por la contribucién
Vz2(z), mientras que V1 (z) domina en la region de alta densidad y da también la contribucién
principal a V;(z) en la regién asintotica, de acuerdo al resultado de Ec.(5.23). La contribucién
Vz3(z) es pequena en todas las situaciones analizadas.

La formacién de esta barrera de potencial significativa (la joroba) explica el abrupto
incremento de 6(?1EP en el momento en que se ocupa con unos pocos electrones la segunda
subbanda: como la barrera se forma en la regién espacial donde £1(z) es grande, la misma
afecta principalmente a electrones de la segunda subbanda, resultando en un incremento del

espaciamento de intersubbanda e(?lEP . Sin embargo, este incremento es el resultado de dos

contribuciones opuestas: la formacién de la barrera, que tiende a incrementar SOOIEP , vy la
disminucién abrupta del valor de V,(z — oc), que tiende a disminuir e§F?. Esto ultimo se

debe a que la subbanda 7 = 1 estd més extendida que la subbanda con ¢ = 0 y por lo tanto
es mas sensible a este cambio en el limite asintotico (el fondo del potencial de intercambio,
y por lo tanto €y, practicamente no cambia al modificarse el limite asintotico). El hecho de
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que la suma de los dos efectos resulta en un incremento neto de EOOIEP implica que el efecto

de la barrera repulsiva sobrepasa el efecto de la disminucion de la constante asintdtica. Este

altimo efecto es el tnico incluido en EOKlLI , resultando en una abrupta disminucién de SOKlLI

en la transicion 1S — 2S. Finalmente, 80LID 4 muestra una transiciéon suave en A = 0, como
resultado de la ausencia de la barrera de potencial y de la discontinuidad de la constante
asintética.

El cambio discontinuo de la forma del potencial de intercambio, al ocupar la segunda
subbanda, induce una transferencia de carga desde la subbanda minoritaria hacia la otra,
optimizando la energia de intercambio debido a la maximizacién del solapamiento de la funcién
de onda.

Hemos supuesto que el intercambio es la contribucién dominante, aunque como veremos
méas adelante las correlaciones introducen discontinuidades de subbanda muy importantes.
Sin embargo, la inclusion del potencial de correlacién no afecta los resultados analiticos que
obtuvimos para la forma de la joroba en el limite ng — 0%, por lo tanto los efectos para
la contribucién de intercambio vistos en esta seccién son muy robustos ante la inclusién de
correlaciones. Para obtener una primera estimacién de la importancia de la inclusién de
correlaciones en los resultados obtenidos para la contribucién de intercambio, mostramos en
la Fig.(5.6) con circulos abiertos el efecto de reemplazar V.OPF(z) por VOFP (z) 4+ VEPA(2),
en 8001EP y VSCOE]‘D (z — o0). Esto implica recalcular las soluciones autoconsistentes para
todo A, con VOPP(z) obtenido de acuerdo al procedimiento OEP, mientras que V.*P4(z) =
(1/A)SELPA /5n(z). Podemos ver que la correccion a e§iPF introducida por la incluzion de

correlacion a la LDA es muy pequena (~ 0.1 meV para todo A).

5.3.4 Conclusiones

El potencial de intercambio exacto tiene una cantidad de caracteristicas notables en la apli-
cacién a un pozo cuédntico abierto: a medida que se desocupa la subbanda ocupada més
energética, V;(z) desarrolla una estructura tipo barrera en la region espacial donde la densi-
dad electréonica comienza a ser dominada por los electrones de esa subbanda; la altura de la
barrera se hace méas y mas grande a medida que la ocupacién de la subbanda mas energética
tiende a cero. El limite asintético V(2 — oo) depende fuertemente del llenado, mostrando un
salto abrupto en la transiciéon 1.5 — 2S. Finalmente, los efectos combinados de la formacién
de la barrera de potencial y de la discontinuidad del limite asintético hacen que la energia de
intersubbanda sea discontinua, creciendo abruptamente en la transiciéon 15 — 2S. Esta dis-
continuidad estd intimamente relacionada con la aparicién de un nuevo grado de libertad en
el sistema relacionado con la posibilidad de redistribuirse los electrones entre dos subbandas.
En el caso del intercambio exacto, para un dado nimero de electrones el sistema optimiza la
energia correspondiente poniendo a todos los electrones en una sola subbanda, en la que el
solapamiento espacial es mayor. Esto lo efectiia el potencial de intercambio mediante el desr-
rollo de una gran barrera de potencial a medida que se desocupa un subbanda, favoreciendo
una configuraciéon de una sola subbanda ocupada.

El limite asintotico del potencial de intercambio exacto va como —1/z méas una constante
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que depende del valor medio de la diferencia entre el potencial de intercambio exacto y el po-
tencial orbital de la subbanda ocupada més energética. El decaimiento exacto —1/z contrasta
con el decaimiento exponencial obtenido en aproximaciones tipo LDA. Este resultado no de-
pende del numero de subbandas ocupadas y es genérico para todo sistema C2D (no depende
de la distribucién de carga positiva ni de la aproximacién que se haga para la contribucién
de correlacion). Si bien no es claro si este resultado es vélido en el limite continuo (pozo
semiinfinito), ha sido confirmado con precision para sistemas C2D muy anchos, con una gran
cantidad de subbandas ocupadas [31]. Esto sugiere que el potencial de intercambio exacto
da una contribucién importante al potencial de carga imagen que siente un electrén situado
frente a un superficie metélica.






CAPITULO 6

CORRELACION EXACTA A SEGUNDO
ORDEN EN TPKS APLICADA A
SISTEMAS CUASI 2D

6.1 Introducciéon

En este capitulo estudiaremos el potencial de correlaciéon exacto, en sistemas cuasibidimen-
sionales, correspondiente a la funcional orbital de correlacion en teoria de perturbaciones de
KS a segundo orden (obtenida en la seccion 4.3). El capitulo esta dividido en dos secciones.
La primera (seccion 6.2), estd dedicada al estudio del potencial de correlacion en un sistema
definido por un potencial de KS cuadrado y de una sola subbanda ocupada [29]. Estas su-
posiciones simplificadoras nos permitiran, por un lado, estudiar el cumplimiento de limites
exactos de la funcional y del esquema OEP correspondiente, y por otro, obtener una primera
impresiéon de las propiedades del potencial de correlaciéon, que veremos son genéricas para
sistemas més complejos. La seccion 6.3, la dedicaremos al estudio de la contribucion de cor-
relacién en un sistema realista: el gas C2D formado en una heteroestructura semiconductora
tipo GaAs/AlGaAs, con dopaje lateral modulado. Estudiaremos en particular la transicion
de una a dos subbandas ocupadas, y compararemos nuestros resultados con evidencia ex-
perimental disponible para la transicion en este tipo de sistemas. Las aplicaciones del OEP
para la funcional de correlacion que tratamos aqui son escasas (para sistemas de dos elec-
trones ver Ref.[69], para ver como estas funcionales describen fuerzas de van der Waals, ver
Refs.[68] y [70], para sistemas atomicos despreciando el término E.; ver [14] y [68]), por lo
que este estudio [30] representa una contribucién valiosa desde el punto de vista del estudio
de funcionales orbitales. No obstante las dificultades numeéricas planteadas por este tipo de
funcionales, es creciente el nimero de aplicaciones a distintos tipos de sistemas. Este interés
se debe en particular a la precisién de los resultados obtenidos y a las ventajas de descripcién
con respecto a funcionales usuales basadas en aproximaciones locales o semilocales (LDA,
GGA, etc.), algunas de las cuales estudiaremos en este capitulo.

7
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6.2 Analizando la nueva funcional de correlaciéon: aplicacién a
un potencial de KS cuadrado
S.Rigamonti y C.R. Proetto, Phys. Rev. B 73, 235319 (2006)

La funcional de correlaciéon E,. que obtuvimos haciendo uso de la teoria de perturbaciones de
KS, y que para los sistemas C2D tiene la expresion orbital dada por Ecs.(4.44) y (4.45), posee
las siguientes caracteristicas que dificultan su tratamiento:

e depende explicitamente de orbitales y energias de KS ocupados y desocupados,
e su célculo implica la evaluacién numérica de integrales de orden 9 y

e complicados limites de integraciéon, impuestos por la interseccion de hasta cuatro circulos
(y/o anticirculos) de Fermi de distinto radio.

El primer punto hace que los métodos de célculo desarrollados anteriormente en el capitulo
5 para el potencial de intercambio exacto, cuya funcional energia depende tUnicamente de
orbitales ocupados, no sean eficientes para el calculo del potencial de correlacion. La razén por
la cual estos métodos dejan de ser eficientes es que requieren el calculo de potenciales orbitales
y corrimientos para todos los orbitales de KS (ocupados y desocupados). Si a esto agregamos
el segundo punto, sobre el elevado orden de las integrales a efectuar, vemos que los métodos
anteriores se hacen altamente ineficientes. El tercer punto agrega complicaciones analiticas
vy hacen muy engorrosa la implementaciéon numérica del calculo de las integrales. Esta es
una complicacién real, ya que un célculo preciso de las integrales requiere una discretizacién
adecuada de la regiones de integracién, y en consecuencia un conocimiento preciso de los
limites de integraciéon impuestos por las intersecciones de discos (como ejemplo, observar los
complicados limites en las variables p, ¢ y 8 impuestos por la configuraciéon de la Fig.(4.2)).
Con el objetivo de aliviar un poco estas dificultades, pero sin recurrir a aproximaciones,
investigamos en esta seccion el caso particular de un pozo cuéntico en el régimen de una
sola subbanda ocupada (1S5). En este caso, el tercer punto se simplifica ya que, mediante
un cambio de variables, las intersecciones de circulos pueden escribirse como intersecciones
de circulos de radio unidad y muchas de las integrales pueden hacerse de forma analitica
(ver apéndice B), reduciéndose también el orden de las integrales. Para evitar el célculo
iterativo que implica un calculo autoconsistente (con sus multiples evaluaciones del potencial),
hemos supuesto un potencial de KS cuadrado, y sobre esa base hemos obtenido los orbitales
y autoenergias de KS necesarios para el calculo del potencial. Si bien esto hace que el modelo
sea menos realista (ya que serfa més apropiado suponer un Ve,4(z) cuadrado y obtener Vi g de
forma autoconsistente), nuestra intencién en esta primera parte es obtener una caracterizacion
general del potencial de correlacion. Con la experiencia adquirida en este primer trabajo,
encaramos luego el calculo autoconsistente realista de un pozo cuédntico con dos subbandas
ocupadas en la seccién 6.3. En esta seccién presentamos también el desarrollo de un método
de céalculo para el potencial de correlaciéon que evita el cdlculo de los potenciales orbitales y los



Capitulo 6. Correlacion exacta a segundo orden en TPKS aplicada a sistemas cuasi 2D 79

corrimientos. Este método que desarrollamos es general, aplicable también a pozos cuanticos
con més de una subbanda ocupada.

Esta secciéon estd compuesta de cinco subsecciones. En la subsecciéon 6.2.1 presentamos el
formalismo OEP particularizado al caso de una sola subbanda ocupada y mostramos cémo
la expresion OEP obtenida tiende al limite 2D estricto correcto, confirmando la exactitud
del esquema de calculo OEP para sistemas C2D. En la subseccién 6.2.2 particularizamos las
expresiones de las distintas funcionales de energia de intercambio y correlacién para el caso
de una sola subbanda ocupada, investigando también el limite 2D estricto. En la subseccién
6.2.3 presentamos un nuevo método numeérico para el cdlculo de potenciales correspondi-
entes a funcionales de energia que dependen tanto de orbitales ocupados como desocupados.
Finalmente, en las secciones 6.2.4 y 6.2.5 presentamos, respectivamente, la aplicaciéon de los
resultados teoéricos anteriores al caso particular de un pozo de KS cuadrado y las conclusiones.

6.2.1 OEP en el caso de una sola subbanda ocupada y limite 2D estricto

Comenzaremos analizando el esquema OEP para una sola subbanda ocupada correspondi-
ente a funcionales que s6lo dependen de orbitales de KS ocupados, siguiendo con el caso de
funcionales mas generales, que dependen de orbitales ocupados y desocupados. Finalmente
analizaremos el OEP en el limite 2D estricto para ambos casos.

Funcionales dependientes s6lo de orbitales ocupados

Aqui obtendremos una expresion orbital explicita para el potencial Vr ,(z) mediante la apli-
cacion del OEP a una funcional implicita F que s6lo depende de orbitales ocupados (como
por ejemplo la funcional de intercambio exacto en Ec.(3.4)). Investigaremos el caso de un
sistema C2D con una sola subbanda ocupada (caso 1S). En la seccién 5.3 obtuvimos el OEP
correspondiente a funcionales dependientes s6lo de subbandas ocupadas (i =1, 2, 3, ...):

Y Sis(z) =0, (6.1)

<F
Y Crisc=0. (6.2)
i<F
La Ec.(6.2) para el caso 1S implica C'r,1, = 0. Insertando este resultado en la definiciéon para
Sic(z) [Ec.(5.14) con z reemplazado por FJ:

Sio(2) = nictF,io (2)€io(2) — ﬁof,wgw(z){ (6.3)

obtenemos (teniendo en cuenta la ecuacion OEP 6.1) 9x 1,(2) = 0. De la definicién de los
corrimientos 9 ;s(2) en Ec.(4.65), vemos que el valor nulo del corrimiento correspondiente a
i = 1 implica AVri14,(2) = ars, con ax, una constante independiente de z, ya que, como se
deduce de la definicion de Gy, (2, z) en Ec.(4.57):

/dz'GiU(z',z)fig(z') =0.
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De la definicién de AVr;,(z) en Ec.(4.67) nos queda finalmente:

V]:g(z) = Uf"]_g—(z) + arg, (6.4)

donde ur 1,(2) es el potencial orbital correspondiente a la primera subbanda definido en
Ec.(4.69). La constante ax, queda determinada por la ecuaciéon OEP restante Ec.(6.2).

C =V _ i oF —u 1 _ 18_‘7: _
F,lo — V Flo Aanlo — UFlo Fo Aanla =
de la cual obtenemos
ops = 2 F 5 (6.5)
Fo — Aamg Flo- .

De Ec.(4.80) particularizada para funcionales que dependen tinicamente de orbitales ocupados,
obtenemos 0F [Ouq|vys = OF [Onis4m, donde OF/Opuq|vys se define como la variacion de
la funcional F causada por una variacién del potencial quimico p, correspondiente a los
electrones con proyeccion de espin o, dejando fija la estructura electronica (Vkg) y el potencial
quimico para los electrones de espin opuesto. Usando este resultado y reemplazando Ec.(6.5)
en Ec.(6.4) obtenemos:

4 OF

V]:O-(Z) = [u]-—’la-(z) — ﬂf,lg’] + Z a—ua (6.6)

Vks

La ecuaciéon (6.6) es un resultado exacto, que nos dice que en el caso fisicamente relevante
de so6lo una subbanda ocupada el potencial exacto correspondiente a la funcional implicita F
en el formalismo de KS, esta dado por el potencial orbital correspondiente a la subbanda de

menor energia (la Gnica ocupada) més una constante bien definida en términos de la funcional

F. Calculando el valor medio de Vg, (2) en Ec.(6.6), i.e. [dz&1,(2)?VEs(z), obtenemos:

4 OF

Vrie = A ou, (6.7)

Vks

Caso general: funcionales dependientes de orbitales ocupados y desocupados

En este caso, las ecuaciones OEP son:

Z Sis(2) =0, (6.8)

Z Cric = 0. (6.9)

Vemos que la diferencia con Ecs.(6.1) y (6.2) para el caso de funcionales dependientes sélo de
subbandas ocupadas, es que aqui la suma en el indice 7 es sobre todas las subbandas. Por esta
razén no nos es posible en este caso encontrar una expresion sencilla para Vz,(z) en términos
del potencial orbital uz15(z), como hicimos en Ec.(6.6). Sin embargo, mediante Ec.(6.9) es
posible hallar un importante resultado para el valor medio del potencial. Usando la definicién
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de Cri, en Ec.(4.83), vemos que la ecuacion OEP (6.9) implica, para el caso de una sola
subbanda ocupada:

— 1 oOF
= 1
Vre =7 B (6.10)
Ahora podemos usar la relacién obtenida en Ec.(4.80) para reescribir Ec.(6.10) como:
— dm OF
VFie=— — (6.11)
A g Vks

Veremos que esta ultima relacién nos permite obtener el limite 2D estricto correcto para
el tipo més general de funcionales dependientes de orbitales ocupados y desocupados. La
expresion para el valor medio del potencial Vg, (z) en Ec.(6.7) es consistente con el resultado
en Ec.(6.11): el valor medio del potencial no depende de si la funcional F depende sélo de
subbandas ocupadas o de subbandas ocupadas y desocupadas.

Limite 2D estricto
El potencial u(}gD)(p) correspondiente a una funcional F(2P) en un gas de electrones estricta-
mente bidimensional se define, analogamente al caso 3D, como:

@D)( \ _ SF(2D)
Ko (P) 6ne(p)’

donde 7n,(p) es la densidad bidimensional en el punto p. Si el gas es homogéneo, el potencial

(6.12)

no dependeré de la coordenada p, y por lo tanto podemos escribir:

570 — [ WED (p)one () = A2 on,, (6.13)

donde tomamos una variacion 67, (p) = 7, independiente de p. Ec.(6.13) nos permite escribir
entonces el potencial para un gas homogéneo 2D como:

(ep) _ 1 9F®P)
HFg A (9770 :

(6.14)

Teniendo en cuenta que la densidad bidimensional en un gas 2D vale 1, = u,/4m, podemos
reemplazar en Ec.(6.14) para obtener:

(2p) _ 4w OF*D)
Brs = A a,ula :

(6.15)

Vemos aqui que el potencial 2D esctricto esta directamente relacionado con el valor medio del
potencial V1, en Ecs.(6.7) y (6.11). Sin embargo, la funcional F(2P) en Ec.(6.15) es para un
sistema estrictamente 2D, mientras que F en Ecs.(6.7) y (6.11) es una funcional C2D, es decir,
depende de orbitales de KS con una extension finita en la direcciéon z. Teniendo en cuenta



82 Seccion 6.2. Analizando la nueva funcional de correlaciéon ...

que para obtener el limite 2D estricto de una funcional C2D debemos hacer el reemplazo
&16(2) = 4/6(2),[12] podemos escribir:

_ (2D)
im V=2 9 hm F) o 4mOTT L 00) (6.16)
£10-3+/3(2) A O \£1,-+/5) A Ouo

En este limite el gas de electrones estara confinado en el plano z = 0, por lo que en el limite
C2D—2D tendremos la relacion:

Vo (2) — Vg (0). (6.17)

Por otro lado, vemos que en el limite 2D:

Vro(0) = / d0()Vre(z) = lim V. (6.18)
€10 (2)—4/6(2)

Las Ecs.(6.16-6.18) pueden resumirse en la expresion buscada:
(2D)

li . 1
colim Ve (2) = 1z, (6.19)

Este analisis muestra la relevancia de la inclusion de la ecuacion OEP (6.9) en el calculo
de Vr,(z). En un sistema cerrado la Ec.(6.9) fija una constante aditiva al potencial (que
erroneamente podria considerarse irrelevante en un sistema cerrado), asegurando la obtencién
del limite 2D correcto. Este resultado confirma la exactitud de nuestro esquema de céalculo
OEP para sistemas cuasi bidimensionales.

6.2.2 Funcionales de intercambio y correlacién: caso 1S y limite 2D

Las expresiones orbitales para las funcionales E;, E.; y E.2 obtenidas en la seccién 4.3
se simplifican notablemente en el caso de una subbanda ocupada. En lugar de energias
totales, en esta seccién serd més conveniente trabajar con energias por particula. Para ello
definimos: Ep = Ez/N, Ec1 = Ec,l/N, Eintra — E(z;nt'ra/N7 81(':nt'rafinter — Eé'ntrafinter/N y
ginter — pinter IN con N = AK?/2r y K = kp;. Particularizando Ecs.(4.42) y (4.44)
para el caso paramagnético con una subbanda ocupada y usando las definiciones anteriores

obtenemos: K [
e ==5r | dpViLn(Ep)I35(0.0,0) (6:20)
0
o
K? 1
€l = 3 3y o [ dpdaViv(Kp) Vit (Ka)F(p, q), (6.21)
j>1 791y
con

1 2w
F(pa Q) = nggl(oapa O)J&&(Oa q,O) - 5/0 da‘]glll(gapa q)‘

El primer sumando a la derecha de esta expresion para F(p, q) viene de la expresion analitica
explicita para V,(z) mostrada méas abajo, que da:

K 2
Ve = —?/ dpVi1,1;(Kp)Jg ¢ (0,p,0).
0
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Con respecto a las tres contribuciones que vienen de E. o [ver seccion 4.3], tenemos:

Vi 2
gintra — _ //d dg 11 ol )[ an 11(Kq) — Vll,ll(Kp)]Fllll(O’p’Q)’ (6.22)

nira— ne"' V 2 gm
ginira—int ZZ //d dg—= 1m )[ Py 11(Kq) _le,ll(Kp):|F()111(K—217p7q)a

m>1
(6.23)

Vi1,im( m,
mteT— Z //d dq Hl )[qulll(KQ) lell(Kp)]Fl( lenapaQ)- (6.24)

I,m>1

Definimos aqui para su uso posterior e.o = eintraygintra-inter 4 ginter  Ep ] Apéndice B
damos expresiones analiticas para algunas de las integrales de interseccién de circulos que
aparecen en Ecs.(6.20)-(6.24) y una expresién analitica para la integral en p para la parte
directa (i.e. la que contiene el producto Vi1 im(Kq)Vin,11(Kq) en Ec.(6.24)) de ", Con
estas expresiones explicitas para €; y €. = €¢,1 + €¢,2 para el caso 1S, podemos aplicar la
formulacion obtenida en la subseccion 6.2.1 para el OEP en el caso 1S. Alli obtuvimos, para
el caso de funcionales F que dependen sélo de subbandas ocupadas, que

V]:(Z) = U}',l(z) + ar

El potencial orbital uz 1(2) y la constante ax pueden obtenerse directamente de las Ecs.(6.20)
y (6.22) para las contribuciones de intercambio (F = E,) e intra (F = E"%), ya que ambas
funcionales dependen tnicamente de la subbanda ocupada 7 = 1. Para el potencial orbital
correspondiente al intercambio obtenemos:

K [*
Up,1(2) = —— / dqVii(Kg,2)J34(0,4,0), (6.25)
0

con la funcién V;;(q,z) definida por
* 7
Vial2) = [ ade(g e e,
—0o0

Para el potencial orbital correspondiente a la contribucién de correlacién intra, obtenemos:

o0

) 1 2p 11

ug"(z) = 3 // dpdqVi1(Kq, 2) [?Vll,ll(KQ) = Vi,u(Kp)| Fi1(0,p,q).  (6.26)
0

En el apéndice A calculamos el comportamiento asintético de los potenciales de intercambio

exacto y de la correlacién intra. Obtenemos, respectivamente, los siguientes resultados

1
ug1(z = 00) — ——,
z
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. 2 1 1
uzc’ffm(z — 00) — —4 (; - 5) K

El calculo de las constantes correspondientes oy y ajnirq €s bastante directo, y esbozaremos

aqui el calculo para la contribuciéon de intercambio. Reemplazando F por E, = Anie, en
Ec.(6.5), obtenemos

8(n5m) agm

o, = _u$’1+6$+n8na'

Haciendo uso de Ec.(6.25) obtenemos %, = 2, y de Ec.(6.20),

Oeg K [? q2
=—— [ dgq\/1- >V, K).
" 27T/0 qq 1 11,11 (¢K)

reemplazando todo en Ec.(6.27), obtenemos:

K [? [ &
Qg = 2—/ qu11,11(qK) [J&(}(O’an) —qy/1— qz] . (6.28)
T Jo

La constante ;¢ correspondiente a la contribucién de correlacién inira se puede obtener

(6.27)

Qp = —Ug,1

siguiendo pasos equivalentes a la derivacién que acabamos de hacer para obtener «y, pero
comenzando de Ec.(6.26). Las expresiones correspondientes se obtienen directamente pero
el célculo es algo engorroso y no lo incluimos. El célculo de los potenciales restantes corre-
spondientes a las contribuciones de excitaciones de un electrén &. 1, intra — inter e inter a
la energia de correlacion se llevo a cabo numéricamente por un método que describimos mas
abajo.

Limite 2D estricto

En el limite 2D estricto los resultados mostrados previamente se simplifican ain mas. La
simplificacion principal viene del hecho de que en este limite extremo sélo existe una subbanda
(obviamente ocupada), y entonces todas las sumas sobre subbandas distintas de la primera
con 7 = 1 deben ser eliminadas. De las ecuaciones (6.21), (6.23) y (6.24) concluimos que e,
gintra—inter v cinter 16 contribuyen en este limite, siendo la tnica contribucién de correlacién
distinta de cero la correspondiente a 274,

Si consideramos primero la contribucion de intercambio, de la Ec.(6.28) obtenemos, en el

limite &1(z) — /0(2),[12]

K [? q? 2K
2D 11 /

a’ = — dag | J 1—- 1| ==
z 27 J, QIOO(OJI’O) q 4] 37

ya que Vi111(Kq) — 1 en este limite. Reemplazando en la Ec.(6.4), particularizada para el
caso del intercambio, y teniendo en cuenta que uy(z = 0) = Uy, obtenemos:

8K 2K 2K
Vw?D(O):Hx—I-aﬂ):— =——

i 2
T 3r 3w T’ (6.29)
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que es el conocido limite de la contribucién de intercambio al potencial quimico de un gas
uniforme 2D [79]. Esto concuerda completamente con Ec.(6.19). Si consideramos ahora la
contribuciéon de correlaciéon en el limite 2D, obtenemos:

o0
, 1 2
el (G Vo) - —4—7T2//dpquf11(0,p, q) (;p - 1)
0

~ —0.1925, (6.30)

intra

c es una constante

que coincide con célculos previos[49]. Como el limite 2D estricto para €
(independiente de la densidad), Ec.(6.9) da inmediatamente:

V2P (z = 0) = eintra (¢ — V5) = pe(2D) = —0.1925. (6.31)

El limite £(2) — /0(2) en estas expresiones se obtuvo mediante el reemplazo Vi (Kq) =~
01,n01,n. Es interesante notar que este resultado coincide con el término de orden cero de
la expansion de Viq pnn(Kq) para K pequeiio, ya que Viipny (Kq — 0) = 61,61 ,. De esta
manera, también tenemos que en el limite K — 0:

Ve = ec = pe(2D). (6.32)

El limite 2D estricto para las contribuciones de intercambio y correlacién al potencial de KS,
asi como también el limite K — 0, dados por Ecs.(6.29), (6.31) y (6.32) respectivamente,
seran muy Tutiles como una comprobacién de los resultados numéricos que seran presentados
en le préoxima seccién, para el caso de una subbanda ocupada.

6.2.3 Meétodo numérico para el calculo de potenciales correspondientes a
funcionales dependientes de subbandas ocupadas y desocupadas.

Para llevar a cabo el célculo de los potenciales correspondientes a las funcionales de energia
del tipo representado por Ecs.(6.21), (6.23) y (6.24), que dependen explicitamente de orbitales
de KS ocupados y desocupados, desarrollamos un método numérico mediante el cual evitamos
el calculo explicito de las derivadas funcionales §E./0&;(2) y 6Ez./dn; que aparecen en el
OEP (ver por ejemplo Ec.(4.62)). El punto de partida es la Ec.(4.51), que reproducimos aqui
para el caso paramagnético con F = E,. (utilizando la definicién de la funcién respuesta en

Ec.(4.52)):

5Emc

Vae(z) = %/dz'mx_l(z',z). (6.33)

En Ec.(6.33) aparecen dos derivadas funcionales (tener en cuenta que estamos trabajando en
la representacion {Vikg, u}, de modo que la x(z,2') es invertible y las derivadas funcionales
respecto a Vs son a p constante). Una de ellas, x~!(z,2')= 6Vks(z)/0n(2') es la inversa
de la funcion respuesta de KS x(z,2') dada en Ec.(4.63). La otra es la derivada funcional
0E4./6VKks(z), que puede ser calculada mediante la aplicacion de la regla de la cadena para
derivadas funcionales como en Ec.(4.62). Sin embargo, una manera més directa para calcular
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0E4c/0VKks(z) estad basada en la definicién en términos de diferencias finitas de la derivada
funcional [ver Ec.(2.30)][11]. En el limite v — 0:

0Ez. _ Exc[VKS(z) + 75(z - ZO)] - Ewc[VKS(Z)]
Vics(z0) ~ Y ' (634

De esta manera, la evaluaciéon de la derivada funcional en la coordenada zg requiere el calculo

de la diferencia de energia finita en el lado derecho de Ec.(6.34). Para evaluar la cantidad
E;c[Vks(z) + v6(z — zp)], una alternativa es resolver las ecuaciones de KS Ec.(4.5) para
encontrar las funciones de onda &,(z) y los autovalores &, correspondientes al potencial de
KS perturbado Vkgs(z) +vd(z — 2p), y entonces introducirlos en la expresion orbital explicita
para E,.. Esto requiere la diagonalizaciéon del hamiltoniano de KS para cada punto del
eje z discretizado. En lugar de hacer esto, y sin pérdida de generalidad, calculamos las
perturbaciones a primer orden de los factores de forma 6Vj; xi(g) y de las autoenergias de,, para
la perturbacion §Vis(z) = vd(z — 20), y luego evaluamos la enerfa utilizando las ecuaciones
(6.20)-(6.24), con los reemplazos Vj; x1(q)—= Vijki(q) + 0Vijxi(q) ¥y €n = €n + d&,. Utilizando
la definicién bésica de derivadas funcionales, obtenemos:

* 6Vijr(q) 0Vijki(q)
0V = / OVig kA9 sy dz = 2222
U,kl(Q) (5VKS( ) KS( ) z fy(SVKS(zO)
Aplicando la regla de la cadena una vez més, se obtiene:
 0Vijkl q 66a(2)
§Vij - dz. 6.35
(g 72/ 06a(2) 6Vis(20) (6:35)
De Ecs.(4.56) y (4.41) obtenemos finalmente:
5Vz],kl = 72&1 (20 / dzGo(z,20) [00ik(2) Jl(% z)

+ 5a]§l( ) Zk(q’ )+5ak§1( ) ( )+5al§J( ) zk(Qa )]

También, de Ec.(4.59), la perturbacién a primer orden de los autovalores de KS es:

den = l€n(20) .

Hemos aplicado este método para la evaluaciéon numérica del potencial de correlaciéon para
el caso de un pozo de KS cuadrado como describiremos en la proxima subsecciéon. Para
comprobar la precisién del método numérico para este sistema calculamos los potenciales de
intercambio y de correlaciéon inira y encontramos un excelente acuerdo con los resultados
de Ecs.(6.25) y (6.26), mas las correspondientes constantes de Ec.(6.5). Para comprobar
los resultados para los potenciales de correlacién no — intra, verificamos que se satisface la
Ec.(6.11) con un error numérico menor al 1% para varios llenados de la subbanda fundamental.
Un valor de vy de alrededor de 0.005 funcioné bien en todos los casos estudiados. En este punto
podemos hacer dos comentarios: (a) No hay ninguna aproximacién asociada a la Ec.(6.34),
mas alla del error numérico que aparece en cualquier evaluaciéon numérica de una derivada. La
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estrategia numeérica mostrada en esta seccion es sélo una alternativa para el célculo de Vy.(z)
directamente de Ec.(6.33) y (b) la precisiéon numérica puede ser mejorada si el valor uniforme
de v para cada zy en Ec.(6.34) se reemplaza por un valor 6ptimo 7(zg), con la desventaja de
que se necesitan més evaluaciones de la funcional de energia para su implementacion. Para
la aplicacién simple de la siguiente subseccién, la eleccién de un valor de  uniforme funciona
bien, pero en aplicaciones mas complicadas (como el de un pozo con muchas subbandas
ocupadas), es necesario implementar un y(zp) no uniforme.

6.2.4 Aplicacion: potencial de KS cuadrado

A los efectos de obtener una caracterizaciéon cuantitativa de los resultados presentados en la
subsecciéon anterior, hemos aplicado los resultados al caso especial en que el potencial de KS
estd dado por un pozo cuantico cuadrado confinado por barreras infinitas alejadas del pozo:

~Vpsi |z <1/2,
VKs(Z) = 0 si l/? < |Z‘ < L/2, (6.36)
oo si |z| > L/2,

con V4, > 0 (ver Fig. 6.1). La sencillez ganada al imponer que Vi g(z) esté dado por Ec.(6.36),
es que evitamos la solucion autoconsistente de Ecs.(4.5) y (4.64). En lugar de ello, contamos
desde el principio con los autovalores €; y autofunciones &;(z) de KS.! En este modelo, los
estados con energias positivas (¢; > 0) representan el espectro continuo del sistema real (i.e.
el limite L — o0). Para efectuar los calculos numeéricos hemos tomado valores tipicos de
los parametros correspondientes a pozos cudnticos semiconductores de Al,Ga;_,As/GaAs:
Vy = 220meV, | = 245A, m* = 0.067mg y € = 12.5.[32] A la distancia L entre las barreras
infinitas que contienen al pozo cuantico se le di6 un valor lo suficientemente grande de modo
que los resultados numéricos fuesen independientes de ésta, y se tomaron las condiciones de
contorno &;(z = £L/2) = 0. Si bien aqui estamos aplicando la teoria desarrollada a lo largo de
esta seccion a un pozo de KS cuadrado, debemos enfatizar que la misma, sin modificaciones,
es aplicable al caso méas general de un potencial externo Vg, (2z) arbitrario, aunque en este
caso el ciclo autoconsistente de Ecs.(4.5) y (4.64) no puede ser evitado para obtener Vig(z).
Para este modelo, restringiremos nuestro andlisis numérico al caso 1S, para el cual definire-
mos un parametro util que caracteriza el llenado relativo de la subbanda de menor energia:

u—e
62—61'

pp) =

Si la ocupacién electronica de la subbanda fundamental (i = 1) es pequenia (limite de baja
densidad), el parametro p estara cerca de cero, mientras que si el potencial quimico p est cerca
del fondo de la primera subbanda excitada (i = 2), el parametro p sera cercano a 1 (limite
de alta densidad). Para dar una idea de las densidades involucradas (teniendo en cuenta que
para el conjunto de parametros indicados arriba obtenemos g2 — 1 = 21.76 meV) notamos

1Si fuera necesario, el potencial externo que genera este pozo de KS cuadrado podria obtenerse por Vez:(2) =
Vis(2) = Vae(2) — Vu(2).



88 Seccion 6.2. Analizando la nueva funcional de correlaciéon ...
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Fig. 6.1: Representacion esquemética del modelo correspondiente al pozo cuantico semicon-
ductor. Lalinea llena gruesa corresponde al potencial de Kohn-Sham, aproximado por un pozo
de potencial cuadrado. Las lineas rectas horizontales corresponden a los niveles de energia
de KS de subbanda, que denotamos por ¢;. p corresponde al potencial quimico. El cero de
energia lo definimos como Vi g(|z| > 1/2) = 0, i.e. en la parte superior de la barrera cuadrada.
El sistema contiene unos pocos estados de subbanda ligados con energias negativas, y un gran
nimero de estados extendidos con energias positivas. Para todo p tal que g9 > u > €1 el
sistema estd en el régimen de una subbanda ocupada (1S). Se muestran esquematicamente
las funciones de onda de subbanda de KS asociadas a los primeros dos estados ligados.

que n(p = 1) = 6.1 x 10''em™2. En esta subseccién reintegraremos las dimensiones a cada
una de las magnitudes calculadas: energias en meV y longitud en A.

En la Fig.(6.2) mostramos las energias de correlacion por particula, para la contribu-
ciéon intra (panel superior), las contribuciones de un electrén-hueco (ec1) , intra — inter
(gintra—intery o jnter (") (panel intermedio), y una comparacién entre la energfa de cor-
relacion total por particula y la energia de intercambio (panel inferior). Todas estas canti-
dades las graficamos en funcién del factor de llenado p y fueron obtenidas numéricamente
de Ec.(6.20) (intercambio), Ec.(6.21) (excitacion de un electréon-hueco), Ec.(6.22) (intra),
Ec.(6.23) (intra — inter) y Ec.(6.24) (inter). El panel superior corresponde a la contribucién
intra que que separamos en un término directo (d) y otro de intercambio (e), definidos por:

. 1. 2
gintra (d) — _ oy / / dpdq§V11,11(KQ)Vu,u(KQ)Ff 1 (0,p,9), (6.37)
0

. 1 o
e / / dpdgVin,11(Kq) Vi1 (Kp)Fi 1 (0,p,9), (6.38)
0
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Fig. 6.2: Energia de correlacién por particula en funcién del pardmetro de llenado p. Panel

superior: contribucién intra (e%). La flecha indica el limite 2D estricto para £"¢; panel

intra—inter)

intermedio: contribuciones de excitacién de un electrén-hueco (e.1), intra—inter (e

e inter (¢7%¢7); panel inferior: comparacién entre las energfas por particula de intercambio y
correlacion.

; intra (d intra (e . . .
tales que £ = g, @ + €c ©) " Cada uno de estos términos corresponde simplemente

a los sumandos que aparecen al distribuir la suma entre corchetes en Ec.(6.22) y vemos en
Fig.(6.2) que tienen signos opuestos. La contribuciéon negativa (d) es siempre mayor (en valor
absoluto) que la positiva (e), y por lo tanto la energia intra resultante es siempre negativa. En
el limite de baja densidad (p — 0) recuperamos los resultados de Ec.(6.32), correspondiente
también al limite 2D estricto, e, = pc(2D)= —0.1925 x 11.67 meV= —2.246 meV. Notar que
este resultado no implica que la energia de correlacién total es finita en el limite de baja
densidad, ya que para obtener esta cantidad debemos multiplicar por el factor N = AK?/2m,
y entonces la energia total va a cero linealmente con p. La energia de la contribucién intra
decrece a medida que aumenta el llenado de la subbanda. En el panel intermedio de la
Fig.(6.2) graficamos las tres contribuciones restantes a la energia de correlacién por particula.
El primer hecho notable es que la contribucién ¢ntra —inter es casi dos 6rdenes de magnitud
menor que la contribucion intra. La energia de excitaciones de un electron hueco es ain
menor, siendo despreciable frente a todas las demés contribuciones para todos los valores
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de p. Todas estas energias por particula tienden a cero en el limite de baja densidad, y
aumentan su valor a medida que se aumenta p, mostrando asi un comportamiento opuesto al
de la contribucién intra. Notar sin embargo que mientras la contribucién inter es la mayor
de todas, es atn menor que la contribucién intra por un factor de alrededor de 4, para p ~ 1.
En el panel inferior de la Fig.(6.2) hicimos una comparacién de la energia de correlaciéon
total por particula (principalmente intra), y la energia de intercambio. Es interesante notar
que la primera predomina sobre la segunda en el limite de muy baja densidad, cruzédndose
para p ~ 0.05 (n = 0.3 x 10''em™2), valor a partir del cual intercambio predomina sobre
correlacién. Para llenados de subbanda cercanos a uno, la contribucién de intercambio es
alrededor de un orden de magnitud mayor que la de correlacién (en valor absoluto). A
los efectos de hacer una comparacién, hemos incluido también la energia de correlaciéon por
particula en la aproximacion LDA, de acuerdo con dos parametrizaciones para el caso 3D[46],
y el caso 2D[80]. Vemos que nuestra ¢, esta entre medio de las aproximaciones LDA(2D) y
LDA(3D) y que se aproxima a €.(3D) en el limite de alta densidad, como lo esperdbamos.

Para comprobar nuestros resultados para el pozo de potencial con barrera finita V;, com-
paramos nuestros resultados para las energias de correlacién con célculos efectuados para el
caso més simple de un pozo con barreras infinitas (V;, — oo en nuestro modelo). Para este
ultimo modelo, Combescot et al.|56] obtuvieron expresiones perturbativas de segundo orden
similares a las nuestras para la energia de correlacion, con la diferencia de que el hamilto-
niano no perturbado en su formalismo es el no interactuante, en lugar del hamiltoniano de
KS como es en nuestro caso. Una consecuencia de esto es que el término de segundo or-
den correspondiente a excitaciones de un electréon-hueco en nuestro esquema perturbativo es
mucho menor que el correspondiente en Ref.[56], y ademas no depende de la configuracion
particular de carga positiva. Sin embargo, el término de segundo orden correspondiente a
dos excitaciones electron-hueco (ec2) es idéntico a la energfa eMP?2 en Ref.[56], cuando &2
se particulariza al caso de barreras infinitas (y una subbanda ocupada). Combescot et al.
presentaron expresiones analiticas obtenidas mediante ajustes a calculos numéricos para las
contribuciones intra, intra — inter e inter [Ecs.(30), (35) y (38) respectivamente de Ref.[56]]
en funcién del pardmetro A = KI/27, relacionado a p por A = I[2p(eo — €1)]'/?/2n. En la
fig.(6.3) mostramos una comparacion para éstas contribuciones en nuestro caso de un pozo
de barrera finita y el modelo de Combescot et al. para barreras infinitas. Podemos ver que
los célculos de Ref.[56] estan en buen acuerdo con los nuestros. Sin embargo, la energia intra
para el caso de barrera infinita es mayor (en valor absoluto) que el caso de barrera finita,
mientras que ocurre lo opuesto para las contribuciones intra — inter e inter. Esto puede
entenderse facilmente: el limite de barrera infinita lleva al pozo cuéntico a estar més cerca del
limite 2D estricto, ya que el confinamiento es més efectivo. Como discutimos anteriormente,
el limite 2D estricto presenta la mayor contribucién intra, mientras que las intra — inter e
inter decrecen en magnitud (siendo exactamente cero en el limite 2D estricto).

En la Fig.(6.4) presentamos los potenciales de correlacion para el caso 1S. La linea llena
muestra el potencial correspondiente a la contribucién intra, mientras que la linea a trazos
representa el potencial correspondiente a la suma de las otras tres contribuciones no-intra
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Fig. 6.3: Comparacion entre las energias por particula intra, intra — inter e inter para el
caso del pozo cuéntico con barreras infinitas (linea a trazos) y el caso de barrera finita (linea
llena).

(g, +etntra=inter  ginter) Para el célculo del potencial de correlacién correspondiente a estas
tres contribuciones no-intra hemos usado el método explicado en la subseccién 6.2.3, pensado
especialmente para funcionales de energia dependientes de subbandas desocupadas. Podemos
observar que la magnitud del potencial correspondiente a la contribuciéon intra, Ve (z),
disminuye un poco cuando el sistema pasa del régimen de baja densidad (p = 0.1) al de alta
densidad (p = 0.9). Por otro lado, el potencial de correlacion asociado con la suma de las con-
tribuciones no-intra crece al aumentar p. Este comportamiento del potencial no-intra esta de
acuerdo con el comportamiento creciente de las energias por particula no-intra con p. Para el
caso estudiado con mayor llenado de subbanda (panel inferior de la figura), ambas contribu-
ciones son comparables. El efecto en la distribucion de carga electrénica es, sin embargo, muy
distinta para cada contribucién: V/™7%(z) empuja a los electrones hacia el centro del pozo
cuéntico, mientras que la contribucién no-inira repele a los electrones hacia las barreras del
pozo. Una caracteristica notable (que no se muestra en la figura), es que el comportamiento
suave del potencial V**~r4(2) resulta de la cancelacién de dos comportamientos divergentes
para las contribuciones intra — inter e inter para |z| > [. Esta cancelacion la observamos
claramente en el cdlculo numérico, pero como no tenemos una expresion analitica para este
limite no podemos probar esta cancelacién de forma rigurosa mediante un céalculo analitico.
Este hecho confirma la importancia de incluir todas las contribuciones de manera consistente,
ya que de otro modo existe el riesgo de violar cancelaciones importantes.[81] Mientras que las
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Fig. 6.4: Potenciales V™%(z) y V0~nra(3) para distintos llenados de subbanda p. Las
flechas en z = +122.5A indican la posicion de las barreras finitas de potencial.

contribuciones intra — inter e inter al potencial total no-intra tienen magnitud similar, la
contribuciéon de excitaciones de un electrén-hueco es de al menos un orden de magnitud menor
que el potencial no-intra total para todos los valores de p. Esta ultima contribucién ha sido
despreciada anteriormente en sistemas atémicos [69] sin suficiente justificacion, por lo tanto
este resultado presenta una confirmaciéon de especulaciones previas basadas en el hecho de
que €¢,1 es mucho menor que las demds contribuciones de correlacién. En la seccién siguiente
veremos el peligro de este tipo de argumentos, observando que en ciertos casos el potencial
de correlacién es comparable al potencial de intercambio, aunque la energia de correlacién
respectiva sea de aproximadamente un orden de magnitud menor que la de intercambio. Esto
se debe simplemente a que el potencial es una derivada de la energia y por lo tanto una energia
pequena no implicard necesariamente un potencial pequeno.

En la Fig.(6.5) comparamos el potencial de correlacion total V,(z) (linea llena gruesa, eje
y de la izquierda) con la contribucién dominante en el limite de baja densidad V™" %(2) (linea
a trazos, eje y de la izquierda). En el limite de baja densidad (p = 0.1) la contribucién intra
provee practicamente la totalidad del potencial de correlacién, de acuerdo con los resultados
de la subseccion 6.2.2 donde mostramos que las contribuciones no-intra tienden a cero en el
limite K — 0. Para llenados de subbanda crecientes (p = 0.5 y p = 0.9) el rapido crecimiento
de las contribuciones no-intra causa un achatamiento del potencial de correlacién total. Un
aspecto notable que no estd presente en las situaciones de llenado p = 0.1 y p = 0.5 es
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Fig. 6.5: Comparacién entre V,(z), su contribucién dominante para baja densidad V™"%(z),
y Vi(z) para distintos llenados de subbanda. Notar que el eje y de la izquierda corresponde
a Vi(z) y V™ra(z), mientras que el eje y de la derecha corresponde a V,(z), como indican
las flechas horizontales. Notar también que |V.(z)| < |Vz(2)| para todo z y todo p, y que las
escalas y a izquierda y derecha son distintas.

la aparicion de una estructura de doble pozo en V.(z) para p = 0.9, con una débil barrera
respulsiva en z = 0. Este potencial de correlaciéon con forma de doble pozo es reminiscente de
resultado similares en estudios basados en el método de Mote Carlo cuantico para un cable
cuantico semiconductor, aunque en ese caso el potencial de intercambio y correlaciéon zc no
fue separado en sus componentes z y ¢.[82] El potencial de intercambio se incrementa en valor
absoluto de ~ 4meV para p = 0.1 a alrededor de 10 meV en el régimen de alta densidad,
siendo alrededor de 10 veces mayor que el potencial de correlacién para p = 0.9. A diferencia
del potencial de correlacién, no tiene ninguna estructura de doble pozo y es atractivo para
todo z y para todo llenado.

En la Fig.(6.6) mostramos los resultados para V.(z) en distintas aproximaciones. La
dos lineas rectas horizontales corresponden a dos aproximaciones para el limite 2D estricto:
pLPA(2D) [80] (linea a trazos delgada), y pc(2D) = —2.246meV (linea llena delgada). Como
estos ltimos corresponden a limites 2D estrictos, no tienen por lo tanto ninguna dependencia

LDA

en la coordenada z. p,”*(2D) ha sido evaluada en la densidad 2D correpsondiente nop =

K? /27, y se aproxima a u.(2D) a medida que aumenta la densidad, como puede esperarse
ya que p(2D) es el limite de alta densidad exacto de uZP4(2D). Las lineas gruesas llenas

corresponden a V,(z) para nuestra funcional de segundo orden mientras que las lineas a trazos
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gruesas corresponden a la aproximacion LDA VCLDA(Z) correspondiente a una interpolacién
de la energia de correlacién dada en Ref.[46]. Nuestro V,(z) es siempre menor que u~P4(2D)
y pe(2D). Esto concuerda con nuestro analisis de las correlaciones en la secciéon 2.5, en la
cual vimos que los efectos de las correlaciones aumentan al disminuir la dimensionalidad del
gas. Por otro lado, el pozo de potencial provisto por V,(z) es mayor que el pozo provisto por
VEDA(%) en el pozo cuantico. Esto es razonable, ya que V.(z) fue calculado rigurosamente
para el caso C2D, mientras que V2P 4(z), fue derivado tomando como sistema de referencia
la funcional de energia de correlaciéon correspondiente al gas 3D homogéneo, en el que las
correlaciones son més débiles que para el gas 2D.2 La misma tendencia ha sido observada
en 4tomos[82], y cables cuanticos semiconductores.[83] En la Fig.(6.2) mostramos que &, es
mayor en valor absoluto que agDA(3D) para todos los valores de p, aunque ambos valores se
aproximan en el limite de alta densidad p ~ 1. Esto es reproducido cualitativamente por los
correspondientes potenciales de correlacion, ya que como vemos en fig.(6.6) ambos potenciales
tienden a superponerse en la region de alta densidad para valores crecientes de p. No obstante
esta superposicion, V,(z) desarrolla una estructura de doble pozo ausente en el potencial de
correlaciéon en la LDA. Esta caracteristica del potencial de correlacién a segundo orden en
teoria de perturbaciones de KS tiene el efecto de empujar a los electrones desde el centro
hacia las paredes del pozo cuantico. Como discutimos antes en la Fig.(6.4) este efecto se
debe exclusivamente a las contribuciones no-intra al potencial, cuya suma forma un potencial
repulsivo que crece rapidamente a medida que se agregan electrones al pozo cuéntico.

6.2.5 Conclusiones

En esta seccién hemos estudiado el potencial de correlacién correspondiente a gases de elec-
trones cuasibidimensionales, tales como los formados en la interfaz entre dos semiconductores
con brechas distintas. El potencial de correlacién lo obtuvimos haciendo uso del formal-
ismo OEP para sistemas C2D. La mayoria de los resultados mostrados aqui corresponden al
caso relevante de una subbanda ocupada. La funcional de correlacién utilizada proviene de
teoria de perturbaciones de KS (o Goerling Levy) a segundo orden en la constante de acople.
Una caracteristica importante que distingue a esta funcional de otras funcionales orbitales
(como la de intercambio exacto), es que depende de orbitales de KS ocupados y desocupa-
dos, complicandose de modo considerable el célculo de los potenciales. Por esta razén hemos
desarrollado un método numérico para encontrar el potencial correspondiente a este tipo de
funcionales.

Obtuvimos los siguientes resultados: a) el potencial de correlaciéon es la suma de varias
contribuciones. De éstas, la méas importante es la denominada intra, que involucra dos excita-
ciones electron-hueco dentro de la misma subbanda; b) cuando los resultados teoricos se llevan
al limite 2D estricto, recuperamos los resultados conocidos correspondientes al gas homogéneo

2Como no se efectud autoconsistencia, los potenciales de correlacién correspondientes pertenecen a poten-
ciales externos que pueden diferir a lo sumo en una cantidad del orden del potencial de correlacién. Puede
mostrarse que el efecto de esta pequeiia perturbaciéon en los potenciales de correlacion respectivos es despre-
ciable en comparacion con las diferencias observadas en Fig.(6.6).
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Fig. 6.6: Comparacion de V.(z) con otras aproximaciones, para distintos llenados de subbanda
p. En el panel superior se incluye el potencial de KS escaleado a modo de referencia.

2D; y c¢) el potencial de correlacion es finito para todo z, y debido a las contribuciones inter
subbanda forma una estructura de doble pozo no observada en la LDA ni en la contribucién
de intercambio exacto.

6.3 Discontinuidades en la estructura electrénica de pozos cuan-
ticos: intercambio versus correlacion
S.Rigamonti y C.R. Proetto, Phys. Rev. Lett. 98, 066806 (2007)

En la seccién anterior investigamos un sistema C2D muy sencillo: Vi g cuadrado y una sola
subbanda ocupada. Esto nos permitio, por un lado, verificar el cumplimiento de limites 2D
exactos, asf como también la comprobacién de un método numérico general, que desarrollamos
para el tratamiento de funcionales que depenen tanto de orbitales ocupados como desocupados.
Por otro lado, el analisis del potencial de correlacién evidencié una estructura de doble pozo
ausente en otras aproximaciones, incluso en la contribucién de intercambio exacto. En esta
seccion, comprobaremos que esta estructura, que tiene un efecto repulsivo entre los electrones
(i.e., tiende a separar espacialmente la distribucién de carga), no es especifica de sistemas con
una sola subbanda ocupada, sino que se observa (de manera muy notable) en un sistemas con
més de una subbanda ocupada y compite con la contribucién de intercambio, que introduce
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el efecto contrario de acumular espacialmente la carga en una region reducida.

El sistema C2D que estudiaremos en esta seccién corresponde al gas de electrones formado
en la interfaz entre dos semiconductores de GaAs y AlGaAs. El sistema estudiado es idéntico
al descripto anteriormente en la seccion 5.3. Sin embargo, a los efectos de definir la notacién
en esta seccion, presentamos esqueméaticamente el sistema en la Fig.(6.7) (recuadro superior
derecho). El método de calculo del potencial de correlacion en TPKS a segundo orden es el
descripto en la subseccién 6.2.3. A diferencia de los resultados de la seccion anterior, en este
estudio todos los calculos son autoconsistentes.

En la subsecciéon 6.3.1 presentaremos resultados numéricos para la discontinuidad que
presenta la estructura electronica del pozo cudntico en la transiciéon 1S — 2S5, incluyendo
efectos de intercambio y correlaciéon exactos (a segundo orden). Continuamos luego con una
descripcion analitica de la discontinuidad de V() en la transiciéon (subseccion 6.3.2). Esto
altimo nos permitira separar de manera limpia las contribuciones de intercambio y correlacién,
viendo la importancia de las discontinuidades de la derivada en la transicién. En la subseccion
6.3.3 compararemos nuestros resultados con evidencia experimental disponible para este tipo
de sistemas. Finalmente presentamos las conclusiones en la seccién 6.3.4.

6.3.1 Resultados numéricos y descripcion de la transiciéon 15 — 25

En la Fig.(6.7) presentamos el espaciamiento entre las energias de las primeras dos subban-
das del pozo cudntico: €19 = €2 — €1, en funcién de I' = u — ¢9, para tres aproximaciones
a Eg.: LDA, intercambio exacto con correlacion LDA [X(X) — C(LDA)|, y X(X) mas cor-
relacion parcialmente exacta (Ef L(2)), que denotaremos como X (X) — C(pX). Con la frase
“correlacion parcialmente (p) exacta (X)” abreviamos el definicién més precisa: contribucién
exacta del término de correlaciéon de segundo orden en TPKS. Notar que los valores de €19
que resultan en las tres aproximaciones estan notablemente cercanos en todo el régimen de
una subbanda ocupada (1S), y en el régimen de dos subbandas ocupadas (2S) con ocupacién
importante de la segunda subbanda, pero que aparecen notables diferencias en los distintos
valores de €12 cuando la ocupaciéon de la segunda subbanda es pequena. Comenzando con la
aproximacion X (X) — C(LDA), observamos que 12 muestra un salto positivo abrupto en la
transicion de una a dos subbandas ocupadas (1S — 2S5)[28]. Como vimos en la secciéon 5.3,
esta discontinuidad es provocada por la interaccion de intercambio. Si en cambio observamos
la curva €12 correspondiente a la aproximacion X (X) — C(pX) vemos que el efecto de incluir
la correlaciéon parcialmente exacta es introducir un salto negativo en la transicién 15 — 25,
por lo que el efecto de la correlacion es contrario al del intercambio y ademaés lo supera. La
curva correspondiente a la LDA se encuentra entre medio de las discontinuidades descriptas
en I' = 0, mostrando solamente una discontinuidad en la derivada. El recuadro inferior de
la Fig.(6.7) muestra el V;.(z) en las distintas aproximaciones para un valor de llenado de la
segunda subbanda de I'" ~ 0.5, cerca de la transiciéon 15 — 25. El potencial de intercambio y
correlacion Vg.(z) en la aproximacion X (X)— C(LDA) vemos que presenta una barrera en la
region de mayor peso de la funcion de onda de la segunda subbanda €2(z), provocando de este
modo un corrimiento positivo del autovalor de KS €9 cuando se ocupa con pocos electrones
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la segunda subbanda, mientras que el autovalor £; queda practicamente inalterado ya que el
potencial de intercambio varia poco en la regién de mayor densidad, que es donde tiene mayor
peso la funcién de onda &1 (z). Esto explica, en términos del potencial de intercambio obtenido,
el salto positivo de €12 en la aproximacion de intercambio exacto X (X). Por otro lado esto
es también fisicamente razonable: la barrera de potencial que desarrolla el potencial de in-
tercambio exacto, bloquea la ocupacién de la segunda subbanda. De esta manera, la energia
de intercambio es optimizada, ya que de otro modo, la separaciéon espacial provocada por el
llenado de la segunda subbanda reduciria el intercambio al aumentar la separacién epacial en-
tre los electrones. El comportamiento del potencial V,.(z) en la aproximacion X (X) —C(pX)
(linea llena en el recuadro inferior de Fig.(6.7)) es opuesto: en lugar de desarrollar una bar-
rera como en la aproximacion X (X) — C(LDA), ante una pequeia ocupacion de la segunda
subbanda el potencial desarrolla un pozo profundo, provocando una disminucién abrupta de
€9 manteniendo mas o menos constante ¢1. Esto explica la disminucién abrupta de €19 en esta
aproximacién. En términos fisicos simples, esto puede entenderse teniendo en cuenta que el
potencial V,.(z) produce una separacion espacial de la carga al promover la ocupacion de la
segunda subbanda (creando un pozo donde ésta tiene mayor peso). Esto disminuye la energia
de correlacién y su energia repulsiva asociada. El potencial de intercambio y correlaciéon en
la aproximacion LDA (linea punteada en el recuadro inferior) muestra el comportamiento
continuo esperado en la transicion.

6.3.2 Calculo analitico de la discontinuidad de V,.(z) en la transicion 1S —
28

No obstante la complejidad de las funcionales de intercambio y correlacién involucradas, los
resultados numéricos de la subseccién precedente nos animan a la bisqueda de una explicacion
analitica sencilla para los efectos observados. Quisiéramos de algin modo encontrar analiti-
camente la porcién del potencial de zc que debe ser sumada al potencial en el régimen 15
[V,1%(2)] para obtener la protuberancia (en el caso X (X) — C(LDA)) o el pozo de potencial
(en el caso X (X) —C(pX)) que se forma en V.25(2) y que, respectivamente, impide o favorece
la ocupacion de la segunda subbanda. Con este objetivo en mente, desarrollamos en esta
seccion una derivacion analitica de los resultados mostrados en la Fig.(6.7), para I' ~ 0, i.e.,
en un entorno de la transiciéon 1.5 — 2S.
En el limite |I'| — 0, la funcional orbital E,. puede ser aproximada por:

E® = plo) 4 1 (6.39)

xIc xc
con o =185, 2S. En Ec.(6.39) tenemos:
P{}%) = Bge(T = 07),

P29 — B, (T = 07),

oF
(1s) — YZxe
Q.’,CC 8F - ?
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Fig. 6.7: Energia de intersubbanda €12 en funcion de I'. Los valores negativos (positivos) de T’
corresponden al régimen 15 (2S5). Recuadro superior: representacion esquemética del modelo
para el pozo cuéntico semiconductor con dopaje modulado. Un plano metélico cargado (linea
delgada vertical a la derecha) induce un campo eléctrico en la direccién z que promueve una
transferencia de carga al pozo cuantico desde una regién de impurezas donoras ionizadas
(linea gruesa vertical a la izquierda) que acttia como un reservorio de particulas que fija
el potencial quimico p. Si el plano metalico se carga positivamente (negativamente), mas
(menos) electrones son transferidos hacia el pozo cuantico. Recuadro inferior: Vi (z) en las
mismas tres aproximaciones que €12 para I' = 0.5 meV. El pozo cudntico se extiende desde
z = 50A hasta z = 295A.

OFE
@2s) _ Ylzc|
ch or o+

De las expresiones (4.42), (4.44) y (4.45) para E;, E.1 y E.2 puede verse (reescribiendo
aquellas expresiones en términos de las ocupaciones y particularizando para I' = 0 en los
casos 1S y 25) que Px(};s) = x(ﬁs) = Py, y que QSCS) #* ngcs), i.e., para un conjunto fijo de
€i22's ¥ &(2)’s, la funcional de intercambio y correlacion es continua en la transicion 15 — 28,
pero su derivada es discontinua. Las expresiones explicitas para Py, lecs) y Qgcs) nos las
necesitaremos para la presente derivacion. Si insertamos la Ec.(6.39) en la ecuacion OEP

Ec.(4.51) con F reemplazado por E;(C%), obtenemos:

(o) — 0Py _ ) N2 =171 '
Vi 6) = [y - Qi e P i o 2 (6.40)
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Aqui hemos usado el resultado dT'/§Vis(2)= —de2/6Vi s(2)= —|€2(2)|? (ver Ec.(4.59)). Tam-
bién hemos eliminado un término lineal en I', que se hace arbitrariamente pequefio en el limite
' — 0. De la Ec.(4.63) para x,(z,2'), podemos obtener facilmente una expresion para la fun-
cién respuesta en el limite I' — 0 en términos de la funcién respuesta para el caso 1S:

X2s5(2,2) = x15(2, ') — |€2(2)6a(2) | /. (6.41)

La inversa de Ec.(6.41) puede calcularse analiticamente mediante el uso de la técnica de
Sherman-Morrison[84], con el resultado:

xgsl(z, 2') = xl_sl(z, 2') 4+ D(2)D(2")/[x(1 + N)]. (6.42)

En esta expresion, la funciéon D(z) y A vienen dados, respectivamente, por:

D) = [ xide o) éalo) P,

JR— / D)\ () [2da.

Como puede deducirse de Ec.(6.42), x~!(z,2') es discontinua en la transicién 1§ — 285,
as{ como también lo es x(z,z'), como se deduce de Ec.(6.41). Utilizando la Ec.(6.40) para
a = 185,28 y reemplazando en la misma por la expresiéon explicita para XQ_SI(z, z') dada en
Ec.(6.42), llegamos al siguiente resultado:

CJJC

AVye(2) = VEI (2) = VD (2) = H—AD(Z)’ (6.43)

donde la cantidad Cj,. esta definida por:

1
Cxc = %<Vm(cls))2 - Ach’

con

(0); = / dalé;(z) PO(a),

Ach = Q;(fc ) — Q;(clcs)

La ecuacién (6.43) es un importante resultado, que muestra explicitamente como es la depen-
dencia funcional en z del cambio discontinuo del potencial Vz.(z) en la transicion 15 — 2S.
Para una transicién de subbanda arbitraria NS — (N + 1)S puede demostrarse, siguiendo
pasos anélogos a los mostrados en Ecs.(6.39)-(6.43), que el resultado de Ec.(6.43) sigue siendo
valido, con los reemplazos 1 - Ny 2 — N + 1.

La Ec.(6.43), como vimos, se obtiene rigurosamente de Ec.(6.39). Sin embargo, es necesario
que veamos bajo que condiciones Ec.(6.43) se satisface. Para obtener la continuidad de la

) = 5535) = P,., hemos supuesto de forma implicita que los conjuntos de

. (18
funcional Py,
orbitales {&;(z)} y energias {g;} son los mismos para los limites ' — 0~ y I' — 0*. En

términos de los célculos numeéricos autoconsistentes con los que se obtuvo la Fig.(6.7), esto
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Fig. 6.8: Lineas llenas: F, en la aproximacion rigida (linea delgada) y autoconsistente (linea
gruesa); lineas a trazos: ES"® en 1a aproximacién rigida (linea delgada) y autoconsistente
(linea gruesa). Notar el corte en la escala vertical. Recuadro: potenciales de intercambio
y correlacion (lineas llenas) y funcion D(z) (linea punteada, unidades arbitrarias) para I' =

—0.01 meV.

es equivalente a extrapolar los resultados obtenidos para el caso 1S en el limite I' — 0~
al caso 28 T' — 07, efectuando un tinico lazo iterativo (anélogo al explicado en secciéon 5.2
con V, reemplazado por V,.). El resultado obtenido para E,. en esta aproximacién, que
denominaremos aproximacion rigida, estd dado por las lineas rectas en la Fig.(6.8), con las
contribuciones de intercambio (P, 4+ I'Q%, lineas llenas) y de correlaciéon (P, + I'Q%, lineas
a trazos) graficadas por separado. Si la aproximaciéon para F,. es tal que AVg.(z) # 0
(esto ocurre cuando Cy. # 0), es evidente que la solucién autoconsistente llevara a una
discontinuidad, no sélo en la derivada (como ya teniamos en la aproximacion rigida que

5(6165) v Q:(fcs)), sino también en el valor mismo de la funcional en I' = 0: ngis) #* ngzs). Los
resultados autoconsistentes corresponden a las lineas gruesas llena (Ey) y a trazos (E.) en
Fig.(6.8). Por otro lado, si la aproximacion es tal que Cy. = 0, no habra ninguna dicontinuidad
del tipo de Ec.(6.43), ni en la aproximacion rigida ni en la solucion autoconsistente. Esto
altimo sucede, por ejemplo, en la aproximacién LDA.

Es interesante analizar el coeficiente C,. separado en sus contribuciones de intercambio
(z) y correlaciéon (¢): C, = (VTEIS)>2/7r — AQp, con n = z, c. El anélisis de los resultados
mostrado en la Fig.(6.8) nos lleva a la conclusién de que C, < 0y C. > 0, considerando
que D(z) < 0 (ver recuadro inferior en la Fig.(6.7)). Cualitativamente esto sucede de la

3

siguiente manera: a) en el caso de intercambio, (Vz ~’)9 es grande y negativo (ver recuadro

de Fig.(6.8)), mientras que —AQ; es una cantidad positiva relativamente pequefia resultando
en C, < 0; b) para la correlacion, (Vc(ls))Q es una cantidad muy pequena (ver recuadro de

Fig. 6.8), mientras que —AQ,. es un nimero positivo relativamente grande, dando en suma
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Fig. 6.9: Lineas llenas gruesas: densidades de subbanda ni y ne (panel superior) y energia
de intersubbanda e12 (panel inferior) como funcién de p — 1. Lineas a trazos: ng y €12 cor-
respondientes al llenado continuo de la segunda subbanda. Recuadros: datos experimentales
de Ref.[53].

C. > 0. El resultado neto es que la correlaciéon sobrepasa al intercambio (Cp. = Cy + C. >
0), y AV,(z) da una contribucién negativa que resulta en el pozo atractivo a la derecha
mostrado en el recuadro inferior de Fig.(6.7). Es importante notar que esta predominancia
de la correlacién sobre el intercambio sucede atin cuando |ES L(2)| & |Ey| [ver Fig.(6.8)]. Sin
embargo, como muestra claramente Ec.(6.43), no es tnicamente la magnitud de la funcional
de zc lo que importa (representada por la contribucion (Vgg(c1 S)>2), sino también las derivadas
correspondiente (representadas por el término AQ,.). Esto ejemplifica de manera contundente
el peligro de despreciar la contribucién de correlacion frente al intercambio en la vecindad de
una transicién de subbanda haciendo uso del argumento de que la energia de correlaciéon es
mucho menor que la energia de intercambio.

6.3.3 Evidencia experimental

Afortunadamente, podemos comparar nuestros resultados con observaciones experimentales.
En el recuadro situado en el panel superior de la Fig.(6.9) mostramos los valores experimen-
tales para las densidades de subbanda n y no, graficadas en funcién del nivel de Fermi medido
desde el tope de la banda de valencia[53]. Los datos fueron obtenidos de un andlisis cuantita-
tivo de perfiles de mediciones de fotoluminisencia. Observamos que cuando el nivel de Fermi
“toca” el fondo de la segunda subbanda, la densidad electrénica ny salta de cero a un valor
019 y 8 x 10'% cm~2, dependiendo de la temperatura [53]. La den-
sidad electrénica de la subbanda de menor energia, por otro lado, se incrementa suavemente

finito que esté entre 3x 1

de manera continua a medida que se aumenta el voltaje, sugiriendo que el campo eléctrico se
acopla esencialmente a la ocupacion 15, lo cual es razonable ya que es la subbanda con mayor
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ocupacion. Este hecho nos motiva a graficar nuevamente los resultados para €15 en Fig.(6.7),
pero esta vez en funcion de y — €1, en el panel inferior de Fig.(6.9). Claramente los valores
teoricos de ni, ne, y €12 versus g — €1 concuerdan muy bien con los datos experimentales,
tanto cualitativa como cuantitativamente. Por ejemplo, el valor tedrico para el salto negativo
de €12 en u — 1 ~ 25 meV, es de alrededor de 3.3 meV, en excelente acuerdo con el valor de
3.5 meV para el salto estimado del experimento (ver recuadro en panel inferior).

6.3.4 Observaciones y conclusién

Los resultados obtenidos estan intimamente relacionados con el tema de la discontinuidad de la
derivada en DFT para ensambles [85]. Entre las importantes consecuencias derivadas de esta
extensiéon de la DFT a niimero de particulas fraccionario, quizés la mas importante sea que la
brecha semiconductora no es exactamente la brecha dada por la estructura electréonica de los
niveles de energia de KS [22], sino que la brecha del sistema real est4d dada por la suma de la
brecha de KS mas la denominada discontinuidad de zc, A,.. Las aproximaciones continuas a
funcionales de energia de zc, incluyendo todas las aproximaciones usuales tipo LDA’s y GGA’s,
fallan en producir el valor correcto para Ag., dando como resultado una subestimaciéon muy
importante de la brecha para la mayoria de los semiconductores y aislantes. En un trabajo
muy reciente Griining et al. clarificaron la situacién teérica, obteniendo un buen acuerdo
entre brechas experimentales y teoricas de Si, LiF, y Ar[86], mediante el uso de una funcional
orbital para la contribucion de correlacion, correspondiente al apantallamiento dindmico de
la interaccién coulombiana (aproximacion GW). Se encontro que A, contribuye en alrededor
del 30% —50% a la brecha. Estos resultados, para un tipo distino de sistemas, son consistentes
con los obtenidos en esta tesis.

En conclusién, hemos obtenido, dentro del formalismo DFT, la discontinuidad intrinseca
de la funcional de energia de zc para un sistema realista. De la comparacion con resultados
experimentales, mostramos que la funcional de energia de zc generada por teoria de perturba-
ciones de Kohn-Sham a segundo orden para el gas 2D describe bien las propiedades de la fun-
cional exacta (que es desconocida). El hallazgo principal es que en la transicion 1S — 2S5 | el
potencial de intercambio y correlacion y las energias de intersubbanda asociadas se comportan
de manera discontinua, con contribuciones opuestas de intercambio y correlacién, compitiendo
en la discontinuidad, y con la correlacién superando a la contribuciéon de intercambio.



CAPITULO 7

CONCLUSIONES GENERALES

7.1 Introduccién

En esta tesis hemos encontrado una expresién exacta a segundo orden en teoria de perturba-
ciones de KS (TPKS) para la energia de intercambio y correlacion. También hemos desarrol-
lado métodos numeéricos y tedricos para encontrar el potencial de intercambio y correlacién
correspondiente a esta aproximacion a la funcional de intercambio y correlacion. Todos estos
desarrollos numeéricos y teodricos fueron disefiados para su aplicacién a sistemas cuasi bidimen-
sionales con invariancia traslacional en el plano x —y. Hemos aplicado los resultados teéricos
a distintos sistemas modelo en la aproximacién de la masa efectiva.

7.2 Intercambio exacto

El desarrollo de la tesis comenz6 con un estudio detallado de la interaccién de intercambio,
que es la contribucién a la energia total debida a la correlacién cuantica o de Pauli. En la apli-
cacién a un doble pozo cuantico, pudimos analizar el hueco de intercambio exacto en distintas
situaciones, observando que es fuertemente no local en regiones de baja densidad del sistema,
contrastando en gran manera con la simetria esférica presente en el hueco de intercambio a la
LDA. No obstante esta gran diferencia entre los huecos de intercambio en las distintas aproxi-
maciones, no se ve esto reflejado tan drasticamente en las energias por particula. Esto se debe
en parte a que en el cilculo de la energia total del sistema interviene solamente el promedio
esférico del hueco [11]. Sin embargo, la gran dispersion del hueco de intercambio a la LDA
tiene como consecuencia una notable subestimacion de la energia de intercambio por particula
en situaciones de confinamiento muy efectivo del gas, cuando el sistema se aproxima a una
situacién estrictamente bidimensional. En este caso XX funciona muy bien, obteniéndose una
excelente concordancia con calculos precisos con el método de Monte Carlo Variacional. Al
variar el ancho de los pozos, pudimos observar el desarrollo de la transicion 3D—2D mani-
festada en la evolucién de la energia de intercambio por particula desde un valor proximo al
limite 3D homogéneo hacia un valor cercano al 2D estricto homogéneo (aunque menor, ya que
la extensién en z de las funciones de onda debilita un poco las correlaciones con respecto al
caso 2D estricto), con una evidente intensificaciéon de las correlaciones.
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El paso siguiente fue aplicar el método de XX a un sistema més realista: el pozo cudntico
formado en una heteroestructura semiconductora con dopaje lateral modulado. En este sis-
tema la densidad de electrones en el pozo cuantico puede ser variada mediante la aplicacion de
un campo eléctrico en la direccién z. Asi, se ha podido observar experimentalmente mediante
espectroscopia de fotoluminiscencia la estructura de subbandas de estos pozos. En particular,
se estudié experimentalmente la transicion 1S—2S de una a dos subbandas ocupadas y se ob-
servaron abruptas renormalizaciones de la estructura electrénica en la transicién. El analisis
teodrico efectuado arroj6é importantes resultados referentes al limite asintontico del potencial
de XX: el potencial de XX se comporta como —1/z + cte en el limite z — oo con cte una
constante dependiente del valor medio del potencial de XX en el orbital de KS ocupado mas
energético. Por un lado, el comportamiento —1/z (robusto ante la adiciéon de correlacion), es
muy interesante desde el punto de vista del estudio del potencial de carga imagen que sienten
los electrones situados frente a una superficie metalica (ver Ref.[31]). Por otro lado, se obtiene
que la constante asintética cambia de manera discontinua en la transicion 1S—2S. Pudimos
ademas obtener una separacién analitica del potencial XX en tres términos bien diferenciados.
Dos de ellos no cambian en gran manera en la transiciéon, mientras que uno de ellos desarrolla
una joroba en la regién espacial en que la subbanda que se esta vaciando tiene mayor peso. El
efecto sumado de la joroba y del salto en la constante asintética trae aparejado una notable
discontinuidad en la estructura electrénica del pozo cuantico.

No obstante haber obtenido una discontinuidad, el sentido de la misma es el opuesto al
observado en el experimento. Este hecho nos hizo sospechar que la energia de correlaciéon, ain
dando una contribucién casi diez veces més pequena que la energia de intercambio, podria
ser la responsable de la discrepancia. Esto nos impuls6 a buscar una funcional de correlacién
compatible con la contribucién de intercambio exacto. Esta mejora, que implica salirse de
los esquemas locales proporcionados por las funcionales usuales de LDA o GGA, es realmente
muy laboriosa, pero nos llevé a una correcta apreciaciéon de la contribucién de correlacion.

Es importante resaltar que los resultados obtenidos para XX no dependen en gran manera
de la aproximacién que se haga para la contribucién de correlaciéon. Esto se debe a que las
ecuaciones basicas para calcular ambas contribuciones son separables en sus componentes z y
¢, y los resultados analiticos obtenidos para la contribucién de intercambio son independientes
de ¢. En la autoconsistencia sin embargo, si la correlaciéon produce cambios grandes en los
orbitales de KS, puede haber efectos notables en la contribucién de intercambio.

7.3 Correlaciéon parcialmente exacta

El siguiente paso fue el desarrollo teérico conducente a obtener una funcional de correlacién
compatible con intercambio exacto. Esto lo logramos mediante la aplicacion de la TPKS
a segundo orden aplicada a la configuraciéon C2D. El tipo de funcional implicita obtenida,
dependiente tanto de orbitales de KS ocupados como desocupados, nos present6 varios desafios
teodricos y numéricos. Los primeros los superamos mediante la extensiéon del formalismo OEP
para su aplicacién a este tipo méas general de funcionales, permitiéndonos, entre otras cosas,
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la obtencién de limites 2D correctos. Para superar las dificultades numéricas elaboramos un
nuevo método numeérico para el calculo de potenciales correspondientes a funcionales orbitales
dependiente tanto de orbitales de KS ocupados como desocupados.

Debido a la complejidad de la funcional de correlacién, comenzamos su estudio en la
aplicacién a un sistema muy sencillo: un potencial de KS cuadrado con una sola subbanda
ocupada. De este modo evitamos tener que hacer célculos autoconsistentes y disminuimos
el orden de las integrales. Obtuvimos por un lado resultados teéricos satisfactorios para los
limites 2D estrictos de las funcionales, confirmando la exactitud del método OEP desarrollado
para sistemas C2D. Por otro lado observamos que para densidades altas (donde mejor se aplica
la teoria perturbativa), el potencial de correlacion desarrolla una estructura de doble pozo,
causada principalmente por términos de excitaciones inter subbanda, que tiende a separar
la distribucién de carga, acumulandola contra las paredes del pozo. Si bien esta barrera de
potencial repulsiva es bastante débil para el caso de una subbanda, implica una caracteristica
notable de la contribucién de correlacién, no obtenida en aproximaciones locales.

Finalmente concluimos esta tesis retomando el sistema realista que habiamos estudiado
en la aproximaciéon XX, i.e., el pozo cuantico semiconductor. La implementacién numérica
de los célculos en teoria de perturbaciones de KS al caso de la transicién 1S—2S nos plante6
dos dificultades importantes. Por un lado, las integrales de intersecciones de circulos, que
complican la determinacién de limites de integracién, deben ser generalizadas para circulos de
distinto radio, y por otro lado la naturaleza discontinua de la transicién dificulta la obtencién
de resultados autoconsistentes.

Obtuvimos los siguientes resultados: al ocupar con pocos electrones la segunda subbanda,
el potencial de correlacién desarrolla un gran pozo de potencial en la regién donde tiene peso
la segunda subbanda. Notablemente, el efecto de esta discontinuidad en el potencial de cor-
relacion sobre la esctructura electronica supera el efecto que produce la barrera de potencial
creada por la contribucién de intercambio. Esto es muy notable ya que la energia de cor-
relacion es aproximadamente un orden de magnitud mas pequenia que la de intercambio, y
evidencia por lo tanto el importante efecto de las discontinuidades de derivada en las fun-
cionales de zc. En consecuencia, la discontinuidad en la estructura electrénica producida por
la discontinuidad conjunta de los potenciales de intercambio y correlacion dio finalmente el
sentido y la magnitud observada experimentalmente, confirmando la excelente aproximacién
de la funcional de correlacién a segundo orden en teoria de perturbaciones de KS.

Finalmente, del andlisis teérico del OEP para pequenas ocupaciones de la subbanda ocu-
pada mas energética, obtuvimos una expresiéon analitica exacta para la discontinuidad del
potencial de zc cada vez que se ocupa una nueva subbanda.

7.4 'Trabajo futuro

Los resultados obtenidos en esta tesis promueven un analisis mas profundo de los esquemas
de céalculo utilizando funcionales implicitas. Por un lado, queda por determinar analitica-
mente el limite asint6tico de funcionales implicitas que dependen tanto de orbitales ocupados
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como desocupados. El resultado transparente obtenido para funcionales que solo dependen
de subbandas ocupadas sugiere la obtencién de un resultado simple también para el caso mas
general, usando andlisis asintoticos como los llevados a cabo en el Apéndice C.

Por otro lado queda pendiente también un mejor entendimiento del tipo de soluciones
obtenido con estas funcionales discontinuas: en ciertos casos, para una dada densidad bidi-
mensional ([ dzn(z)), se obtienen dos soluciones autoconsistentes, una con una subbanda
ocupada y otra con dos subbandas ocupadas (notar que esto no implica una violaciéon al teo-
rema de HK, ya que la dependencia funcional n(z) es distinta para ambas soluciones). En el
caso del pozo cuédntico tomamos como pardmetro de control el llenado continuo de la primera
subbanda, que se acopla con el campo externo como se observa del experimento, para decidir
qué solucioén elije el sistema. Sin embargo, en otros experimentos se observa que la posicion
de la discontinuidad no es la misma si se efecttia la medicién siguiendo el camino 1S—2S o
el camino inverso 25—1S [53, 87|, presentandose una histéresis en la transiciéon. Esto quizés
sea evidencia de estados metaestables, que podrian ser predichos por la teoria desarrollada en
esta tesis.

Otra extension inmediata de esta teoria seria en el estudio de fases polarizadas, dado que
existe evidencia experimental reciente de polarizacién de la segunda subbanda en la transicién
1S—2S [88].

Recientemente se han encontrado notables discontinuidades en la estructura electrénica
de subbandas unidimensionales. Estos experimentos han sido efectuados en cables cuinticos
fabricados por litografia electrénica sobre heteroestructuras de AlGaAs/GaAs. Mediciones
de la conductancia diferencial han mostrado abruptas renormalizaciones cada vez que un
canal se ocupa con electrones. [89] Estos experimentos no han podido ser explicados con las
aproximaciones usuales tipo LDA, por lo que este trabajo sugiere la extension del formalismo
desarrollado en esta tesis a sistemas unidimensionales.
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APENDICE A

COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE
ni
afr9(2) ¥ g (2)

En este apéndice obtendremos expresiones analiticas correspondientes al comportamiento as-

intotico de u™%(z) y us1(z). Comenzamos escribiendo la contribucion intra como la suma
)

de una parte directa (d) més otra de intercambio (e):

uZ;ltra(z) _ uintra(d) (2:) + uintru(e) (Z), (Al)

con las siguientes expresiones orbitales explicitas para las partes d y e, obtenidas aplicando
la definicion de la Ec.(4.69) para potenciales orbitales a las funcionales de Ecs.(6.37) y (6.38)

respectivamente:
uintra(d) (Z) — _% /Ooo dp dq §V11,11(Kq)V11 (Kq, Z)Ffll(o,p, q), (A.Q)
o
winira (¢) () — % / / dp dgVi1,11(Kp)Vi1(Kq, 2)Fi 1 (0,p,q). (A.3)
0

La integracion en la variable p en Ec.(A.2) puede efectuarse analiticamente, con el resultado:

uintm @ (2) = _% /000 qun,n(KCI)VH(KCIa 2)(q/2), (A4)

donde,
o0
P(q/2) = ZM/O dpp Fi1 (0,p,9)-

En la Ec.(29) de ref.[56] puede obtenerse una expresion analitica explicita para 1(z). Nuestro
objetivo es obtener el comportamiento para |z| — oco. Comencemos analizando entonces el
comportamiento asint6tico de las funciones V;;(g, z). Para ello, veamos su definicion:

Vi(g,7) = / " a2 (e (A5)
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Fig. A.1: Representacién esquemética de las funciones que aparecen en el integrando de
Ec.(A.5)

Las funciones de onda &;(z) pueden corresponder a estados ligados del pozo cuantico, en cuyo
caso el comportamiento asintético serd &(|z| > 1) ~ e Pil?l| con I el ancho caracterfstico del
pozo cuéantico; o pueden corresponder a estados extendidos (y por lo tanto desocupados) del
pozo cuantico. Vamos a obtener el comportamiento asintotico de Ec.(A.5) en el caso en que
al menos uno de los dos estados corresponde a un estado confinado del pozo, de manera que
se cumplira, para |2'| > I:

&i()&(2') — e” bl (A.6)

En Ec.(A.6) tendremos en cuenta que si (j) corresponde a un estado extendido, entonces 3; =
0 (8j = 0). Definamos entonces f;;(z) = &;(z)§;(z). En la fig.(A.1) vemos una representacion
esquemética de las funciones f;;(2') y e~92=%'l que aparecen en el integrando de Ec.(A.5). El
valor aproximado de la integral, para z > [, vendrd dado por la suma de dos términos, uno
proporcional a e” 9% y otro proporcional a e—(Bi+Bj)z (los valores de estas exponenciales estan
representadas por dos circulos en la figura):

Vij(g,z > 1) ~ e_qz/dz'fij(z')eqz, + O(e~Bithi)z), (A7)
Para g < f8; + 3; , descartamos el segundo sumando a la derecha de esta dltima ecuacién para
obtener:
o
Vij(g,z > 1) ~ (&j + Ecg;l)q") e 9, (A.8)
n=1
Gj = 2€i(2)€;(z)2". (A.9)

El término entre paréntesis en Ec.(A.8) sale del desarrollo de Taylor de la exponencial et
en el integrando de Ec.(A.7) alrededor de ¢ = 0. El resultado de Ec.(A.8) nos dice que si
debemos efectuar la integral en g para z > [, el factor exponencial e”%% en Ec.(A.8) retendra
solamente el valor del integrando para g ~ 0. Por tanto, debemos obtener el desarrollo de los
factores de forma Vj;:(q) alrededor de ¢ = 0 para obtener el limite asintético de Ecs.(A.2)
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y (A.3). De la definicion de Vjjxi(q) en Ec.(4.41) (que aqui particularizamos para el caso
paramagnético):

Viawla) = /dz d2'€i(2)&; () 6k (2)6()e? 7,

hacemos un desarrollo en Taylor para la exponencial e?? %' alrededor de ¢ = 0 para obtener:

Vijwi(a) = 6ixbju+ Y cgl}clq", (A.10)
n=1
n —1)" "
o), = n!) / dz d2'&(2)¢ (2 )er (D)) — 2™ (A11)

Particularizando Ecs.(A.8) y (A.10) para i = j = k = [ = 1, obtenemos, respectivamente, los
términos principales de Vi1(g,2) y Vi1,11(q):

Vil(g,z > 1) ~ 7%, (A.12)
V11,11(q ~0) ~1. (A.13)
Utilizando estos resultados, podemos hacer las integrales de Ecs.(A.4) y (A.3) para obtener:

. 4 Ty 1

intra(d) __ _ ) — 3

i) (= 00) — —— (2 2) —+00/7), (A.14)
W) (s o0y o —Z(0) S (A1)

(& T z27

W@ = [dVuu(EpF 000

intra

mira(z) proviene de la

Aqui vemos que el término principal en la expansion asintética de u

parte directa, de modo que u™"?(z — o) — yintre(d)

v (z). Tener en cuenta que a medida que

se disminuye la densidad (K — 0), aumenta el valor de z a partir del cual el comportamiento
asintotico de Ec.(A.14) es valido.

Usando el resultado de Ec.(A.12) podemos encontrar también El limite asintotico del
potencial de intercambio de Ec.(6.25):

K o0
Ug,1(2) = —?/ dqV11(Kq,2)J54(0,4,0), (A.16)
0
podemos obtenerlo si reemplazamos V11(Kgq, z) por su valor asintotico dado por Ec.(A.12) y
teniendo en cuenta que el area de intersecciéon de dos circulos de radio unidad es nggl(O, q =
0,0) = 7. Con estos reemplazos vemos que el término principal de la expansién asintotica de

Ec.(A.16) es:

1
Uz 1(z = 00) = - (A.17)

El estudio analitico del limite asintético de las componentes no-intra del potencial de cor-
relacion es mucho mas complicado que los presentados arriba, debido esencialmente a la pres-
encia de sumas sobres estados de subbanda desocupados en las correspondientes funcionales
de energia. Una posible alternativa seria aplicar las técnicas desarrolladas en ref.(|90]).






APENDICE B

INTEGRALES UTILES

En este apéndice presentamos varias expresiones analiticas ttiles para algunas integrales de
intersecciones de circulos que aparecen en Ecs.(6.20)-(6.24). Comenzamos con las integrales
de interseccién de dos circulos, que son las mas simples. El 4rea de interseccién de dos circulos
de radio unidad cuyos centros estan separados por una distancia g es:

J(q) = [2 cos ™! (g) —q ( - i—2> 1/2] 0(2 —q). (B.1)

Con este resultado, tenemos, para las integrales de dos discos en Ecs.(6.20), (6.21) y (6.24):

Jo0(0,p,0) = J(p), (B.2)
J31(0,p,9) = J(p—al)- (B.3)

En la referencia [56] pueden encontrarse expresiones analiticas explicitas para las integrales
correspondientes a intersecciones de tres discos J3i(,p,q) y de dos discos y un antidisco
J(%ll (0,p,q) . Para la interseccion de cuatro discos en Ecs.(6.22) y (6.26) hemos obtenido la
si:guiente expresion en términos de integrales de interseccién de dos y tres discos:

11 11 01 10
Jil (eapa Q) = 2J§1 (Hapa Q) - JQI (Oapa Q) + Jlg(eapa Q)' (B4)
Este resultado es vélido para b > 2av/1 — 221 — a222—a?(1-22%), y para 6 < cos ![(1/4 — p?\/4 — ¢*—
pq)/2], mientras que vales cero en caso contrario. Ademis b = |p+4q|/2, a = |p —q|/2,

10
z=(¢* —p®)/4aby J o (0,p,9) = J(lp +al).
La parte directa de la energia por particula de correlacion inter en Ec.(6.24), puede
escribirse como:

] 01 €lm,11
Ezcnter( = 27T2 Z/ dq Vit,m(Kq) / dppF01 ;22 ,D, q)-

Encontramos que la integral en p tiene la siguiente expresién analitica:

87

o0
£
A dpFS) (.p0) = G + ), (B.5)
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con

G(z) = Hy(z/2) — Hy(z/2),

- fr-x(2)]
Hy(z) = é {(2:52 _1E [sinl (%) |:1:2] +(1—22)F [sin_l (%) |$2] } .

En estas dos ultimas ecuaciones, E(¢|m) es la integral eliptica del segundo tipo, con E(m) =
E(7/2|/m), y F(¢,m) es la integral eliptica del primer tipo.[91]

Como referencia para trabajo futuro en el tema, listamos algunas propiedades obtenidas
durante el desarrollo de la tesis, que fueron utilizadas para obtener limites asintéticos de
potenciales orbitales correspondientes a funcionales de correlaciéon no-intra:

Jgo(@~0,0,0) = -2, (B.6)
2
8
/(mﬁﬁ@mﬁ)z = (B.7)
0 T 3
[ 3000 = 7 [x- 340000 (B.3)
= ﬂ-JQl:Ql(anao)a
Jgg(p ~0,0,0) = 2p, (B.9)
Jol1(p,q ~ 0,0
1P 00) ot (5, 0)] — sinfon (9,6, (B.10)
q
ap(p,0) = Mazx [—g;& — %cos_1 (g)] )

1
a1(p,0) = Min [g;ﬁ—i- Ecos_1 (g)] ,

2w
do J 1 ,q,0) = 4pcos™! 4 0(q — p) + 4qcos™? P 0(p — q)- B.11
| a0 5000 (5) ¢ (5)00-a. B

La ultima igualdad es valida para ¢ < p o p < ¢, pero no para ambos comparables; cuando
Py ¢ con pequenos y comparables es util:

Jy1(p~0,g~0,0)=p+q—Ip—al. (B.12)

Las simetrias de la configuracion geométrica de circulos y anticirculos [ver fig.(4.2)] se traducen
en las siguientes simetrias respecto a los indices:

Jei0,0,0) = Jola.p.0) = Jpo(a,p,0) = J24(p,q,6)
) = ng,’ca(q,p,ﬂ' —6)
= Jg:g(p7Qa7r_0) (B13)

d,

beac(paq’ﬂ- -0
b,

Jd,g(qapa T = 0)
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Notar que Ec.(B.13) es completamente general y no se restringe solamente a discos o antidiscos
de radio unidad o cero, sino que a, b, ¢ y d en Ec.(B.13) son radios arbitrarios (y pueden
referirse tanto a discos como a antidiscos). Por ultimo, notemos la siguiente propiedad de
escaleo, que es muy util para simplificar las expresiones que involucran discos y antidiscos de
distinto radio:

c c

T (p,q,0) = K20 (0], a/ k. 6). (B.14)






APENDICE C

MATERIAL SUPLEMENTARIO PARA EL
CAPITULO 5

C.1 Ecuacién diferencial para los corrimientos

En la ecuacion (4.65) del capitulo 4 definimos los corrimientos por:

o) = / 4 AV 10 () Gio (2, 2) 10 (2). (1)

En esta seccién obtendremos una ecuacién diferencial para los corrimientos que nos servird
como una definicién alternativa, equivalente a Ec.(C.1), con la cual podremos més abajo
obtener el comportamiento asintético de los mismos y nos serd de utilidad también para
obtener una expresion explicita para el potencial Vz(z) en términos de los corrimientos.

Si aplicamos el operador diferencial U;,(2) = [Hrxs(z) — €is] @ Ec.(C.1), con

1 62
His(2) = =555 + Vies(2),
obtenemos
Uio(2)YF,i0(2) = /dZIAVJ-',iU(Zl) [Uio(2)Gio (7', 2)] &i(2')- (C.2)

Utilizando la definicién de G, en Ec.(4.57), la ecuacion de KS (4.5) y la propiedad de com-
pletitud de los orbitales de KS )7, &jo(2)&jo(¢') = d(z — 2'), se obtiene:

Uig(2)Gio (7', 2) = &io(2)6ia (2') — 6(z — 2'). (C.3)
Reemplazando este ultimo resultado en Ec.(C.2), nos queda la siguiente ecuacion diferencial:
[Hics(2) — €io] io(2) = — [AVEig(2) — AV £i6] &io(2). (C4)

Esta ecuacion diferencial define a los corrimientos y es equivalente a Ec.(C.1).
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C.2 Expresion del potencial Vz(z) en términos de los corrim-
ientos

En esta seccion obtendremos una expresion expicita para el potencial Vz(z) en términos de
los potenciales orbitales y los corrimientos, para funcionales F que dependen tnicamente de
orbitales ocupados (como por ejemplo la funcional de intercambio en el capitulo 5). Sumando
y restando uziy (2) ¥ AV £ip a VEg(2) podemos escribir:

Vre(2) = [Vro(2) — uFio(2)] + uric(2) + AV Fig — AV Fig,
y teniendo en cuenta que AVriy(z) = Vs (2) — uris(2), reordenamos para obtener
Vro(2) = [uFic(2) + AV £ig| + [AVEip(2) — AV gig] -

Si ahora multiplicamos y dividimos por la densidad n,(z) esta ultima expresiéon, podemos

escribir:
1
V]-' o (Z ) =

16 (2)

Z nioic(2)* { [uFio(2) + AV ris| + [AVEip(z) — AV £i] } . (C.5)

El término proveniente del primer corchete en esta tltima expresion, lo identificamos con la
aproximaciéon KLI [21], y queda definido por:

V]-'l o = Z nwgw u_’l—'ia(z) + Av}'ia] . (CG)

Notar que hasta ahora no hemos hecho nada més que reescribir V£ (z) sumando y restando los
potenciales orbitales y corrimientos. El paso siguiente serd introducir la definicion de los cor-
rimientos y utilizar la ecuacion OEP para obtener una expresion no trivial para Vg, (z). Para
ello, comenzamos reescribiendo el término correspondiente al segundo corchete en Ec.(C.5)
teniendo en cuenta la ecuacion deferencial para los corrimientos Ec.(C.4), obtenemos

Z nwfza AV}"ZU( ) AV}"M = Z nwfw [HKS( ) - 51'0] "bia(z)-

i<F i<F

Utilizando la ecuacion de KS (4.5), obtenemos facilmente:

§io(2) [His(2) — €io] Yio(2) = _% [fw(z) ;Ia(z) — Yio(2) Zr(z)] ]

donde la prima denota derivacién respecto a la variable z. Reemplazando este resultado en
la ecuiacién anterior nos queda:

angw AV}'ZU( ) Av}'ia] = %Znia [610(2)1/1210('2) - ¢w(z)£;:7(z)] (07)

i<F i<F

De Ecs.(5.13) y (5.14), podemos escribir la ecuacion OEP como

Z nw'(p]: w fw = Z C}" wfw - (CS)

i<F z<F
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Derivando respecto a z dos veces esta ecuacién obtenemos:

Z nw"/]}' w 610 - Z C}' e fw + fw( ) (Z)]

<F z<F

=3 i (20, (2)E (2) + io ()€ (2)] . (C.9)

i<F

Reemplazando el resultado de Ec.(C.9) en Ec.(C.7), y agrupando por un lado los términos en
los que aparece ! (z) y por otro lado aquellos que contienen & (z), nos queda:

angw AV}'M( ) Avﬂ:ia] = - Z %(Z) [niawf,ia(z)gia(z) - waéw( ) :| —;IU(Z)

i<F i<F §io (2)

- Y s et @) - e, 02| (c0
<F

[

C}" e

Haciendo uso de la ecuacion de KS (4.5) y de la definicion de las ocupaciones n;, = (u —
€ir)/2m, obtenemos:

/I (Z)

§w( )

Reemplazando este tltmo resultado en Ec.(C.10) y teniendo en cuenta el cumplimiento de la
ecuacion OEP (C.8), obtenemos:

= 2[Vks(z) — p] + 4mnio.

Z Nioic (2)? [AVEie(2) — AV rie| = Voo (2) + Vs (2),

i<F
con
Vol Z4m io z) (C.11)
g (1 0— Z ? N
I<F
_ Tis (2)
Vf3,0’(z) - Z no_(z) ) (012)
i<F
donde las cantidades S;;(z) y Ti,(2) estan definidas por:
1
Sio(2) = nicF,ic(2)&ic (2) — ch,iagia(z)2, (C.13)
1
T'io(z) = nianga(z)da(z) - ch,iad(z)Q' (014)

Tenemos finalmente la expresién buscada:

V]:U(Z) = V}'l,a(z) + V}'Q’U-(Z) + V}'3,U(Z), (C.15)

con los potenciales Vi, con 7 = 1,2,3 definidos en Ecs.(C.6), (C.11) y (C.12) respectiva-
mente.
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C.3 Limite asintético del potencial de intercambio exacto

C.3.1 Limite asin6tico de los potenciales orbitales

A los efectos de obtener una expresion asintética para el potencial de intercambio exacto,
debemos obtener primero una expresion asintética para los potenciales orbitales. Para el caso
paramagnético tenemos, eliminando el indice de espin de Ec.(5.17) para el potencial orbital:

1 1 JE;
Uy i(2) = . C.16
i(2) 2An; &(z) 66i(z) (C.16)
Particularizando la Ec.(4.42) para E, para caso paramagnético, tenemos:
A ks ko
E; = _W Z quz’j,ji(Q)Jgg (OaQa O)- (0-17)
ig<F
De aqui obtenemos el resultado:
0F, A ki K
e~ L6 [ i 0.0.0. (C.18)
8&i(2) ™

En el limite asiontético, obtuvimos la siguiente expresion para V;;(q, z) (ver Ecs.(A.8) y (A.9)
cortando la serie en el término lineal en g):

Vij(q,z = 00) = 6ie” % + ¢;jqe” %%, (C.19)

cij = / doti(2)€(2)

De Ec.(C.19) vemos que en el limite asintético, debido a las exponenciales, solo contribuye
el primer término de la expanion del integrando alrededor de ¢ = 0. Para el integrando de
Ec.(C.18), correspondiente al area de interseccion de dos sirculos con centros alejados una
distancia g ~ 0, el término principal es:

Jo5 " (0,g ~ 0,0) = m min(k, k3.)%, (C.20)

i.e., el area del circulo de menor radio. Reemplazando Ecs.(C.19) y (C.20) en Ec.(C.18) y
efectuando la integral en ¢, obtenemos:

0F,
0&i(2)

donde m es el orbital de KS ocupado mas energético, y donde, para obtener el segundo

_ oA, 8B _ 2Anicz~m@, (C.21)
V4 z

sumando, hemos despreciado factores proporcionales a &j<m(2). Esto tltimo podemos hacerlo
va que en el limite asintético las funciones de onda de subbanda decaen exponencialmente
como:

iz = 00) = e Pz,
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donde los exponentes J3; son positivos y tales que f; < fB; si €; > ¢;. Analizando Ec.(C.21) a
la luz de estos resultados, podemos concluir que en el limite z — oco:

§i(#)ug,i(z) = _Cimé’”;#; sii<m (C.22)
Upm(2) = —%. (C.23)

Si en lugar de partir de Ec.(C.17) para E, hubiésemos partido de Ec.(4.27) (la cual se obtiene
haciendo primero la integral en el impulso paralelo), nos habriamos encontrado con el problema
de analizar el limite asintético z — oo de:

i J
F(z) = /dz’gi(zl)gj(zl)/d_ppJ1(pQFf)(il£k§§3. (C.24)

El producto de las funciones de Bessel en Ec.(C.24) decae como 1/p y el producto &;(z)&;(2')
decae exponencialmente, por lo tanto, la contribucion significativa en el integrando de Ec.(C.24)
seré para valores de 2z’ y p cercanos a cero. Para z — oo podemos entonces hacer la siguiente
aproximacion en el denominador de Ec.(C.24)

P2+ (z—2")2 = |z = 2|

Teniendo en cuenta el desarrollo

1 1 2

para |Z'| < |z|, reemplazando en Ec.(C.24) y teniendo en cuenta

min(kf, k)

dp ; ;
LT (k%) (KLp) = L
/ p 1(Kiop) 1 (kpp) 2 max( }p,k%)

se puede verificar facilmente que se obtiene el mismo resultado que en Ecs.(C.22) y (C.23).

C.3.2 Limite asintotico de los corrimientos

Basandonos en los resultados obtenidos para los potenciales orbitales en el limite z — oo,
podemos ahora analizar el comportamiento asintético de la ecuacién diferencial de los corrim-
ientos Ec.(C.4) para obtener la expansion asintética de los mismos. Comenzamos reescribiendo
Ec.(C.4) en la forma:

[His(2) — €] ¥2,i(2) = —Va(2)&i(2) + ug,i(2)€i(2) + AV i€ (2). (C.25)

Suponemos de antemano que el potencial V,(z) decae como alguna potencia negativa de z
(luego vemos que el resultado sea consistente con esta suposicion), por lo tanto el compor-
tamiento asintético de Ec.(C.25) vendracontrolado por los siguientes decaimientos exponen-
ciales (para i < m):

Va(2)€i(z) — Va(2)e 7,
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67/377’2,2

ugi(2)8i(2) — —

22

AVw,,gz(z) — 6_’Biz.
Como i < m, By, < B; vy por lo tanto la ecuaciéon diferencial asintética es

e_ﬁmz

[His(2) = €i] 9z,i(2) — ———,

z
cuya solucién es

e_ﬂmz
2

Q/’:c,z'<m(z — 00) = (C.26)

z
Para obtener el corrimiento correspondiente al orbital ¢ = m, recurrimos a la ecuacién OEP

escrita de la siguiente manera:

=1

7

m—1
26(2)7 =) nmtpei(2)6i(2).
i=1

De donde vemos que en el limite asint6tico, el tnico término que sobrevive en el lado derecho
de la ecuacién es Cymé&m(2)%/4m, ya que todos los demas decaen con exponentes f; > S,
Nos queda entonces:

C
_ Yam Bz
'@bw,m(z ? OO) 4ﬂ_nm£m(z) > e . (C27)

De Ecs.(C.26) y (C.27) vemos por tanto que todos los corrimientos, para ¢ < m, decaen
exponencialmente con el mismo exponente: e~#m?.

C.3.3 Limite asintético de V,(z)

Comenzamos analizando V. 1(z — 00). Para ello, observemos primero que en el limite as-
intotico n(z) — nmém(z)?. Teniendo en cuenta ademés el comportamiento asintético de los
potenciales orbitales en Ecs.(C.22) y (C.23), reemplazamos en Ec.(C.6) para obtener:

£ 1 _ —
2 mtn(2) |77
Los cocientes &< (2)/ém(z) decaen exponencialmente mientras que ugm,(z) = —1/z, por lo
tanto:

_ 1 _
Vei(z = 00) = ugm(2) + AV — - + AV m.

Por otro lado, de las expresiones para V;2(z) y Vis(z), [Ecs.(C.11), (C.12) con F = E]
vemos que los términos de la suma con 7 < m decaen exponencialmente como &<, (2)/&m(2),
mientras que el término ¢ = m en la suma de Ecs.(C.11), (C.12) es exactamente cero debido a
la relaciéon de Ec.(C.27) para el limite asint6tico del corrimiento con 7 = m. De este modo, el
tnico término que sobrevive en la suma de Ec.(C.15) es V; 1(2), y por consiguiente tenemos
el importante resultado:

— 1 —
Vi(z = 00) = Vg i1(z = 00) = Uupm(2) + AV iy — — + AV ym. (C.28)
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C.4 Descripcion del método numérico para el calculo de V,(z)

Si bien el potencial V,(z) puede calcularse directamente de las expresiones explicitas para
Vi,1(2), Vza(z) y Vi3(2z), cuando se desea comprobar numéricamente limites asintéticos y
obtener V,(z) para valores de z donde las funciones de onda tienen muy poco peso, los términos
que contienen derivadas de la funciéon de onda y de los corrimientos se vuelve numéricamente
inestables debido al error en el célculo de las derivadas. Un método que converge mejor cuando
se desea calcular el potencial para z grande, consiste en corregir iterativamente el potencial
con la funcion

S(z) = Si(a). (C.29)

i<F

con S;(z) dado por Ec.(C.13). Cuando se calcula S(z) con el potencial exacto, se cumple
S(z) = 0, i.e., la ecuacion OEP. Por lo tanto, cuando V;(z) no es el correspondiente a los
orbitales de KS dados, S(z) # 0 y da una medida del error de potencial V;(z). Siguiendo
en parte el método descripto en Ref.[73] para sistemas atomicos, en nuestro sistema C2D el
algoritmo para obtener un sistema autoconsistente es como sigue:

1. Se comienza con un sistema convergido aproximado, por ejemplo, LDA.
2. Con las ecuacione de KS obtenemos los orbitales &;(z) y autoenergias de KS ;.

3. Resolvemos la ecuacién diferencial de los corrimientos (Ec.(C.4)) mediante el método del
gradiente conjugado [84] para determinar los corrimientos. El método requiere ingresar
un estimacién inicial del corrimiento, que se elige como un orbital que sea ortogonal al
orbital para el cual se quiere calcular el corrimiento. En las iteraciones sucesivas del
método del gradiente conjugado se conserva esta ortogonalidad (la ecuaciéon diferencial
de los corrimientos es invariante ante la adicién de c£;(z) a 95 (2), con ¢ una constante
arbitraria).

4. Calculamos la funcién S(z) de Ec.(C.29) y corregimos el potencial de intercambio con
Vuevo () — V2€I°(2) 4 ¢S(z) /n(z), donde ¢ es una constante a determinar por prueba
y error. Nosotros usamos la media del potencial de intercambio en la primera subbanda
c=1[ dzV7"9°(2)€1(2)?| con buenos resultados. Iteramos entre 3 y 4 hasta que el
corrimiento no se modifica mucho (2 a 4 iteraciones usualmente) y volvemos a 2.

5. Iteramos entre 2 y 4 hasta alcanzar la autoconsistencia.
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